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Préface 


La réforme du lycée, qui a suivi celle du collège, s’est achevée en 2012, avec 
la mise en œuvre des nouvelles classes de terminale. Depuis septembre 2013, 
les étudiants qui entreprennent des études en classes préparatoires, ont bé- 
néficié, durant leur scolarité au collège et au lycée, de programmes rénovés, 
en particulier en mathématiques. Afin d’assurer une continuité, de nouveaux 
programmes de classes préparatoires étaient donc indispensables. 

En mathématiques, en 1995, lors de la mise en place des programmes de 
l’époque, les Éditions Dunod nous avaient confié la tâche de fournir aux étu- 
diants des ouvrages de référence clairs et précis complétant le cours, irrempla- 
çable, du professeur. Nous avions alors tenté un pari : faire tenir exposés et 
exercices, avec corrigés, en un seul volume, le premier « tout-en-un » (depuis 
très largement imité), qui a remporté un grand succès. 

En septembre 2013 ont été mis en place de nouveaux programmes des classes 
préparatoires et, avec une équipe partiellement renouvelée et de grande qualité, 
nous avons récidivé : deux ouvrages « tout en un » (MPSI et PCSI-PTSI) pro- 
posent, aux étudiants de première année, un cours en conformité avec le texte, 
mais aussi avec l'esprit, du nouveau programme des classes préparatoires. 
Aujourd’hui ce nouveau « tout en un » PSI/PSI* prolonge, pour la seconde 
année, ces deux ouvrages et il conserve l’ambition, en mettant en œuvre de 
nouvelles méthodes d’acquisition des connaissances, de proposer à l’étudiant 
une démarche pour s'approprier les théories du programme, théories indispen- 
sables tant aux mathématiques qu'aux autres disciplines. 


En pratique, dans chaque chapitre : 

e De très nombreux exemples, souvent simples et issus de connaissances du 
lycée ou du programme de première année, illustrent chaque définition et 
permettent à l'étudiant de s'approprier cette nouvelle notion. 


e Les propositions et théorèmes sont énoncés et suivis immédiatement 
d'exemples élémentaires d’applications. En outre, leurs démonstrations 
sont l’occasion d’un travail personnel de l’étudiant. Nous avons choisi de 
ne pas faire figurer systématiquement, à la suite des énoncés, la rédaction 
complète de ces démonstrations mais plutôt d’indiquer à l’étudiant le prin- 
cipe de celles-ci avec les éléments qui lui permettront de la construire par 
lui-même et ainsi de mieux s'approprier la propriété. Évidemment, guidé 
par un renvoi précis en fin du chapitre, il pourra ensuite consulter la dé- 
monstration complète et vérifier ou compléter son travail personnel. 


Lorsque plusieurs preuves étaient possibles, nous avons choisi de ne pas 
privilégier systématiquement la plus courte, souvent au profit de construc- 
tions explicites. C’est volontaire ; durant leurs études au lycée nos étudiants 
n’ont en général pas construit les objets mathématiques qu’ils ont utilisés : 
ils se sont contentés d’en admettre les propriétés. Or construire un objet, 
comme le fait un artisan, c’est se l’approprier, connaître parfaitement ses 
propriétés et les limites de ces propriétés. 


Dans chaque chapitre, l'étudiant trouvera, pour illustrer immédiatement 
l’usage des propositions et théorèmes, de très nombreux exercices simples 
qu’il doit évidemment chercher au fur et à mesure de son apprentissage et 
dont il pourra consulter une solution en fin de chapitre afin de vérifier son 
propre travail. 


Régulièrement l'étudiant trouvera des « point méthode » qui, pour une 
situation donnée, lui offrent une ou deux possibilités d'approche de la réso- 
lution de son problème. Évidemment il trouvera après ce « point méthode » 
exemples et exercices l’illustrant. 


À l'issue de chaque chapitre, figurent des exercices souvent plus ambitieux, 
demandant plus de réflexion, à chercher une fois le chapitre totalement 
maitrisé. Certains plus difficiles sont signalés par des étoiles ; les solutions 
détaillées de tous ces exercices complémentaires sont données. 


Bien entendu nous sommes très intéressés par toute remarque que les étu- 
diants, nos collègues, tout lecteur... seraient amenés à nous communiquer. 
Cela nous permettra, le cas échéant, de corriger certaines erreurs nous ayant 
échappé et surtout ce contact nous guidera pour une meilleure exploitation 
des choix pédagogiques que nous avons faits aujourd’hui dans cet ouvrage. 


Claude Deschamps et François Moulin 
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| Produit et somme d'espaces vectoriels 


1 Produit d'espaces vectoriels 
Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 1. 
roposition 1 

Soit (Æ1,...,E,) une famille finie de IK-espaces vectoriels. 
On définit les lois suivantes sur le produit cartésien E1 x +: X E, : 


e l’addition telle que pour tout vecteur (x1, 


.,Tp) EF X:-.-.Xx E, et 
tout vecteur (y1,...,Yp) € E1 X ::: X E, : 
ss) Pl: oi ts. sm) 


e la loi externe telle que pour tout scalaire À € IK et tout vec- 
teur (Miss M)e rx RE, 1 
Aire) = ass A0) 


Muni de ces deux lois, E1 x---x FE, est un IK-espace vectoriel appelé espace 
vectoriel produit. 


Principe de démonstration. 


Posons F=EÆEx...xE,. Démonstration page 28 


D'après la définition d'un espace vectoriel, il s'agit de vérifier : 


e d’une part que l'addition définie sur F' est associative, commutative, possède un élément 
neutre et que tout élément de F' admet un opposé, 


e d'autre part que pour tout (x,y) € F? et (a, B) € lK?,on a: 
(D) a (Bt) = (af).2 
(2) Lx = x 


(3) (a + B).x = a.x + B.x 
(4) à.(x + y) = a.x + a.y 


p 
Notation On note aussi [[ Ex au lieu de E1 x ---Xx E,. 
k=1 
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roposition 2 2 
Soit (E1,...,E,) une famille finie de IK-espaces vectoriels de dimension finie. 


p 
L'espace vectoriel produit [[ Æ% est de dimension finie et : 


Principe de démonstration. En prenant une base de chacun des espaces vectoriels, on peut 


construire une base de l'espace vectoriel produit. Démonstration page 28 


2 Somme de sous-espaces vectoriels 


éfinition 1 

Soit E un IK-espace vectoriel et (Æ1,...,E,) une famille finie de sous- 
espaces vectoriels de E. La somme de ces sous-espaces vectoriels est définie 
par : 


E+..+E = {ait +2; (t1,...,%p) € E1 X +: X Ep}. 


p 
Notation On note aussi ÿ: E% au lieu de E1+--.+EÆ,,. 
k=1 


Remarque La définition 1 signifie que Æ1 +--:+E, = Im, avec 
DE Hi KeXE, + E 
(lisses te) + diese 


Nous utiliserons à plusieurs reprises cette application & dans ce paragraphe 
et celui sur les sommes directes. 


roposition 3 
Avec les notations précédentes, Æ1 + -:-+ ÆE, est un sous-espace vectoriel 


de FE. 


Principe de démonstration. Démonstration page 29 


Compte tenu de la remarque ci-dessus, il suffit de montrer que « est linéaire. 


Attention 

e On rappelle qu’une intersection de sous-espaces vectoriels de Æ est un 
sous-espace vectoriel de Æ, mais qu’une réunion de sous-espaces vectoriels 
de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel de Æ. 


e Il importe de bien distinguer : 


p 
* d’une part (|) Æ%, qui est le plus petit sous-ensemble de E conte- 
=1 


k=— 
nant Es: Ep 
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p 
* d’autre part ÿ° Æ%, qui est le plus petit sous-espace vectoriel de E 
k=1 


contenant Æ1,...,ÆE,, comme nous le verrons dans l'exercice suivant. 


Exercice 1 Soit Æ un IK-espace vectoriel. Soit (E1,...,E,) une famille finie de 


sous-espaces vectoriels de E. Montrer que E1+-:-+ÆE, est le plus petit sous-espace 
vectoriel de Æ (au sens de l’inclusion) contenant Æ1,...,Æ,. 


3 Somme directe de sous-espaces vectoriels 


Nous allons généraliser la notion de somme directe, vue en première année 
dans le cas de deux sous-espaces vectoriels seulement, au cas d’une famille 
finie de sous-espaces vectoriels. 


éfinition 2 


Soit (Ex)i<k<p une famille finie de sous-espaces vectoriels d’un espace vec- 
toriel E. 


On dit que la somme Æ1 +:--+ÆE, est une somme directe, ou que les 
sous-espaces vectoriels E1,...,E, sont en somme directe, si : 


Vibes lEMR uX Es miss =0sÿri=:s—7 = 0. 


p p 
Dans ce cas, on note @ Ex la somme ÿ° Ex. 
k=1 k=1 


Remarque Une somme ne comportant qu’un seul sous-espace vectoriel de E 
(cas p = 1) est évidemment une somme directe. 


roposition 4 
Les sous-espaces vectoriels (E%)1<1<9 Sont en somme directe si, et seulement 
si, l'application : 


Gi EX KE, —$ E 
ss) et idee 


est injective. 


Démonstration. 


Nous avons déjà établi dans la proposition 3 de la page précédente que l'application & est linéaire. 
La définition 2 signifie que Ker ç — {0}, c'est-à-dire que 4 est injective. [1 


Rappel de première année Deux sous-espaces vectoriels E1 et E2 de E sont 
en somme directe si, et seulement si, E1 N E2 = {0}. 


4 
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Attention Contrairement au cas de deux sous-espaces vectoriels, lorsque l’on 
considère p sous-espaces vectoriels avec p > 3, le fait que les intersections deux 


à deux soient réduites à {0} ne suffit pas à garantir que la somme est directe, 
comme nous le verrons dans l’exercice 2. 


Complément L'exercice 1.2 de la page 41 fournit une caractérisation par des 


intersections qui étend au cas p > 3 la caractérisation vue en première année 
dans le cas p = 2. 


Exercice 2 Soit Æ un espace vectoriel et (e1,e2) une famille libre de E (on suppose 
donc dim(ÆE) > 2). Posons F1 = Vect(e1), E2 = Vect(e2) et E3 = Vect(ei + e2). 
1. Montrer que la somme E1 + Es + E3 n’est pas directe. 
2. Montrer que Æ1N E2 = EN E3 = E2N E3 = {0}. 


Remarque Au passage, l'exercice 2 fournit également un exemple de trois 


sous-espaces vectoriels qui ne sont pas en somme directe, mais qui sont deux 
à deux en somme directe. 


roposition 5 


Soit (Eyx)1<k<p une famille finie de sous-espaces vectoriels de Æ de dimension 
finie. On a : 


k=1 


p 
De plus, la somme Ÿÿ° Æ4 est directe si, et seulement si, 
k=1 


dim ù ri) _— es dim (Ex) . 
k=1 k=1 


Principe de démonstration. Appliquer le théorème du rang à l'application & définie dans la 


proposition 4 de la page précédente. 
4 Décomposition en somme directe 
éfinition 3 


Soit £ un espace vectoriel et (Ez)1<r<p une famille finie de sous-espaces 
vectoriels de E. On dit que cette famille réalise une décomposition en 


p 
somme directe de E si @® Ex =E. 
k=1 
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Concrètement l’intérêt de décomposer l’espace vectoriel £ en une somme di- 
recte de sous-espaces vectoriels est que tout vecteur se décompose de manière 
unique comme une somme de vecteurs appartenant à chacun des sous-espaces. 


roposition 6" 
Soit Æ un espace vectoriel et (Ex)1<k<p une famille finie de sous-espaces 
vectoriels de Æ. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 


() © H=E 
k=1 


(ii) pour tout x € E, il existe une unique famille (æy)i<k<p € E1 XX En 
telle que : 


p 
TX — >. Ty. 
k=1 


Principe de démonstration. Traduire ces deux assertions à l’aide de l'application @. 


Démonstration page 31 


Cas particulier d’une décomposition en somme directe de deux sous-espaces 
Le cas particulier d’une décomposition en somme directe de deux sous-espaces 
a déjà été traité en première année. On dit que deux sous-espaces vectoriels F 
et G de E sont supplémentaires si E=F@G. 
On rappelle qu’étant donné deux sous-espaces vectoriels F et G de FE, les 
assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) E=F6G\; 


(ii) pour tout vecteur x € E il existe un unique couple (y,z) € F x G tel 
que T=Yy+z; 


(ii) F+G=Eet FNG = {0}. 


Remarques 
e L’équivalence entre (i) et (ii) a été généralisée par la proposition 6. 


e Généraliser l’équivalence entre (4) et (iii) est moins aisé. Comme expliqué 
après la définition 2 de la page 4, considérer des intersections deux à deux 
ne suffit pas. L'exercice 1.2 de la page 41 fournit une généralisation de la 
deuxième propriété dans (iii). 


Exemples de supplémentaires dans le cours de première année 
1. Si p est un projecteur de E, c’est-à-dire si p € L(E) vérifie po p = p, alors : 
E = Imp@ Kerp 
et p est le projecteur sur Imp parallèlement à Kerp. 
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On à de plus Ker(p — Idg) = Imp et Im(p — Id) = Kerp . Concrètement, pour 
tout vecteur x € FE, on a : 


x = p(x) + (x —p(x)), 
avec p(x) € Imp et x — p(x) € Kerp. 
2. Si s est une symétrie de Æ, c’est-à-dire si s € L(E) vérifie s 0 s = Idg, alors : 
E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg) 
et s est la symétrie par rapport à Ker(s — Idg) parallèlement à Ker(s + Idg). 


Concrètement, pour tout vecteur x € E, on a : 
1 1 
= ;(r + s(x)) + ; — s(x)) 


avec (x +s(x)) € Ker(s — Idg) et 3(x — s(x)) € Ker(s + Idg). 


5 Fractionnement d’une base, base adaptée 


éfinition 4 
Si F1 —= (e1,...,en) et F2 —= (f1,...,fm) sont deux familles finies de 
vecteurs d’un IK-espace vectoriel E, la concaténation de F; et F5, no- 


tée (F1,F2), est la famille de vecteurs (e1,...,en, f1,..., fm). 


Remarque On étend naturellement cette définition au cas d’un nombre fini 
de familles finies de vecteurs de Æ. 


En première année, on a vu que si (e1,...e,) est une famille libre de vecteurs 
d’un IK-espace vectoriel Æ, alors Vect(e:,...,ez) et Vect(ex:1,...,en) sont 
en somme directe. 

On peut reformuler ce résultat sous la forme abrégée suivante : si la famille 
libre F s'écrit (F1,7F2) alors Vect (F1) et Vect (F2) sont en somme directe. 
Cette écriture abrégée est commode lorsqu'il s’agit de « découper » une famille 
de vecteurs en plusieurs sous-familles. 

Nous conviendrons dans tout ce qui suit que la famille de vecteurs Æ peut 
s’écrire (F1,...,F,) lorsqu'elle est obtenue en concaténant les familles de vec- 
COURS Pause Po 


roposition 7 (Fractionnement d’une base) 
Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. On 
suppose que B = (B1,..:,B,). 


p 
Si pour tout k, on note Ex = Vect(By), alors : E = @ Ex. 
k=1 


Principe de démonstration. Utiliser le fait que la famille B est libre pour montrer que la 
somme est directe et le fait qu'elle est génératrice pour montrer que la somme est égale à Æ. 


Démonstration page 31 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 
éfinition 5 
Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vec- 


toriel de E. On appelle base adaptée au sous-espace vectoriel F toute 
base B de la forme (B1,B2) avec B1 base de F. 


éfinition 6 
Soit Æ un IK-espace vectoriel de dimension finie et E1,...,E, des sous- 


p 
espaces vectoriels de Æ tels que E = @ Ex. Une base B de E est dite 
k=1 


adaptée à la décomposition en somme directe (E1...,EÆ,), si elle est 


de la forme (B1,...,B,), où pour tout k, la famille B4 est une base de Ex. 


Terminologie On dit aussi que la base B est adaptée à la décomposition en 
p 
somme directe E = @ E}, au lieu de dire que B est adaptée à la décompo- 
k=1 
sition en somme directe (E1...,E,). 


Remarque Si la décomposition en somme directe a été obtenue par fraction- 
nement d’une base B, cette base est évidemment adaptée à cette décomposi- 
tion en somme directe. 


Le but de la proposition suivante est de montrer l’existence d’une base adaptée 
pour toute décomposition en somme directe et de donner un moyen d’obtenir 
une telle base. 


roposition 8 


p 

Soit Æ un IK-espace vectoriel de dimension finie tel que E = @ F4, où 
i=k 

les Ex sont des sous-espaces vectoriels de Æ. Si Bz est, pour tout k, une 

base de E}, alors B = (B:1,...,B,) est une base de E. 


Principe de démonstration. C'est une famille génératrice à dim ÆE éléments. 


Démonstration page 32 


6 Somme directe et applications linéaires 

Dans le cours de première année, il a été démontré qu’une application linéaire 
est entièrement déterminée par l’image d’une base. Nous rappelons sans dé- 
monstration ce résultat ci-dessous. 


Rappel Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie, B = (e1,...,e») 
une base de E et F un IK-espace vectoriel. 
Pour toute famille (f1,...,fn) € F" il existe une unique application li- 


néaire u € L(E, F) telle que : 
Viefln] ue) = u(ji). 


Il Matrices et endomorphismes 


Il a également été démontré que si E = EF; @ F2 alors une application linéaire 
de E dans F est entièrement déterminée par ses restrictions à ÆE1 et E2. La 
proposition ci-dessous étend ce résultat au cas où E = E@:..@E,,. 


roposition 9 
p 
Soit Æ un espace vectoriel sur IK tel que E — @ E; (décomposition en 
i=1 
somme directe de sous-espaces vectoriels de Æ), F un espace vectoriel sur IK, 
ainsi que pour tout à € [1,p], une application linéaire u; € L(E;, F). 


Il existe alors une unique application linéaire u € L(E, F) telle que : 


vViefl;p] u, =. 


Démonstration page 32 


Bilan Nous disposons donc désormais de deux modes de détermination d’une 

application linéaire u € L(E, F). 

1. L'application linéaire u est entièrement déterminée par l’image d’une base 
de FE. 


2. L'application linéaire u est entièrement déterminée par ses restrictions à 
une décomposition en somme directe de E. 


I Matrices et endomorphismes 
1  Polynôme d'une matrice carrée, d’un endomorphisme 


Rappels On rappelle ci-dessous comment sont définis les puissances succes- 
sives d’une matrice carrée ou d’un endomorphisme. 


e Étant donné À € M, (IK), on définit AF par récurrence sur k € IN de la 
façon suivante : 


A1=17, et VkelIN* Af= AT x A. 
On en déduit facilement que : 
V(k,£) e IN? AFAË— A AË = AFH, 
e Étant donné u € L(E), on définit de même u* par récurrence sur k € IN 
de la façon suivante : 
u=Idg et VkEeIN* u°=u* lou. 
On en déduit de même que : 


V(k,£) EIN? fout = ut ouf = uïtt, 


Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 
éfinition 7 
Soit P € IK[X] un polynôme qui s’écrit : 


4 
PEN ox". 
k=—0 


Pour À € M,(IK) une matrice carrée, on définit la matrice car- 
rée P(A) € M, (IK) par : 


P 
P(A) = Sa A°. 
k=0 


Exemple Soit M € M,{(IK) et N = M? —3M +721,. On a alors N = P(M) 
avec P = X?—3X +2. 


roposition 10 
Soit À € M,(IK). L'application w4 : IK[X] 


+ 


(ee) +oo 
Démonstration. Soit (P,Q) € IK[X]? et À € IK. On écrit P = Sax X* et Q = S bEXŸ 
k k=— 


=0 =0 
(comme les suites (ax)ren et (bk)ken sont nulles à partir d'un certain rang, ces sommes sont 
finies). On à : 
+00 
(AP + Q)(4) = Ÿ (Aax + bx)A* 


k=—0 
+00 +oo 
= 1 a A+ nxAf = XP(4) + Q(A). 
k=—0 k=0 
On a prouvé que 4 est linéaire. Ü 


roposition 11 


Soit À € M,(IK). On a alors : 


V(P,Q) € IK[XF  P(4)Q(4) = (PQ)(A). 


+00 +00 
Démonstration. On écrit P = Sa; X" et Q = 5 b4 X*. On a donc: 


+oo +oo 
P(A)Q(A) = D ak “) D be x) 
Fee | 
= NN axbe AFA' = (PQ)(A). O 


Exemple Soit M € M,{IK) et N = M? —-3M +21,. On a vu que N = P(M) 
avec P = X?2-3X +2. Comme P=(X—-1)(X —-2),ona N =(M-I1,)(M —-21;). 
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Il Matrices et endomorphismes 
éfinition 8 


p 
Soit P € IK[X] un polynôme qui s'écrit P = 2 ag XF. 
k=0 
Pour u € £L(E), un endomorphisme d’un espace vectoriel Æ sur le corps lK, 
on définit l’endomorphisme P(u) € L(E) par : 


p 
Plu)= > agur. 
k=0 


roposition 12 
Soit E un espace vectoriel et u € L(E). 


e L'application w, : IK[X] — £(E) est linéaire. 
P + P{u) 


e V(P,Q)EKIXF  P(u) o Q(u) = (PQ)(u). 


Démonstration. 
et de la proposition 11 de la page ci-contre. 


Les preuves sont analogues à celles de la proposition 10 de la page précédente 


( 
Faisons maintenant le lien entre polynômes d’endomorphismes en dimension 
finie et polynômes de matrices. 


roposition 13 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base B ainsi 
qu’un polynôme P € IKIX]. Si l’endomorphisme uw € £(E) à pour ma- 
trice À € M, (IK) relativement à la base B, alors l’endomorphisme P(u) a 
pour matrice P(A) relativement à cette base B. 


Démonstration. 


Une récurrence immédiate permet de montrer que pour tout k € IN, l'endo- 


morphisme u* a pour matrice A dans B. On en déduit par combinaisons linéaires que P(u) a 
pour matrice P(A) dans B. (i] 


éfinition 9 


Soit P € IK[X] et u € L(E) on dit que P est un polynôme annulateur 
de u si P(u) = 0. 


On définit de même un polynôme annulateur de À € M, (IK). 


Exemples 


e Le polynôme X est annulateur de l’endomorphisme nul (respectivement de la 
matrice nulle). 


e Le polynôme X — 1 est annulateur de Idg (respectivement de 1, ). 


e Le polynôme (X — a)? est annulateur de la matrice ( : | ): 


n 


e Le polynôme [[ (X —dx) est annulateur de la matrice diagonale Diag(d1,...,dn). 
k=1 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


Remarque Si P € IK[X] est un polynôme annulateur de u € £(E) (respec- 
tivement de À € M, {(IK)) alors tout polynôme multiple de P est également 
annulateur. 


Certains résultats déjà connus peuvent également être reformulés en termes 

polynômes annulateurs. 

Exemples 

1. Un endomorphisme p € L(E) est un projecteur de Æ si, et seulement si, p? = p 
c’est-à-dire si, et seulement si, le polynôme X°? — X est annulateur de p. 

2. Un endomorphisme s € £L(E) est une symétrie de E si, et seulement si, s? = Idg 
c’est-à-dire si, et seulement si, le polynôme X? — 1 est annulateur de s. 


p.32] Exercice 3 Soit À € M, {(IK). Montrer qu'il existe un polynôme annulateur de À 


non nul et de degré au plus n°. 


2 Matrices par blocs et opérations 


Écriture par blocs 

Lorsque l’on écrit une matrice, il est parfois pratique, plutôt que d'écrire cha- 
cun des coefficients, d'écrire des sous-matrices. C’est ce que l’on appelle écri- 
ture par blocs de la matrice. 

Par exemple, on peut écrire une matrice M € M,(IK) par blocs à l’aide 
de quatre sous-matrices en choisissant un indice de ligne n, et un indice de 
colonne p; qui marquent la fin du premier bloc. 

Étant donné n, € [1,n—1] et p, e[1,p—1], la matrice : 


m1,1 FAR M pr MU ,p1 +1 bs M1 ,p 

Mni,1 ses Mna,pi Mn: ,p1 +1 “is Mni,p 
M = Mit ce Mnitiops | Mnitipiti ee Mni+i,p 

Mn,1 er” Mn,p1 Mn ,p1 +1 er Mn,p 


se divise, comme indiqué ci-dessus, en quatre « blocs ». Si l’on pose : 


m1,1 ce Mi: MI ,p1 +1 ce Mip 

A= | : B- 
Mni,1 ce Mani ,pi Mn: ,p1+1 ce Mni,p 
al es Miles nb <<< intl 
Mn,1 ce Man,pi Mn,pi +1 ce Man,p 
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Il Matrices et endomorphismes 


A B 
alors, par convention la matrice M s'écrit | C D | . 


1 2 3 
Exemple Considérons la matrice M = | 4 5 6 
7 8 9 


On peut écrire par blocs M = ( ) de plusieurs manières : 


e par exemple, en posant À — - — À Lt T 8 | M D=LR )}, 
4 5 6 


ce qui revient à choisir n1 = p1 = 2 : 


ls + 
| OT ND 
OS 


e ouen posant A=(1 2), B=\{ 


CO 
—_—_—_" 
Q 
I 
PSS 
À 
oœ ©t 
e— 
& 
GO 
I 
TS, 
© © 
= 
8 
À 
= 


1 213 
revient à choisir n1 = 1 et p1 = 2 : 4 516 
7 819 
e ou toute autre possibilité ..…. 


Il est parfois commode de nommer les blocs avec deux indices : Mi, Mio,... 
au lieu de À, B,... 


On peut en effet écrire une matrice M par blocs d’une façon plus géné- 
rale en choisissant deux entiers q € [1,n] et r € [1,p], ainsi que des en- 
tiers 10; » « » Mgr DOr +, Dr tels que 


On <-.<nyj=n et 0=po<:::< pr = p. 
Dans ce cas il est naturel de noter M;; avec (i,5) € [l,ql x [l,r] les qaxr 


blocs obtenus. On écrit alors : 
Mn ce Mr 


Mon -° Mir 
avec : 


V(i, 5) = [1,4] X [1,r] M; ; = (mr) pen +1] xp +1] * 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


Cas particuliers : matrices diagonales et triangulaires par blocs 

Dans ce paragraphe on supposera que M est une matrice carrée. 
éfinition 10 
On dit que M est une matrice diagonale par blocs si elle admet une 
écriture par blocs de la forme : 


où, pour tout Æ, la matrice Ax est carrée, c’est-à-dire avec les notations 
précédentes une écriture par blocs avec p? blocs (on a q = r = p) et où les 
blocs M; ; pour à £ j sont tous nuls. 


Notation 

On convient de noter M = Diag(A1,...,4,) la matrice M décrite ci-dessus. 
éfinition 11 
On dit que M est une matrice triangulaire supérieure par blocs si elle 
admet une écriture par blocs de la forme : 


è Le Des *X 
D D 


où, pour tout kÆ, la matrice Ax est carrée, c’est-à-dire avec les notations 
précédentes une écriture par blocs avec p? blocs (on a q = r = p) et où les 
blocs M;; pour à > j sont tous nuls. 


Notation Notre convention est de noter « * » dans une matrice lorsqu'il n’y 
a aucune contrainte sur un coefficient (ou un bloc). 


Remarques 

e On définit de manière analogue la notion de matrice triangulaire infé- 
rieure par blocs. On dit qu’une matrice est triangulaire par blocs si 
elle est triangulaire supérieure par blocs ou triangulaire inférieure par blocs. 

e Une matrice diagonale par blocs est à la fois triangulaire supérieure et 
inférieure par blocs. 


Opérations par blocs 
L’addition et le produit par blocs découlent directement de la définition de 
l'addition et du produit matriciel. 


14 


p.32 


Il Matrices et endomorphismes 


e Addition par blocs. Soit À et B deux matrices de même taille écrites par 


blocs : 
Ai + Ag His ee Bis 
A=| : | et B=| : 
A1 + À, Bar sb, 
Si pour tout à et j les blocs À; ; et B;; sont de même taille, alors le calcul 
de la matrice C' = A+B peut s'effectuer par blocs, ce qui mène à l'écriture 
par blocs suivante : 


Ci ses Ci 
G=| : 
TR LC. 
avec VAT EILAIX Ile] Gr=A + Bis 
e Produit par blocs. Soit À et B deux matrices écrites par blocs : 
Ait + A EN 2e De 
A=| : : | et B=| : ; 

Ai en À ER 


Si les tailles des blocs sont compatibles, c’est-à-dire que pour tout À, j et k 
le nombre de colonnes de 4; est égal au nombre de lignes de By; ;, alors 
le calcul de la matrice C — AB peut s’effectuer par blocs, ce qui mène à 
l'écriture par blocs suivante : 


HR Le 
= 
Co Ce. 
P 
avec VU) € [1,n] X [1,ql Cij = s Arte 
k=1 


Exemple Le produit de deux matrices diagonales par blocs À = Diag(A:,...,A,) 
et B = Diag(B1,...,B,) (avec des blocs de taille compatibles) est donné par : 


AB — Diag(A: B1, .. FN 


Exercice 4 Soit À € M,(IK), Be M, 4(K) et D € M(IK). 


À B 
(EP) 


et D pour que M soit inversible et dans ce cas expliciter M1. 


Posons M — ( ) . Donner une condition nécessaire et suffisante sur A, B 


Indication : on pourra commencer par exprimer le produit par blocs de M par 
NINE 
NN NE 
conditions il existe une matrice N telle que MN = I,,4. 


une matrice quelconque N = ( ) compatible, puis examiner à quelles 
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3 Sous-espace stable et endomorphisme induit 


éfinition 12 
Un sous-espace vectoriel ÆF' de l’espace vectoriel Æ est dit stable 
par u€L(E) si u(F) CF, c’est-à-dire si : 


VxeF u(x)er. 


Dans ce cas on dit que ur: FF —> F est l’endomorphisme induit 


par u sur F. 


Remarques 
e Il est évident que ur est un endomorphisme de F. 


e Il est évident que pour tout endomorphisme w € £L(E), les sous-espaces 
vectoriels {0} et Æ sont stables par u. 


Attention Ne pas confondre : 

e l’endomorphisme induit par u sur F, noté up, qui appartient à £L(F) et 
qui n’a de sens que si F est stable par u ; 

e la restriction de u à F, notée u},,, qui à toujours un sens et qui appartient 
à EEE): 

Exemple Si } est une homothétie de Æ, c’est-à-dire si h — \ldg avec À € K, 

alors tout sous-espace vectoriel ÆF est stable par hÀ et l’endomorphisme induit 


est hr = \ldr. 


Terminologie Une droite stable est un sous-espace stable de dimension 1. 


p.33] Exercice 5 Montrer qu’un endomorphisme f € £(E) qui laisse toutes les droites 


de E stables est une homothétie. 


roposition 14 
Soit u et v dans L(E). Si u et vu commutent, c’est-à-dire si uouv=vou, 


alors Ker v et Imv sont stables par u. 


Démonstration page 34 


Exemple Soit u € L(E). Comme uou? = u = u?ou, l’'endomorphisme u laisse Im w? 
et Keru? stables. Plus généralement, si P € IK[X] alors u commute avec P(u) et 
donc Im P(u) et Ker P(u) sont stables par u. 
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roposition 15 2" 
Soit Æ un IK-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit F un sous-espace 

vectoriel de E de dimension p € [1,n — 1] et B = (e1,...,e,) une base 
adaptée à F, c’est-à-dire telle que Br = (e1,...,e,) soit une base de F. Un 
endomorphisme u de E laisse stable F si, et seulement si, sa matrice dans 


la base B est de la forme | : D | , avec À € M,(IK), BE Myn-p(K), 


DÉMUK): 


Dans ce cas, À est la matrice dans la base Br de l’endomorphisme induit 
par u sur F. 


Principe de démonstration. Le sous-espace F' est stable par u si, et seulement si, u(e;) € F 
pour tout j € [1,p], on regarde donc les p premières colonnes de la matrice. 


Démonstration page 34 


Remarques 
e Sil’on note BG = (ep+1,...,en) et G = Vect (Ba), alors Gest stable par u 


si, et seulement si, la matrice de u dans B est de la forme | - - ] 
avec À = MIRE CEMAUR), D'EMUIR). 


Dans ce cas, D est la matrice dans la base BG de l’endomorphisme induit 
par u sur G. 


e L’endomorphisme u stabilise donc F et G si, et seulement si, sa matrice 


dans la base B est diagonale par blocs, c’est-à-dire de la forme | : : | : 
avec À € M,(IK) et D € Mn (IK). 


Une preuve analogue permet de généraliser ce résultat à une décomposition 
en somme directe avec p sous-espaces vectoriels. 


Généralisation Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (E1,...,EÆ,) 


p 
une famille finie de sous-espaces vectoriels non nuls de Æ tels que E = @ Ex. 
k=1 


e Alors u € L(E) laisse stable chaque E4 si, et seulement si, sa matrice 
dans une base adaptée à cette somme est diagonale par blocs, c’est-à-dire 


de la forme : 
A ie 0 
mel if 
. à 4 0 
0 :.. O0 A4, 


où, pour tout k, la matrice A4 est carrée de taille dim £}4. 
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p 
e Si dans une base adaptée à la décomposition E = @ F4, l’endomor- 
k=1 


phisme u a une matrice triangulaire supérieure par blocs, c’est-à-dire de 


la forme : 
À: * * 
M — ù : 
: ., .  *% 
De cf A 


où, pour tout k, la matrice A4 est carrée de taille dim Æ£}, alors le seul E4 
pour lequel on peut dire, sans approfondir l’étude, qu’il est stable par u 
est E1. Cependant, on peut également dire en utilisant la proposition 15 
de la page précédente, que E1 @ E2 est stable par u, ou plus généralement 


j 
que @ E% est stable par u, pour tout j € [1,p]. 
k=1 


4 Matrices semblables 


éfinition 13 


Les matrices À et 4’ dans M, (IK) sont dites semblables s’il existe une 


matrice P € G£Lh (IK) telle que 4’ = P-!AP. 


Remarque À priori il faudrait dire pour l’instant dans la définition « À est 
semblable à 4’ », mais comme nous le verrons dans l'exercice 6, cette relation 
est symétrique donc on peut dire « À et 4’ sont semblables ». 


Exercice 6 Montrer que la relation « est semblable à » est une relation d'équivalence 
sur M (IK). 


Exercice 7 Soit À € IK. Déterminer toutes les matrices semblables à À, . 


roposition 16 
Deux matrices A et 4’ de M, (IK) sont semblables si, et seulement si, elles 


représentent un même endomorphisme dans deux bases. 


Principe de démonstration.  Interpréter la définition comme un changement de bases. 


Démonstration page 35 
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Exercice 8 
1 O0 


Soit a € IK*. Montrer que M — ( . ) ét Mi ( : : ) sont semblables. 


Exercice 9 Soit (a, b,c,d) € IKŸ. Montrer que M — ( ; : ) et = ( : À ) 


sont semblables. 


roposition 17 
Deux matrices semblables ont même rang. 


Principe de démonstration. Démonstration page 36 


Multiplier une matrice par une matrice inversible laisse le rang inchangé. 


Attention La réciproque de la proposition 17 est fausse. Deux matrices 
peuvent avoir même rang sans être semblables. En effet, la seule matrice sem- 
blable à 7, est 7, (voir exercice 7 de la page ci-contre), mais toutes les ma- 
trices inversibles sont de rang n, donc ont même rang que /,. Par exemple, 
les matrices Z, et 21, ont même rang mais ne sont pas semblables. 


5 Trace d’une matrice carrée, d’un endomorphisme en 
dimension finie 


éfinition 14 


Soit À — (ai,j)1gi jen E Mh (IK). 


On appelle trace de la matrice A le scalaire Tr (4) = X &i. 


roposition 18 
L'application A+ Tr(A) est linéaire de M, (IK) dans lK. 


Démonstration. 

L'application trace est clairement à valeurs dans IK. Montrons qu'elle est linéaire. 

Soit (A,B) € MA(lK)? et (À,u) € IK?. En notant C = XA + LB, on a pour tout à € [1, n] : 
Ci = ÀGii + Ubi i. 

On en déduit : 


Tr(C)= . _ > (A aii + Hi) 
i=1 i=1 


= ne. nn 
i=1 i=1 


= ÀTr(A) + u Tr(B). {u 
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roposition 19 
Pour toute matrice À € M, (IK), on a Tr(A) = Tr (4). 


Démonstration. Comme À et ‘A ont mêmes coefficients diagonaux, elles ont même trace. [Cl 


roposition 20 
Pour tout À € M,(IK) et B € Myn(iK), on à Tr (AB) = Tr (BA). 


Principe de démonstration. En exprimant chacun des deux membres de l'égalité comme une 
double somme, on constatera qu'il s'agit simplement de permuter les deux symboles Y. 


Démonstration page 36 


roposition 21 
Deux matrices carrées semblables ont même trace. 


Démonstration. Si À et 4’ sont semblables, il existe P € G£,, (IK) telle que 4’ = P-'AP. 
D'après la proposition 20, on a Tr (PT (AP)) = Tr ((AP)P—). 


On en déduit après simplification que Tr(4’) — Tr(A). (n 


Attention Deux matrices de même trace ne sont pas nécessairement sem- 


_fi 0 5 [0 1 
bubls. Pons A |} DELCE à 


Les matrices À et À’ ne sont pas semblables car elles n’ont pas même rang 
(en effet rg À = 2 et rg 4’ = 1). On a pourtant : 

(A) =0= (4). 
La proposition précédente rend légitime la définition ci-dessous. 
éfinition 15 
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £L(E). La trace de 
l’endomorphisme « est la trace de la matrice de uw dans n’importe quelle 


base de E. 


Exercice 10 Soit p un projecteur d’un espace vectoriel E de dimension finie n. 


Montrer que Tr(p) = rg(p). 


IT Compléments sur les déterminants 


1 Déterminant d'une matrice triangulaire par blocs. 


On sait déjà que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses 
coefficients diagonaux, qui peuvent être vus comme des blocs carrés d’ordre 1. 
Le but de cette partie est d'étendre ce résultat au cas plus général des matrices 
triangulaires par blocs. 
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III Compléments sur les déterminants 


roposition 22 
Soit p, q dans IN*. 


Pour tout À € M,(IK), D € MQ(K) et BE M,4(iK), on a : 


du | 42 | — det À det D. 


0 D 


Principe de démonstration. Démonstration page 36 


| | À. À =. | de - ff À * 
On factors M = (à D) = Me avec a = (À D) (s .. 


puis on calcule le déterminant de M: et celui de M2 par développements successifs par rapport 
à des rangées. 


Remarque Nous avons énoncé cette proposition pour une matrice triangulaire 
supérieure par blocs avec 4 blocs, mais une récurrence immédiate permet 
d'étendre ce résultat au cas d’une matrice triangulaire supérieure par blocs 
quelconque. 


À: * Ps *k 

Si la matrice carrée M est de la forme : M — - nn , OÙ, 
: * 
0 0 4, 


pour tout Æ, la matrice A4 est carrée, alors : 
det(M) = det (A1) x -:- x det (4,). 


Comme le déterminant d’une matrice est égal à celui de sa transposée, on 
étend également ce résultat au cas des matrices triangulaires inférieures par 
blocs. 


À À 

Si la matrice carrée M est de la forme : M — OO , Où, 
ue o 
* x À, 


pour tout Æ, la matrice A4 est carrée, alors : 


det(M) = det (A1) x -:- x det (4,). 


Exercice 11 Soit À,B € M, (IK). Montrer que : 


A B 
det ( B A ) = det(A + B) det(A — B). 


Indication : en opérant sur les lignes et les colonnes on peut se ramener à un déter- 
minant triangulaire par blocs. 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


2 Exemples de calcul de déterminant. 


Dans cette partie nous donnons quelques exemples de calcul de déterminants. 
L'expression factorisée d’un déterminant de Vandermonde donnée dans la pro- 
prosition 23 est à connaître. Ce n’est pas le cas des autres exemples que nous 
présenterons sous forme d’exercices et qui nous permettront d'illustrer diverses 
méthodes de calcul de déterminants. 


roposition 23 (Déterminant de Vandermonde) 


Étant donné des scalaires æ0,21,...,Æn, le déterminant d’ordre n +1 défini 
par : 
IT 1 
TO XL] Ln 
Vous 4) tx T1 me 
xG 1 ne 
est appelé déterminant de Vandermonde relatif à la liste (x0,x1,...,%n) 
et vaut : 


ss mor II = 


OLi<j<n 


Principe de démonstration. Démonstration page 37 


On traite d'abord le cas où les zx ne sont pas deux à deux distincts. Dans l’autre cas, la 
fonction x V(xo,t1,...,%n-1,x) est polynomiale de degré n et l’on peut exhiber ses racines 
et exprimer son coefficient dominant, ce qui mène à une relation de récurrence. 


orollaire 24 
Le déterminant de Vandermonde V(x0,...,,) est non nul si, et seulement 


si, les scalaires (x0,...,%A) sont distincts deux à deux. 


Exercice 12 Soit (a,b) € IK°. Calculer le déterminant d'ordre n suivant : 


FPE RE D. 
b a 

À = 
é C0 
A A 7. 


(il y a des a sur la diagonale et des b partout ailleurs). 


Indication : on peut procéder par opérations sur les lignes et les colonnes en com- 
mençant par remarquer que la somme par rangée est constante. 
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III Compléments sur les déterminants 


Exercice 13 (Déterminant tridiagonal) 


p.39 


Étant donné n € IN*, on désigne par D, le déterminant de la matrice n x n de 
terme général m;; défini par m;; — a, Miiyi = €, M;:-1 — b, les autres termes 
étant nuls, c’est-à-dire : 


a C 0 0 
b a e 
1)., = ! 
0 
5 RD @ Æ& 
DR ra At b 


1. Pour n > 3, exprimer D,, en fonction de D,,_1 et Dh». 
2. Calculer D; et D. 
3. En déduire la valeur de D,, dans les cas suivants : 

CRT A EE 

(Dar bec 


Exercice 14 


Soit (a, b,c) € IK° tel que b Z c. Calculer le déterminant d'ordre n > 2 suivant : 


[#A C Éerte CE 0 C 
b a 

; ee. @ € 
STI UE 


(il y à des a sur la diagonale, des b en dessous et des c au-dessus). 


Indication : on pourra considérer : 


Ge CHA ce aus Ce 4 


b+xr a+zx 


S 
8 
8 


DE 
montrer que f est une fonction affine de x et conclure grâce à des valeurs particu- 
lières bien choisies. 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


Point méthode 


Pour calculer un déterminant purement numérique on dispose de l’algorithme 
du pivot de Gauss (vu en première année). Dans un cadre plus général, il 
n’y à pas de méthode systématique. Sans prétendre à l’exhausitivité, on peut 
envisager notamment : 


e d’opérer sur les lignes et les colonnes pour obtenir un déterminant plus 
simple à calculer (voir l’exercice 11 de la page 21 ou l'exercice 12 de la 
page 22) 


e ou de faire apparaître ce déterminant comme une valeur particulière d’une 
fonction (le plus souvent polynomiale) que l’on sait exprimer (voir la 
preuve de la proposition 23 de la page 22 et l'exercice 14 de la page 
précédente), 


mais il existe bien entendu d’autres moyens : dans la preuve de la proposi- 
tion 22 de la page 21 on utilise un produit par blocs, dans l’exercice 13 de la 
page précédente on procède par développements successifs pour obtenir une 
relation de récurrence linéaire d’ordre 2, etc. 


Attention Ne pas croire que tout calcul littéral de déterminant d'ordre n 
se fait par récurrence; c’est vrai dans la preuve de la proposition 23 de la 
page 22 ou dans l'exercice 13 de la page précédente par exemple, mais ce n’est 
pas toujours le cas (voir l’exercice 12 de la page 22). 


IV Formes linéaires et hyperplans en 
dimension finie 


éfinition 16 
Soit Æ un espace vectoriel sur le corps IK. On appelle forme linéaire sur E 


toute application linéaire de E dans K. 


Exemples 


1. L'application f : IKŸ —+ IK est une forme linéaire sur IK*. 
(t,yY,2) + 3x —-2y+2 


2. L'application trace est une forme linéaire sur M, (IK). 
3. Soit a € IK. L'application a : IK[X] — IK est une forme linéaire sur IK[X]. 
P + P(a) 
Propriété Si Æ est de dimension finie, on sait que : 
dim £L(E,IK) = dim E x dimlK = dim £. 
Par conséquent, l’espace vectoriel des formes linéaires sur ÆE est de même 
dimension que E. 
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IV Formes linéaires et hyperplans en dimension finie 


Interprétation matricielle Soit Æ un espace vectoriel de dimension f- 
nie n > 1 muni d’une base B — (e1,...e,). La matrice d’une forme linéaire 


relative à la base B est la matrice ligne À — ( GA] ‘‘* An ) € Min(iK) dont 


les coefficients sont définis par : 
Viefl,n] a = vy(e). 


Cette matrice À n’est autre que la matrice de l'application li- 
néaire @ € £L(E,IK) relative à la base B de l’espace de départ E et à la 
base canonique (1) de l’espace d’arrivée IK. 


Exemple La forme linéaire f : IKŸ — IK sur IK* a pour ma- 
(t,y,2) + 3x —-2y+2 


trice À = ( 3 —2 1 ) relativement à la base canonique de IK*. 


éfinition 17 
On appelle hyperplan d’un espace vectoriel Æ tout sous-espace vectoriel 


de E admettant un supplémentaire de dimension 1. 


Cette définition ne requiert pas que l’espace vectoriel Æ soit de dimension 
finie. On notera que si E = {0}, il n’y a aucun hyperplan de E et que si ÆE 
est de dimension 1, le sous-espace vectoriel {0} est l'unique hyperplan de E. 
Lorsque E est de dimension finie, la proposition 25 donne une caractérisation 
simple des hyperplans de Æ. 


roposition 25 
Si E est de dimension finie n > 1, un sous-espace vectoriel H de E est un 


hyperplan si, et seulement si, dim H =n—1. 


Démonstration. 


e Si H admet un supplémentaire D de dimension 1 alors dim H + dim D = dim Æ et donc 
dim H =n—1. 


e Réciproquement si dimH — n —1, soit D un supplémentaire de H dans E. On a 
dim H + dim D = dim Æ et donc dim D = 1. Û 
Exemples 


e Si dimÆ — 2, les hyperplans sont les droites de Æ. 
e Si dimÆ —3, les hyperplans sont les plans de E. 


La caractérisation donnée par la proposition 26 de la page suivante est valable 
même si Æ n’est pas de dimension finie. 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


roposition 26 
Une partie H d’un espace vectoriel Æ est un hyperplan si, et seulement 


si, H est le noyau d’une forme linéaire non nulle. 


Principe de démonstration. 


e Si H est un hyperplan, il existe Ô € E tel que E — H @ Vect(ô) ; considérer @ : E — IK 
telle que si x = h + À, avec h € H et À EIK, alors w(x) = À. 


e Si H = Kery, considérer à tel que w(ô) Æ 0 et montrer que E = H @ Vect(ô). 


Démonstration page 40 


On peut retenir de la démonstration de la proposition 26 la propriété suivante. 


Propriété Soit Æ un hyperplan de E et Ô un vecteur non nul de E. On 
a H @ Vect(ô) = E si, et seulement si, ô € H. 


En effet si Ô € H ,ilest clair que H et Vect(6) ne peuvent être supplémentaires 
et le cas Ô € H à été traité au cours de la preuve de la proposition 26. 
Nous reprenons ici les exemples donnés après la définition 16 de la page 24. 


Exemples 
1. L'ensemble {(x, y,2) € IK° | 3x — 2y + z = 0} est un un hyperplan de IK. 
2. L'ensemble {M € M,{IK) | Tr(M) = 0} est un hyperplan de M, (IK). 
3. L'ensemble {P € IK[X] | P(a) = 0} est un hyperplan de IK[X]. 
Ces exemples permettent de comprendre la notion d’équation d’hyperplan que 
nous allons définir maintenant et celle, en dimension finie, d’équation d’un 
hyperplan relativement à une base qui en découle. 
éfinition 18 
Soit E un espace vectoriel. On appelle équation de l’hyperplan H toute 
égalité de la forme w(x) = 0 où ç est une forme linéaire non nulle de 


noyau 1. 


Interprétation matricielle Soit Æ un espace vectoriel de dimension f- 
nie n > 1 muni d’une base B — (e1,...e,) ainsi que H un hyperplan de E. 
Si 4 est une forme linéaire non nulle de Æ de noyau H, no- 


tons À — (ai-.-an ) la matrice (ligne) de ç relative à la base B 
T1 

et À — : la matrice (colonne) des composantes du vecteur x € E 
Th 


nm 
dans la base B ; alors l'équation (x) = 0 s'écrit Y az;xzx = 0 ou encore plus 
k=1 
simplement AX — 0. 
On appelle équation de l’hyperplan H relativement à la base B toute 


égalité de la forme ci-dessus. 
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IV Formes linéaires et hyperplans en dimension finie 


Exemples 
e Si dimÆ —2, dans la base B toute droite a une équation de la forme : 


@1T1 + a2z2 = 0 avec (a1,a2) # (0,0) 
et réciproquement toute équation de la forme ci-dessus définit une droite. 


e Si dimÆ —3, dans la base B tout plan a une équation de la forme : 
G1T1 + A2T2 + a3x3 = 0 avec (a1,a2,a3) # (0,0,0) 


et réciproquement toute équation de la forme ci-dessus définit un plan. 


roposition 27 
Soit & est une forme linéaire non nulle de E alors toute forme linéaire Ÿ 


de Æ qui s’annule sur le noyau de & est proportionnelle à «. 


Démonstration. Soit H — Kery. Comme w # 0, il existe vu € E tel que q(v) Æ 0. On 


a donc E = H @ Vect(v). Soit 4 une forme linéaire qui s'annule sur H. Posons a = pe) 


g(v) * 
L'application f = 4 — aç est linéaire, nulle sur Æ et sur Vect(v) donc f — 0. On en déduit 
que Ÿ = ap. O 


orollaire 28 
Deux équations définissent le même hyperplan si, et seulement si, elles sont 


proportionnelles. 


Démonstration. Soit A: un hyperplan d'équation 41(x) = 0 et H2 un hyperplan d'équa- 
tion w2(x) = 0. On a donc y1 0 et 2 É 0. 


e Si H1 = H2 alors on a d'après la proposition 27 l'existence d'un scalaire a tel que 1 = az. 
De plus à £ 0 car 1 O0. Par conséquent les équations 41(x) — 0 et w2(x) — 0 sont bien 
proportionnelles. 


e Réciproquement, il est clair que si les deux équations sont proportionnelles, elles sont équi- 
valentes et définissent donc bien le même sous-ensemble de Æ. (| 


Exercice 15 Dans un IK-espace vectoriel de dimension n, on considère p hyperplans 
avec 1<p<n. 


Si F est l'intersection de ces hyperplans, montrer que dim F € [n — p,n —1]. 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Proposition 1 
e  Vérifions les propriétés de l'addition. 
Montrons l'associativité. Soit (x,y,z) € F*. On a: 
(+ y) +2= (ei +u) +21... (@9 + Up) + 2) 

= (x + (1 +21),...,2%p + (Up + 2); 

car l'addition dans chaque E% est associative. Ainsi : 
(t+y)+z=xr+(y+z). 


On montre de même que l'addition dans F est commutative, c'est-à-dire que pour 
tout (x,y) € F? : 


T+y=Yy+x, 
en utilisant la commutativité dans chaque Æ;. 
De plus, 0 — (0,...,0) est élément neutre et tout x € F admet pour opposé : 
= pes Ta 


e Chacune de ces quatre propriétés de la multiplication par un scalaire se déduit des pro- 
priétés correspondantes dans les Æ%, comme pour la commutativité et l'associativité 
de l'addition. 


Proposition 2 Il ne s’agit pas d'une preuve par récurrence. 
On commence par traiter le cas p — 2, puis on passe au cas général. 


e Preuve dans le cas p — 2. On note di — dim(Æ:) et d2 — dim(Æ2) et l'on consi- 
dère (f1,...,/f4,) une base de ÆE et (g1,...,ga,) une base de E2. Montrons que la 
famille B = (ex)1<k<d+d, définie par : 


(0)  s1<k<d: 
7 |(0,9-a) sidi +1<k< di + do 
est une base de F1 x Es. 


d1 +d2 
*x Soit (A1,... 4, +4) € IKA+4 tel que ÿ AÀgeg — 0. On a donc par définition 
k=1 


de B : 
di d1 +d2 
5 ÀAkfr; ÿ sa) 10: 
k=1 k=di +1 
Ainsi : 
di d1+d2 
2 ÀAtfr = 0 et >, Àk9k-d1 = 0. 
k=1 k=di+1 


Les familles (fr)1<k<d et (9x)i<k<a étant libres, on en déduit : 
Vk € [L, di + d2] Àk = 0, 


ce qui prouve que la famille (ex)1<x<a, +4 est libre. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


*x Soit y € E1 x E2. En écrivant y = (y1,y2) avec y1 € E1 et y2 € E2 et en 


décomposant le vecteur y dans la base (fr)1<x<a, et le vecteur y2 dans la 
base (gk)di+1<k<di+d>, ON à : 


di di+d2 
nm fr et yo= Ù Axgk a, 
k=1 k=di+1 
avec (À1,... d+4) € IK4T2. Ainsi, par un calcul analogue à celui effectué plus 


haut : 
d1+d2 


y = (vi, y) > }kek 


ce qui prouve que la famille (ex)1<x<da;+4 est génératrice. 


Comme ÆE, x E> admet une base à d1 + d> éléments, on conclut : 

dim (Æ1 x E2) = dim(Æ\) + dim(E£2). 
Nota Bene. On a supposé implicitement dans cette preuve que di > 1. Dans le cas 
où di — 0, on ne considère pas de vecteurs de la forme (fx,0) mais seulement des 
vecteurs de la forme (0,g;) pour j € [1,d1]. De même si d2 = 0, on ne considère 
que des vecteurs de la forme (fx,0) pour k € [1,d:]. La preuve est analogue. 
On peut étendre ce résultat dans le cas général p > 2. Pour tout j € [1,p], on 


note En = de base de E;, où d; = dim(Æ;) (si d; = 0, on ne construit 
SRG; 


pas de vecteurs). 
La famille B = (ex)1<k<d+.+4, définie par : 


FRE v0 i1<k<di: 
(0. ET 0) sidi +1<EK< di + do: 
êg = 
D TE si di puisse | L1<Sk< dre +d, 


est une base de F1 x --- X E,, ce qui se démontre de la même manière que dans le 
cas p — 2. On en déduit que : 


dim(£Æi x. x E,) = dim(Æ1)+--:+ dim(E,). 


Proposition 3 Soit (À,u) € IK? et (x,y) € (E1 x --: x E,)”. En notant : 


on a 


= isa) et M We: 


P 
(Az + y) = D (Are + piyx) 
k=1 


= Jia ni = Àp(x) + moy). 


Donc 4 est linéaire. On en déduit que E1 +-:-+Æ, = Im est un sous-espace vectoriel 
de Æ. 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


Exercice 1 


D’après la proposition 3 de la page 3, on sait déjà que E1 + --- + E, est un 

sous-espace vectoriel de E. 

De plus pour tout k € [1,p], étant donné x € Ex, l'écriture : 
z=0+..-0+r+0+...+0 

assure que t € EF +:-°+EÆE,. On a donc Ex CE1+.-.+E,. 


Par conséquent, Æ1 + --: + E, est un sous-espace vectoriel de ÆE  conte- 
nant Bis esp 


Soit F un sous-espace vectoriel de E contenant Æ1,...,E,,. 


Doit De bre, alormiledste (e1...mIeBixks-x EE, tel que: 
T=Tit: "+ Xp. 

On en déduit que x € F', puisque chacun des x4 est dans F et que F est stable 

par addition. 


Par conséquent, tout sous-espace vectoriel de Æ contenant Æ1,...,Æ, contient 
également E1 +--+E,,. 


On en conclut que E1 +---+Æ, est le plus petit sous-espace vectoriel de Æ conte- 
nant Er: En 


Exercice 2 


1. 


On pose z1 = €1, T2 = €2 et ï3 = —(e; +e2). On a (%1,%2,%3) € E1 X E2 X E3 
tel que æ1 +x2+%3 = 0 et x3 Z 0 (car la famille (e:,e2) est libre) donc la somme 
n’est pas directe. 

Comme (e:,e2) est une famille libre, les sous-espaces Æ1 et ÆE2 sont en somme 
directe donc Æ1 N E2 = {0}. 

La famille (e1,e1 + e2) est libre car elle est de même rang que la famille (e1,e2). 
On en déduit que E1 N E3 = {0}. On obtient de même E2N E3 = {0}. 


Proposition 5 D'après le théorème du rang, on a : 


Or 


On 


dim(Im ) = dim(E1 x --- x E,) — dim(Kerw). 


p 
Imçg = ÿ. E,% et d'après la proposition 2 de la page 3 : 
k=1 


P 
dim(E1 xX-..xE,)= 3 dim(Æx). 
k=1 


en déduit : 


dim D ni) = LS dim (Ex) — dim(Ker o). 
k=1 k=1 


Comme dim(Kerw) > 0, on a donc: 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


L'inégalité ci-dessus est une égalité si, et seulement si, Ker(yw) — {0}, c'est-à-dire si, 
et seulement si, & est injective, c'est-à-dire d'après la proposition 4 de la page 4 si, et 
seulement si, la somme est directe. 


Proposition 6 L'assertion (i) signifie 
e que la somme Æ1 +---+ EF, est une somme directe, c'est-à-dire que 4 est injective, 
e et que Imvw=#, c'est-à-dire que & est surjective. 
L'assertion (ii) signifie que tout élément de Æ admet un unique antécédent par w, 
c'est-à-dire que w est bijective. 


Par conséquent ces deux assertions sont équivalentes. 


Proposition 7 
Orne Belin) Dale nie ls ele, aise): 
On convient que qo = 0. 
e  Montrons que la somme Æ1 +---+EÆ, est directe. 


Soit (z1,...,%p) € En X +++ X E, tel que æ1 +:::+x, = 0. La décomposition de 
chacun des xx, dans la base BB} donne : 


dk 
Th — ) AE: 


J=qk-1+1 


dr 
où les À; sont des scalaires. On a supposé 21 +:-:+x, — 0, on a donc ÿ° Àje; = 0. 


j=1 
Comme B est une famille libre, on en déduit : 
VElLél À=0 
puis en reportant dans les décompositions des x4 : 
T1—= "= Lp — 0. 
e  Montrons que E1 +--+EÆE,=—E. 


Soit x € E. Comme B est une famille génératrice, il existe (À ;)1<j<a, € IK® tel 
que : 


dp 
LT — ) À5é5: 
j=1 


En posant, pour tout k € [1, pl] : 


dk 
Th — ) Ant 


J=qr-1+1 


P 
onda ) 21 avec (21... Dem xe-xE,. 
k=1 


p 
e On conclut que E = @ Ex. 
k=1 
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Chapitre 1. Compléments d’algèbre linéaire 


p 
Proposition 8 D'après la proposition 5 de la page 5, on a dimÆ — ÿ° dimÆ£Z. Comme 
k=1 
chaque famille Bx possède dim F4 éléments, la famille B obtenue par concaténation de 
ces familles en possède dim ÆE. Il suffit donc de montrer que B est génératrice. 


p 

Pour cela, soit x € E. Comme E = @® F4, il existe (x1,...,29) € E1 x ---X E, tel 
k=1 

que x —%1 +---+x,. En écrivant chaque xx; comme combinaison linéaire des vecteurs 

de B4, on obtient une écriture de x comme combinaison linéaire des vecteurs de B, ce 

qui prouve le résultat. 


Proposition 9 On prouve l'unicité puis l'existence. 


p 
e Si une telle application linéaire u existe, alors pour tout x — ÿ x;, avec x; € E;, 


i=1 
on a: 
p 
i=1 i=1 
En notant p;, : x + x; la projection sur FE; parallèlement à @  E;,ona donc: 
jel1pl\{i} 


p 
u— ) Us © Pi. 
i=1 


On a ainsi prouvé l'unicité de u. 
e Pour établir l'existence, posons (avec les notations précédentes) : 


p 
u — ) Us © Pi. 
i=1 


On en déduit que u est linéaire en tant que somme de composées d'applications 
linéaires. 

On vérifie en outre de manière élémentaire que si x € E; alors u(x) = u;(x), ce qui 
prouve que u,, = Wi. 


On a donc prouvé l'existence. 


Exercice 3 Comme la famille ou AA is A) contient n°?+1 éléments de M, (IK) 


et que dimM, (IK) = n?, on en déduit que cette famille est liée. Il existe donc une 
famille de scalaires (A0,...,,2) non tous nuls telle que : 


S> A4 A° = (0. 
k=1 


2 


nm 
Ainsi le polynôme P = 5 \4X convient. 
k=1 


Exercice 4 Pour toute matrice N de la forme N — 14 2 avec : 
N3 MN 
N € M,(IK) , MN € Mp,a(K) , N3 € Map (lK) et ME MK), 
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on à, en effectuant un produit par blocs : 


_{ AN +BN3 AN>+BNa 
HAE ( DN3: DNA 


e  Cherchons des conditions nécessaires pour que M soit inversible. 
Si M est inversible, il existe N € M,,,4(IK) telle que MN = 1,4, c’est-à-dire : 


AN:+BN3 AN>2+BNa {I 0 
DN3 DN4 to & 


ce qui équivaut à : 
AN +BN3=1I, 
AN + BN3 =0 
DN3 = 0 
DNa=l;: 


On déduit de DN4 = I, que D est inversible et que M4 = D. 
Comme DN3 = 0 et que D est inversible, on a N3 = 0. 
On a alors AN: = 1,, donc À est inversible et Ni = A7. 
Il reste alors AN» + BN4 = 0, ce qui donne M = —-A-!tBD-, 
Conclusion : si M est inversible, alors À et D sont inversibles et : 
A + =A <pN." 
= — 
DE ( 0 1 ) ‘ 
e Montrons que ces conditions sont suffisantes. 


Supposons que À et D sont inversibles et montrons que M est inversible. 
AT =ATIBD 

0 D 
effectués précédemment MN = I,,,, ce qui assure que M est inversible et que 
son inverse est N. 


Pour cela, posons N — ( ) . On a d’après les calculs par blocs 


On a montré que M est inversible si, et seulement si, À et D sont inversibles et dans 
A+ =A4 0 ) 


1 
ce cas M = 0 B-1 


Exercice 5 Si E = {0}, c’est évident. On suppose désormais E Æ {0}. 
e Soit x un vecteur non nul de E et D = Vect(x). 
Comme D est stable, on a f(x) € D. 
Il existe donc À € IK tel que f(x) = Àx. 
e Soit ye E. 
* SiyeD,ona y=ax,avec à € IK. Comme f est linéaire, on en déduit : 
y) = af(x) = ax = Ày. 
Ainsi, f(y) = Ày. 
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* Si y D. Comme Vect(y) est stable, il existe y € IK tel que f(y) = y. 
Comme Vect(x + y) est stable, il existe v € IK tel que f(x + y) = v(x + y). 
On a donc par linéarité de f : 


va + vy = f(x +y) = Àx + uy. 
Or, la famille (x, y) est libre (car y # D), donc v = À = y. Ainsi, f(y) = Ày. 
On a prouvé : f = Aldg. 
Proposition 14 
e Soit x € Kerv. On a: 
(vou)(x) = (uov)(x) = u(0) = 0, 
donc u(x) € Ker vw. Ainsi, Kerv est stable par u. 


e Soityelmuetxe E tel que y = v(x). On a: 


u(y) = (u 0 v)(x) = (vo u)(x) = v(u(x)). 


donc u(y) € Imvw. Ainsi, Imw est stable par u. 


7 . { À B 
Proposition 15 Soit ( C D ) la matrice de u dans la base B avec À — (ai,)(; ;ept,p2 


et C = (ci,j)G,jep+inqxpp]: Par définition de la matrice d'une application linéaire, 
pour tout je ]1,p], on a: 


p n 
u(e;) = > Gi,j €j + > on e 
i=1 


i=p+1 


Comme (e:1,...,e,) est une base de F', ce sous-espace vectoriel est stable par u si, 
et seulement si, chacun de ces ule;) est élément de Æ, ce qui revient à dire que, 
pour à € [p+1,n], on a c;; = 0 ou encore que la matrice C' est la matrice nulle. 


Dans ce cas, à nouveau par définition de la matrice d'une application linéaire, l'endomor- 
phisme induit par u sur F a pour matrice À dans la base Br. 
Exercice 6 Montrons que la relation « est semblable à » est une relation d'équivalence 


sur M (IK). 


e Pour tout À € M, (IK), on a 1, € GLA(IK) et À = I} AI, . La relation est donc 
réflexive. 


e Soit (4,B)Ee M,{(IK)? et P € GL,(IK) tel que B = P-!AP. 


En posant Q = Pl, on a Q € G£L,{IK) et À = Q7!BQ. La relation est donc 
symétrique. 


e Soit (4,B,C) € M,(K)}° et (P,Q) € GLA(IK)? tels que : 
B=PTIAP et C=Q"!BQ. 
On en déduit C = Q7-!P-TAPQ. En posant R = PQ,on a R € G£,(IK). 


Comme R-!=Q-1P-lT ona C =R-'AR . La relation est donc transitive. 
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Exercice 7 


e Soit M une matrice semblable à XZ,. 
Il existe P € GL,(IK) tel que M = P-1AI,P, donc : 


MP P= A, 


e Réciproquement, A1, est bien semblable à A7, (il suffit de prendre P = 1,, voir 
l'exercice 6 de la page 18). 


On en déduit que À/, est l’unique matrice semblable à À, . 


Proposition 16 


e Si un endomorphisme u d'un espace vectoriel E a pour matrices À et 4’ dans les 
bases B et B’ respectivement, alors en notant P € G£, (IK) la matrice de passage 
de B à B',on a A! — P !AP, donc A et À’ sont semblables. 

e  Réciproquement, si À et À’ sont des matrices semblables, il existe P € G£L, (IK) 
tel que À’ — P-TAP. Posons E — IK" et B la base canonique de IK”. Soit u 
l'endomorphisme de Æ ayant pour matrice À dans la base B. On définit la base B' 
comme l'unique base de E telle que P soit la matrice de passage de B à B'. La 
relation À’ = P-1AP assure alors que A’ est la matrice de u dans la base B'. 


Exercice 8 Soit B — (e1,e2) la base canonique de IK? et u € L(IK?) tel que M est la 
matrice de u dans la base B. On a donc : 


ee = € +@e2 


u(e2) = e2. 


Comme «a Z 0, la famille B' = (e:,ae2) est une base de IK2. Comme u est linéaire, 
on à : 


. = €, + ae) 


u(ae2) = &ez2. 
La matrice de u relative à la base B’ est donc M. On en déduit que M et M' sont 


semblables. 


Exercice 9 Soit B — (e1,e2) la base canonique de IK? et u € L(IK?) tel que M est la 
matrice de u dans la base B. On a donc : 


u(e1) = ae +cez2 
u(e2) = be; +de. 


En remarquant que : 


— de> +be: 


u(e1) = ce2+ae, 


on constate que M est la matrice de w dans la base B' — (e2,e1). On en déduit 
que M et M' sont semblables. 
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Proposition 17 
Si A et 4’ sont semblables, il existe P € GL, (IK) telle que A’ = P-!AP. 


Comme P et P-! sont inversibles, multiplier À par ces deux matrices ne change pas le 


rang, donc À et À’ ont même rang. 


Proposition 20 On note C — AB et D — BA.On a: 


Tri) = De (par définition de la trace) 


np 
= ÿ d. dé sb (par définition du produit matriciel) 

i=1 j=1 

p n 
ÿ bis (somme double finie de produits de scalaires) 
j=1 i=1 


p 
= ds (par définition du produit matriciel) 


Exercice 10 On note r = rg(p). 

ls À 
0 0 
adaptée à la décomposition en somme directe E = Im p @ Kerp. 


e Si0<r<dim£, l’endomorphisme p a pour matrice ( ) dans une base 


On en déduit que Tr(p) =r. 
e Sinon 7 — 0, et dans ce cas p = 0, ou r = dimE, et dans ce cas p = Idg. Dans 
tous les cas, on a Tr(p) = r. 


L 


Proposition 22 En posant M; — ( ü + 
q 


F ) et Mo — ( 0 ): on a en effectuant 


un produit par blocs MM: — ( : . ) = M. 


Calculons maintenant det(MW,). En développant par rapport à la première colonne, on a : 


I,-1 B 
de) = 1 x det ( Fu ca 


où B; est la sous-matrice de B obtenue en retirant la première ligne. En itérant le 
procédé, on aboutit après p développements à : 


det(M:) = det(D). 


On calcule de même det(M2) par q développements successifs par rapport à la dernière 


colonne pour obtenir : 
det(M2) = det(A) 


et conclure que : 


À B 
det ( 0 D ) — det À det D. 
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Exercice 11 Soit M = ( F ” ). Pour tout k € [1,n], à la colonne k on ajoute 


la colonne n + k de la matrice M, ce qui ne change pas la valeur du déterminant. 
Ainsi : 

A+B B 

det(M) = det BA À 1 


Dans cette nouvelle matrice, Pour tout k € [1,n], à la ligne n + k on soustrait la 
ligne k, ce qui ne change pas la valeur du déterminant. Aïnsi : 


A+B . 


det(1) = det ( 0 A_B 


Cette dernière matrice étant triangulaire par blocs, on conclut que : 


det(M) = det(A + B) det(A — B). 
Proposition 23 


Premier cas. Siles (x;)o£ién ne sont pas deux à deux distincts, il est clair que le 
déterminant est nul (car deux colonnes sont égales) et le produit aussi (puisqu'un des 
facteurs est nul). 


Second cas. On suppose désormais que les (x;)o<i<n Sont deux à deux distincts et 
l'on prouve le résultat par récurrence sur n. 


1 
TO ZX] 


e Pour n = 1 on a bien = X1 — Lo. 


e Soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour n — 1. Soit (x;)ocign € IK”*! deux 
à deux distincts. 
En développant selon la dernière colonne, on constate que la fonction d'une seule 
variable x + V(xo,æ%1,...,%n-1,x) est polynomiale; elle est de degré n exac- 
tement car son coefficient dominant est V(x0,z1,...,%n-1), non nul d'après 
l'hypothèse de récurrence. 
Cette fonction polynomiale admet x0,...,2h-1 pour racines (deux à deux dis- 
tinctes). 
On en déduit que pour tout x € K : 


n—1 


Vas) = Vds. 0 ILE — Tk) 
k=0 


En particulier pour x,, on obtient grâce à l'hypothèse de récurrence : 


Vins dal = II (ai), 


O<Ki<j<n 


Ce qui établit le résultat. 
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Exercice 12 


nm 


e L'opération C3 + C'; préserve le déterminant. On a donc : 
j 


j=1 
a  —  E le DD D nee ed 
D À, | a+(n—1)b à | 
: eu RE A 
b ... ... b a a+(n—1)b b -.. b 


e On effectue ensuite pour tout à € [2,n], l'opération L; + L; — Li (qui laisse le 
déterminant inchangé) pour aboutir à : 


(a + (n — 1)b) b  ... b 
0 a—b O0 ... 0 
À 0 
a—b O0 
0 0 0 a—b 


Il s’agit du déterminant d’une matrice triangulaire supérieure. On en déduit : 


A={a+(n—1)8) (a —b}" 
Exercice 13 


1. On développe par rapport à la première ligne : 


de © À es «ss À b c ie À 
Tr : 0 a Ge 00 
ï Fe | 2 î 0 b 
= 0 . : ; RE 
RL #3 a + 0 0 0 
PR RU 
D és 6 OÙ à D 0 «+ 0 & & 
a À  — on —_—_—— 
(n—1) colonnes 


n colonnes 


On développe ensuite le dernier déterminant par rapport à la première colonne 
pour obtenir : 
D, = a Dy-1 —bcD-0. (+) 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


3. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (cours de première année). 


(a)  L’équation caractéristique r?—5r+6 = 0 admet pour racines r1 = 2 et ra = 3. 
Il existe donc deux réels a et B tels que : 


Vn EIN* D, = a2" + 53". 


On détermine a et 5 avec D, et D, ce qui mène au système suivant : 


2a +36 =5 
4a + 98 = 19 
ayant pour solution a = —2 et 5 = 3. 


Conclusion : D,, = 3%#t1-ogn+t1 
(b) L'’équation caractéristique r? — 2r + 1 = 0 admet pour racine double ro = 1. 
Il existe donc deux réels à et B tel que : 
Vn €EIN* D, =an+ sf. 
On détermine a et 5 avec D, et D, ce qui mène au système suivant : 


a+B=2 
2a + B =3 


ayant pour solution a = 1 et 5 = 1. 
Conclusion : D, =n+1. 


Remarque On peut aussi poser Do — 1 de sorte que la relation de récurrence (+) soit 
vérifiée à partir du rang 2. Les conditions initiales données par Do et D; conduisent 
alors à un système plus simple pour déterminer les constantes a et 6. 


Exercice 14 Soit x € IK. En retranchant la première colonne à toutes les autres, on 
obtient : 


a+ CHE ::: ee C+x GE CG see ses CG 
bte Ex b+x a—b 
f(x) = _ 0 
. a+T C+x : : 7“ a—b c—b 
DER 2: ass DE 40 CEE: 0 v.. 0 a—b 


L'expression du déterminant obtenue en développant par rapport à la première co- 
lonne (la seule qui contient encore des x), montre qu’il existe deux scalaires a et 8 
tel que f(x) = ax + B. Ainsi, f est une fonction affine de x et le déterminant que 
l’on cherche à calculer vaut f(0) = 8. 


Comme f(—c) = (a—c)" et f(—b) = (a—b)" (déterminants de matrices triangulaires), 
on à : 
—ac+B=(a-c)" 
{ —ab+8=(a—b)". 


c(a—b)"—b(a—c)" 
c—b 


On obtient, en résolvant ce système, 5 — 
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Proposition 26 


e Si Æ est un hyperplan, il existe une droite vectorielle D — Vect(ô) de Æ telle 
que H @ D = E. Tout vecteur x de Æ s'écrit donc de manière unique x = h + ÀÔ 
avec h € H et À € IK. L'application © de ÆE dans IK qui à x associe À est 
facilement linéaire, c'est donc une forme linéaire. Comme À = 0 équivaut à x = h, 
on a bien Kery — H. De plus (6) = 1 ce qui assure que 4 n'est pas nulle. 

e  Réciproquement, supposons que À soit le noyau d'une forme linéaire & non nulle 
sur Æ. Comme @ n'est pas nulle, il existe un vecteur Ô de Æ tel que w(ô) Z 0. 
Nécessairement 0 Æ 0, donc Vect(ô) est une droite. 

Montrons que H @ Vect(ô) — E en montrant que tout vecteur x de Æ s'écrit de 
manière unique sous la forme x = h + A6. 
* Si une telle décomposition existe, alors : 


p(x) = ph) + Ap(6) = Ap(6). 
On en déduit que : 


donc la décomposition est unique. 


* En posant : 
X-— p{z) et h—x— 6, 
p(Ô 


= 


on a bien par linéarité de « : 


(x 
Eh) = ge) — X0(6) = pla) - 22 (6) = 0 
donc h € H et comme par construction x = h + À0, la décomposition existe. 


Exercice 15 Dans une base B de Æ, chaque hyperplan admet une équation. L’inter- 
section F de ces hyperplans est donc un sous-espace vectoriel de Æ défini par un 
système linéaire homogène de p équations à n inconnues. En notant r le rang de ce 
système, on à donc r € [1,p] et par conséquent dmF=n-refn-p,n—1]. 


Remarque. Le cas r = 1 correspond au cas où toutes les équations sont proportion- 
nelles à la première équation, c’est-à-dire au cas où les hyperplans sont tous égaux. 


A0 


1.1 


1.2 


1.3 


1.4 


1.5 


Exercices 


S’entraîner et approfondir 
Sommes et sommes directes 


Soit F, G1,...,G, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel Æ. 
p p 
1. Montrer que D (FNnG:)CF(\ (> G) | 
k=1 k=1 


2. Montrer que si Æ est un plan vectoriel, il existe F', G1, G2 tels que : 


FN(G1+G2) £(FNG:1) +(FNGh). 


p p 
3. Montrer que si la somme ÿ° G% est directe, alors la somme D(FNGX%) est 
k=1 k=1 
directe. 


Soit F1,...,F, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Montrer qu’ils 
sont en somme directe si, et seulement si, 


veelLr] Æ(1\|S Fr; | = {0}. 


JÆk 
Bases adaptées et sous-espaces stables 


Soit À € Mhp(lK) de rang r > 1. Montrer qu’il existe deux matrices P € GL, (IK) 


et Q € GL,(K) telles que À = PJ,Q, où J, = ( ‘ : ). 


Indication. On pourra considérer f € £L(IK?,1K”) l'application linéaire canoniquement 
associée à À et une base adaptée à la décomposition en somme directe S&Ker f = IK?, 
où S désigne un supplémentaire de Ker f dans IK?. 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 ainsi que f € L(E). On suppose 
qu’il existe p € ]1,n — 1] tel que tout sous-espace vectoriel de dimension p de E soit 
stable par f. 

1. Montrer que toute droite de Æ est stable par f. 

2. En déduire que f est une homothétie. 


Soit Æ un IK-espace vectoriel de dimension n > 1. Un endomorphisme u de E est 
dit nilpotent s’il existe p € IN* tel que w = uouo.::ou—0. 
p fois 
1. Montrer qu’un endomorphisme nilpotent de Æ est non injectif. 
2. Montrer que si u € L(E) est nilpotent et F 7 {0} un sous-espace stable par u 
alors dimu(Æ) < dim F. 
3. Montre que si w1,...,un € £(E) sont nilpotents et commutent deux à deux, 
alots wi 6*+.0ou, =D. 
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Trace et matrices semblables 


1.6 Soit AE M,{(IK) de rang 1. Montrer que A? = Tr(A) A. 


1.7 Soit n e IN* et (A,B) € M, (IK)? tel que AB — BA = À. 


Montrer que À est non inversible. 


1.8 Soit E un espace vectoriel de dimension n. On suppose qu'il existe (f,g) € L(E)? 
tel que s = fog—go f soit une symétrie. Montrer que n est pair. 


1.9 Étant donné (A,B) € M, (IK)?, résoudre l'équation (E) : M + Tr(M)A = B 
d’inconnue matricielle M € M, (K). 


1.10 Soit A € MaIK) tel que AŸ = 0 et À 0. 


1. Montrer que si 4? Z 0, alors À est semblable à 4’ — 


2. Montrer que si 4? — 0, alors À est semblable à 4” — 


one © © 
0e + © © 
Oo oo CC 


x 1.11 Soit M € M, (IK) tel que Tr(M) = 0. On souhaite montrer que M est semblable à 
une matrice « à diagonale nulle », c’est-à-dire à une matrice dont tous les coefficients 
diagonaux sont nuls. 


1. Étant donné un espace vectoriel E de dimension finie et f € L(E), montrer que 
si pour tout x € E la famille (x, f(x)) est liée alors f est une homothétie. 
2. Prouver le résultat par récurrence sur n. 


Déterminants 
1.12 Soit n >2 et À € M,(IK) tel que : 
VX E MAlK)  det(A+ X) = det(X). 
Montrer que À = 0. 


x 1.13 Soit À, B, C, D dans M, (IK) et M = ( - e ). 


On suppose D inversible et CD = DC. Montrer que det M = det (AD — BC). 
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*x 1.14 On suppose n > 2. Soit À une matrice de M, (IK). On appelle comatrice de À, la 


1.15 


1.16 


L:17 


x 1.18 


1.19 


matrice BE M, (IK) des cofacteurs de À définie par : 
Vip) elLnl bi; =(-1)' YA; 


où À;,; est le déterminant de la sous-matrice de À obtenue en supprimant la ligne à 
et la colonne j. 


1. Montrer que A'B = "BA = (det A)1,. 
1; 


2. En déduire que si À est inversible, alors A! — 
det À 


3. Montrer que det B = det(A)"”1. 


Formes linéaires et hyperplans 


Soit w une forme linéaire sur M,(IK), montrer qu’il existe une unique matrice 
A € MA(iK) telle que vw: MH Tr(AM). 


Si dim£ = n, montrer que tout sous-espace vectoriel G de dimension p de Æ est 
égal à l’intersection de n — p hyperplans de Æ. 


Soit @ une forme linéaire sur M,(IK) telle que : 
V(A,B) E MA(IK)? (AB) = p(BÀ). 


Montrer qu'il existe À € IK tel que ç = À Tr. 


Soit n > 2. Montrer que tout hyperplan de M, (IK) contient au moins une matrice 
inversible. 


Soit Æ un espace vectoriel de dimension q et n formes linéaires f1,...,fn sur E. 
On note  l’application de E dans IK” définie par : 


px) = (fix), fn (x). 


1. Montrer que si l'application 4 est surjective, alors (f1,...,fn) est une famille 
libre de L(E, IK). 

2. Supposons maintenant &@ non surjective. Montrer qu’il existe un hyperplan H 
de IK” qui contient Im. En déduire que la famille (f1,..., fn) est liée. 
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Complément : interpolation de Lagrange 


1.20 Soit n un entier naturel non nul et (ao,...,an) une (n +1)-liste de scalaires deux à 
deux distincts. 


1. 
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IK°+1 


Prouver que l’application 4: IK,[X] — est un isomor- 


P + (P(&),...,P(an)) 
phisme. 
Pour k € [0,n], notons Lx l’unique polynôme tel que : 


Lx(ax) —| et Vj € [0, n] \ {k} Ly(a;) = (. 


Justifier l'existence de Lx et donner son expression sous forme factorisée. 
Ce polynôme Lx est appelé k-ième polynôme interpolateur de Lagrange associé à 
la famille (ao,...,an). 


Prouver que la famille (Lo,...,L,) est une base de IK,[X]. 


. Montrer que pour toute (n + 1)-liste (bo,...,b,) de scalaires, il existe un unique 


polynôme P € IK,[X] vérifiant : 
VkeT0,n] Paz) = bk 
et expliciter la décomposition de P dans la base (Lo,... Ln). 
On note II = [I (X — a;). Montrer que IK[X] = IK,[X] @ IT IK[X] et expliciter la 


i=0 
projection sur IK;[X] parallèlement à ITIK[X] (ensemble des multiples de IT). 


1.1 


1.2 


Solution des exercices 


Solution des exercices 


P 


p 
. Soit re D (FNGX). Ona x = ÿ xx avec xx E (FNG%Z) pour tout k. 


k=1 k=1 
e D'une part, chaque x;4 est dans F donc x est dans F. 


P 
e D'autre part, chaque x} est dans G% donc x est dans ÿ° G%. 
k=1 


p p p 
On en déduit que x € Ff eo Gi) . Conclusion: SJ (FNG)CF\ (5 7) 
k=1 k=1 k=1 


. Il suffit de prendre trois droites vectorielles deux à deux distinctes. Par exemple 


si on note (e1,e2) une base de E, en posant G1 — Vect(ei), G2 = Vect(e2) 
et F = Vect(ei +e2),ona FN(G1+G2)=F et (FNG:)+(FNG2) = {0}. 
p 


. Soit (21::2.,2%) E(FNGi) x + x (FnGs) tel que Ye = 0. 


k=1 


P 
Comme chaque x% est dans G% et que la somme Ÿ° G% est directe, on a xx = 0 
p k=1 
pour tout 4. Conclusion : la somme D (FN GX) est directe. 
k=1 
p 

Supposons que la somme ÿ° F; soit directe. 

j=1 


Soit keÏl,pl et x e Ff\ (5 2) = {0}. 
FR 


On a donc x = Ÿÿ x; avec x; € F; pour tout j £Kk. 
EL 
p 
En posant Zi = -7, On a 2 er et Yœ = 0. 
p 11 
Or, par hypothèse, F; est directe. On en déduit x; — 0 pour tout j, 
=1 


ÿ 
puis æ = 0. Ainsi : 


kel AXE ]=t0 
j7k 
Supposons que : 
el AXE ]=t0 
j#k 
p 
Soit (ris m)ée M Xe KE telque ÿ 2:04 Pour tout & € [Lp].on 2 : 
k=1 
LTk = — DRE 
jFk 
donc xx € FN ( > FY). On en déduit xx = 0. 
7h 
p 
Ainsi, ÿ_ F% est une somme directe. 


k=1 
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1.3 Soit f € L(IK?,1K") l'application linéaire canoniquement associée à A. 


Soit S un supplémentaire de Ker f dans IK? et B = (B:,B2) une base adaptée à la 
décomposition en somme directe $ @ Ker f = IK?. 


On note f : S —> Imf 


e L'application . est linéaire car f est linéaire. 


Ker f =KerfnS, donc Ker f = {0} ce qui assure l’injectivité. 
D’après le théorème du rang, on a : 


dim Im f = dim E — dimKer f = dimsS. 


On en déduit que F est un isomorphisme. 


Comme B; est une base de S, on en déduit que f (B1) est une base de Im f. 


Le théorème de la base incomplète permet de compléter cette base de Im f en une 
base B’ de IK”. 


La matrice de f relative aux bases B et B' est J, par construction. 


La formule de changement de bases s'écrit alors À = PJ,.Q, où Q désigne la matrice 
de passage de B à la base canonique de IK? et P la matrice de passage de la base 
canonique de IK” à B'. Comme ce sont des matrices de passage, on a donc P et Q 
inversibles. 


1.4 1. 


2. 
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Supposons p > 2 et montrons que tout sous-espace vectoriel de dimension p — 1 
de Æ est également stable par f. Par récurrence immédiate, on en déduira alors 
que f stabilise tous les sous-espaces vectoriels de dimension 1 de Æ, c’est-à-dire 
stabilise toutes les droites de Æ. 


Pour cela soit F un sous-espace vectoriel de dimension p — 1 de E et (e1,...e») 
une base adaptée à F. 

On pose G1 = Vect (e1, . Ep—1 Ep) et G2 = Vect (er, . hé) (c’est pos- 
sible car p < n — 1). On a donc par construction : 


F — Vect(e1, .. En) ChN@CG 


et l'inclusion de droite est stricte puisque e, € G1 et e, € G2 par indépendance 
de la famille (e:,...,6,44). 

On en déduit p — 1 = dimF < dim(G1 N G2) < dimG1 = p, donc F=GiNG2 
par inclusion et égalité des dimensions (finies). 

Comme dim G; = dim G2 = p, on à par hypothèse f(G1) C G1 et f(G2) € G2 
et donc f(G11NG2) € G1 N G2, ce qui prouve que F est stable par f. 


Voir l'exercice 5 de la page 16. 


1.5 


1.6 


1.7 


Solution des exercices 


1. Soit u un endomorphisme nilpotent de Æ. Il existe donc p € IN* tel que u? — 0. 
Comme dim E > 1, il existe x € E tel que x Z 0. Supposons Keru = {0}. L’éga- 
lité 0 = w?(x) = u(uP-l(x)) montre que w?-!(x) = 0 puis, par une récurrence 
descendante immédiate, x = 0, ce qui est contradictoire. Donc u est non injectif. 

2. Comme « est nilpotent, il existe p € IN* tel que u? = 0. L’endomorphisme ur 
induit par w sur F est également nilpotent, car on a uk = 0. Par conséquent ur 
n’est pas injectif d’après la question précédente (on à supposé dim F > 0) et le 
théorème du rang assure alors que dimu(F) < dimF. 

3. Pour tout k € ]1,n] on pose F% = (uxo---ou,)(E). Montrons par récurrence 
descendante que : 

VkeïI1,n] dimFr <k 
e Initialisation. 

k Si = {0}, où à dinrF, <n. 

* Sinon, comme w, est nilpotent et Æ est stable par u, , la question 2 assure 
que dimu,(E) < dim E, c'est-à-dire dim F, < n. 

e Hérédité. Soit k € [2,n] tel que dim F% < k. 

* Si Fyx = {0}, alors a fortiori Fr-1 = {0} et dim F1 < k — 1. 

* Sinon, comme uy_1 cCommute avec U4 = up 0---0u», alors Fyx = Im 
est stable par ux_1. On peut donc appliquer la question 2 à uy_1 qui est 
nilpotent et à F% qui est stable. On en déduit que dim F%_1 < dim F}, puis 
que dim Fy_1 <k—1. 

Conclusion : à la fin de cette récurrence descendante, on obtient dim F; < 1, 
c'est-à-dire F1 = {0} et donc u0---ouy = 0. 


Bi 
Comme rg À — 1, il existe C — : € Myi(iK) tel que les colonnes de À soient 
Bn 


de la forme a1C,...,anC, avec (a1,...,an) € IK”, c’est-à-dire À = (a; B;) 


1<i<n : 
1£j£n 

En posant L = ( O1 *:: An À on a donc À = CL. De plus LC € Mi(lK) et son 
unique coefficient est 2 axfx = Tr(À). 
k=1 


Ainsi, 4? = (CL)(CL) = C(LC)L = Tr(A)CL, donc À? = Tr(A)A. 


Supposons À inversible. En multipliant la relation AB — BA = À à droite par A! 
on obtient : 
ABATT-B=1,. 


Par linéarité de la trace, on en déduit que 
Tr(ABAT) -'Tr(B)=n. 


Comme deux matrices semblables ont même trace, on aboutit à n — 0, ce qui est 
absurde. Conclusion : À est non inversible. 
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1.8 Par linéarité de la trace, on a Tr(s) = Tr(f o g) — Tr(go f) = 0. 


Soit B une base adaptée à la décomposition E = Ker(s — Idg) & Ker(s +Idg) (cf. 
l'exemple 2 de la page 7). 


En posant n1 = dim Ker(s — Idg) et n2 = dim Ker(s — Idg), on a dans cette base : 
Matg(s) = Diag (1,...,1,—1,...,—1). 
ee es, me” 
ni n2 
On a donc 0 = Tr(s) = n1 — n2 et n = n1 +n2. 


Par conséquent n = 2n1, donc n est pair. 


1.9 On note S = {M € M,(IK) | M + Tr(M) À = B} l’ensemble des solutions de (E). 


e Soit MES. Par linéarité de la trace, on a : 
Tr(M) (1+Tr(4)) = Tr(B). 


On distingue alors trois cas. 
Tr(B) 


e Si Tr(4) # —1, nécessairement Tr(M) = Li et donc 
Tr(B) 
M=B-————A. 
1+Tr(A) 


Réciproquement, cette matrice vérifie bien l’équation (E). 


Dans ce cas S — {3 _ TA}. 


e Si Tr(A) = —-1 et Tr(B) £ 0, il n’y à pas de solution. 
Dans ce cas S = SG. 
e Si Tr(A) = —1 et Tr(B) = 0, l'équation (Æ) assure que toute solution est de la 
forme M = B — ÀA avec À € lK. 
Réciproquement, pour tout À € IK la matrice M = B — \A a pour trace : 
TM) = Tr(B) — ATr(A) = À, 
donc M est solution de (E). Dans ce cas S={B—AA; 1e K}. 


1.10 Soit f € L(IK*) canoniquement associé à A. On a f—=0 et f Z0. 

1. Comme f? # 0, il existe x € IK° tel que f?(x) £ 0. Soit B' = (x, f(x), f?(x)). 
Montrons que la famille B’ est libre. 
Soit (a,B,7y) € IK° tel que ax + Bf(x) + yf?(x) = 0. En appliquant f? à 
cette relation, on obtient af?(x) = 0 donc à = 0 puisque f?(x) 0. En ap- 
pliquant ensuite f à cette même relation, on obtient Bf?(x) = 0 done 8 = 0.1II 
reste yf?(x) = 0, donc y = 0. 
Ainsi, B' est une famille libre à 3 éléments de IK°, donc c’en est une base, et f 
a pour matrice À’ dans cette base. 
Conclusion : À est semblable à À’. 
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2. Comme f? = 0 on a Im f C Ker f. De plus le théorème du rang assure que : 
dim Ker f + dim Im f = 3. 
On en déduit, puisque f £ 0, que dim Im f = 1 et dimKer f — 2. 
Soit y un vecteur non nul de Im f et x € IK° tel que f(x) = y. 
Puisque Imf € Kerf, on a y € Kerf et comme y # 0 on peut compléter 
la famille libre (y) en une base (y,z) de Ker f. Or, (y,z) est une famille libre 
de Ker f et x # Vect(y,z) = Ker f puisque f(x) = y Z£ 0. 
Donc B" = (x,y,2) est une famille libre à 3 éléments de IK° et pat suite en est 
une base, et f a pour matrice 4” dans cette base. . 
Conclusion : À est semblable à 4”. 


1.11 1. Cette question classique à été traitée dans l’exercice 5 de la page 16. 
2. On procède par récurrence sur n. 
e La propriété est évidemment vraie pour n = 1 car la seule matrice de M: (IK) 
de trace nulle est la matrice nulle. 
e Supposons la propriété vraie pour n € IN* et considérons une matrice A 
de My+1(IK) de trace nulle. 
Si À — 0, le résultat est évident. 
Si À 0, l’endomorphisme f de IK”*! canoniquement associé à A n’est pas 
une homothétie car la seule homothétie de trace nulle est l’application nulle. 
D’après la question précédente, on en déduit l'existence d’un vecteur e € IK"*1 
tel que la famille (e:, f (e1)) soit libre. 
Notons e2 — f(e1) et complétons la famille libre (e:,e2) pour obtenir une 
base B = (e1,e2,...,en+1) de l'E 
Si l’on note P la matrice de passage de la base canonique à la base B, la 
matrice P-1AP est la matrice de f dans la base B, donc de la forme : 


0 L 
1 
| _ 0 . 0 L 
PAP © . (as) 
0 


avec B € Ma (lK), LE Min (IK) et C € Mai (K). 

On a Tr(A) = Tr(B) = 0, donc on peut appliquer l’hypothèse de récurrence 
à B et obtenir l'existence d’une matrice Q € G£, (IK) telle que la diagonale 
de la matrice B' = Q-!BQ soit nulle. 

1 0 
0 Q 


En À 1 0 
Co o)*(o gs) 


1 
donc H est inversible et son inverse est H71 = ( 0 2 ) ; 


En notant H — ( ) , On à en effectuant un produit par blocs : 
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Un autre calcul par blocs donne alors : 
Sa V0 EE : () LQ 
F ( c B}%=|\aQ-ic o-18Q }; 


en tateme( io à) 


donc À est semblable à une matrice de diagonale nulle, ce qui prouve le résultat 
au rang n +1. 


c’est-à-dire : 


1.12 On procède par l’absurde. Supposons À # 0. 

On note C1,...,C, les vecteurs colonnes de A. Comme À # 0, il existe j € [1, n] tel 
que C; Z 0. On définit la matrice X en mettant le vecteur —C; dans la colonne j et 
en choisissant les autres vecteurs colonnes de X de sorte que la matrice X soit inver- 
sible, ce que l’on peut faire, d’après le théorème de la base incomplète, en complétant 
la famille libre (—C;) en une base de IK”. 

On à par construction det(X) 4 0 (car X est inversible) et det(A + X) = 0 (car 
la j-ème colonne de À + X est nulle). On aboutit à une contradiction. 


On en conclut que À = 0. 


D 0 
—-C D”! 


AD - BC BD! 
CD — DC Lx 


1.13 Soit P — ( ) . En effectuant un produit par blocs, on obtient : 


: —1 
mp = ( BC HD j' 


0 L5 


Grâce à la proposition 22 de la page 21 et à la remarque qui suit, on peut calculer le 
déterminant des matrices triangulaires par blocs MP et P : 


det(P) = det(D)det(D71) =1 
et det(M P) = det(AD — BC) det(1,) = det(AD — BC). 
Comme det(M P) = det(M\) det(P), on en déduit finalement det M = det(AD—BC). 


1.14 1. Posons C = A'B. On a par définition du produit matriciel 
10] nm 
Ci,k — S br; —= d_(—-1) Fa Ars. 
3=1 j=1 

e Sik —i,on reconnaît le développement du déterminant de À suivant la 4-ème 
ligne. On en déduit que c;; = det À. 

e Si k Æi, on obtient le développement suivant la k-ième ligne du déterminant 
d’une matrice 4’, obtenue à partir de À en copiant la 5-ème ligne dans la k- 
ième. On en déduit que c;,x = det 4’ — 0 (car la matrice 4’ possède deux 
lignes identiques, donc est non inversible). 
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Solution des exercices 


On en conclut que A'B = (det À) 1,. 
On montre de manière analogue en utilisant des développements par rapport aux 
colonnes que ‘BA = (det À) 1,. 
2. En multipliant par A! le relation de la question précédente et en divisant 
par det À on obtient : 
ue L à 
det À 
3. e Si À est inversible ‘B = (det A) A7! donc 


det(B) = det(A}" det(A71) = det(A)” = det(A)""1. 


1 
* det À 
e Si À n'est pas inversible, on a det À =0 et A'B=0. 
On procède par l'absurde. Supposons det B Æ 0. On en déduit que ‘B est 
inversible, puis que À = 0. On a alors B = 0 par définition de B, ce qui est 
contradictoire avec det B Z 0. 
Ainsi det B = 0 = det(A)"”1. 


Dans tous les cas on a det B = det(A)"”1. 


1.15 On raisonne par analyse-synthèse. 


Unicité (par analyse). Supposons l'existence d’une telle matrice À. On a alors 
pour toute matrice M =€e M, {IK) : 


o(M) —= Tr(AM) = D. di, ji. 
i=1 j=1 


On en déduit que ai; = @(E;:i) où (Ei,j)igijen désigne la base canonique 
de M, (IK). On a donc prouvé l’unicité. 
Existence (par synthèse). Définissons la matrice À par : 


ee 2 
VG,j)ellnl a; =v(E;i). 

D’après le calcul fait précédemment les applications linéaires © et M + Tr(AM) 

coïncident sur la base canonique donc sont égales. On a prouvé l’existence. 


1:16 Soit EF = (eiligign une base de E adaptée à G ; on a donc G = Vect(e1,...e»). 
nm 
Pour k € [1,n], notons x la forme linéaire sur Æ qui à tout vecteur x = ÿ° x;e; 
i=1 
de Æ associe sa k-ième coordonnée #4. 
Un vecteur x de E appartient à G si, et seulement si, ses n —p dernières coordonnées 
dans B sont nulles c’est-à-dire si, et seulement si, w; (x) = 0 pour tout à € ]Ïp+1,n]. 
nm 
On a ainsi G— () Kerv,; , donc G est l'intersection des n —p hyperplans Kerv; 
i=p+1 
avec i € [p+1,n]. 


1 
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Si n = 1, le résultat est évident car l’ensemble de formes linéaires sur M:(IK) est de 
dimension 1 et que Tr n’est pas la forme nulle. On suppose désormais n > 2 et l’on 
note (E;,j)1<i,jgn la base canonique de M, (IK). 

Soit (i,j) € [1,n]° tel que i £ j. 

e Comme Es; —= Ex; et Es —= 0, on à P(Ei,;) = (0. 

e Comme EE; = Eii et BE; = E;; =, on à o(Eii) = p(E;5). 

Par conséquent en posant À = @(ÆE11), la forme linéaire @ — À Tr s’annule sur tout 
élément de la base canonique de M, (IK). On en déduit que @ = À Tr. 


Soit H un hyperplan de M,{(IK) et & une forme linéaire telle que H = Kerç. On 
note (E;,;)1<i,j<n la base canonique de M, (IK). 
Premier cas. Supposons qu'il existe un couple (i,j) tel que à Æ j et w(E;,;) Æ 0. 


I 
Dans ce cas on pose M — I, —- aË; ; avec a — —— 
2,9 


La matrice M est inversible car elle est triangulaire à coefficients diagonaux tous 
égaux à 1. De plus, on a choisi & pour que : 

EM) = En) — ap(Ei,;) = 0. 
On a donc dans ce cas M inversible et M € H. 


Second cas. Sinon, pour tout couple (4,3) tel que à £ j, on a (E; ;) = 0. Dans ce 
cas, on pose : 
M = Es + Eos et Bi: 


On à donc (M) = 0 par linéarité de @. Or la matrice M est inversible car ses 
vecteurs colonnes sont les vecteurs de la base canonique de IK" à une permutation 
près. 

On a donc dans ce cas M inversible et M € H. 


1. Considérons n scalaires À1 12,..., A, tels que : 


i=1 


Pour tout k € [1,n], considérons un antécédent du k-ième vecteur de la base 
canonique de IK”, c’est-à-dire un vecteur vx de E vérifiant : 


Viefi1,n] fi(vx) = dix (symbole de Kronecker). 
En appliquant l'égalité (1) au vecteur vx, on obtient À = 0. On à ainsi prouvé 
que (f1,f2,..., fn) est une famille libre de L(E,IK). 


2. Notons r la dimension de Im et considérons (e1,...,er,er+1,...,en) une base 
adaptée à Im. 
Comme r < n, l’hyperplan H = Vect (e1,...,e,,...,en-_1) contient Imw. 
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10] 
Soit ÿ° À;x; — 0 une équation de cet hyperplan relativement à la base canonique 
i=1 
de IK”. Pour tout x € E, le vecteur (f1 (x), f2(x),..., fn (x)) appartient à Im 
donc à H, d’où : 


i=1 
On en déduit Ÿ° À;f; = 0, ce qui prouve que la famille (f1, f2,..., fn) est liée 


i=1 
puisque les scalaires À; ne sont pas tous nuls. 


1.20 1. + L'application: w: IK,[X] — IK"*1 est évidemment linéaire. 
Per (Po): Pio4)) 
e Injectivité. Soit P € Kerg. On a P(ao) = -:: = Par) = 0, donc P ad- 


met n +1 racines distinctes. Or deg P < n, donc P = 0. Ainsi Kerçw = {0} 
donc % est injective. 
e On a de plus dimlK,[X] = dimIK"*? = n +1. 
Comme % est linéaire et injective entre deux IK-espaces vectoriels de même di- 
mension finie, c’est un isomorphisme. 


2. e L'existence de Lz (et son unicité) est une conséquence de la question 1. 
e Soit k € [0,n]. Le polynôme TI _— € IK,[X] et vaut 1 en ax et 0 en 
J 


Ah — 
OKji<n 
iÆk 


tous les autres a;. Ainsi (par unicité) : 
X — à; 
Le = II 1} 
ogin VE C3 
J#k 


1 


3. Comme est un isomorphisme, $7" aussi. La famille (Lo,...,L,) est l’image 


par =! de la base canonique de IK"*?, c’est donc une base de IK,[X]. 
4. Soit (bo,...,bn) € IK"*T. 
e L'existence et l’unicité de P sont une conséquence de la question 1. 


e Notons (ep,...,en) la base canonique de IK”*T. 
10] 
Comme (b6,...,b0n) = Y° byex, on en déduit par linéarité de @7 1 : 
k=0 


P = @7! 5 be à) — DL po l(ex). 
k—0 k=0 


Ainsi, P= Y: br Lr. 
k=0 


5. Il est clair que ITIK[X] est un sous-espace vectoriel de IK[X] (par exemple comme 
image de l’application linéaire P & IT P). Le polynôme IT étant de degré n +1, 
l'existence et l’unicité des quotient et reste de la division euclidienne par IT 
donnent, pour tout À € IK[X], un unique couple (Q,R) € IK[X] x IK,[X] tel 
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>4 


que A=IIQ+R, donc À s'écrit de manière unique comme somme d’un élément 
de ITIK[X] et d’un élément de IK,[X]. 

Cela prouve que ITIK[X] et IK,[X] sont supplémentaires et que la projection 
sur IK,[X] parallèlement à ITIKIX] est l’application « reste de la division eucli- 
dienne par IT ». 

On peut expliciter cette projection à l’aide des polynômes d’interpolation de La- 
grange. En effet, si À = IH Q +R, alors pour tout k € [0,n], on a A(ax) = R(ax) 
puisque Il(a;) = 0. Si À est le reste de division euclidienne de A par Il, 
alors deg R < n et R est le polynôme de la question précédente dans le cas 
où dx = A(ax), pour tout k € [0,n]. On obtient ainsi : 


R=V A(a)Lx. 
k=0 


Chapitre 2 : Réduction 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


EXELCICÉS: : 3: 5 0 à 5e »à ee 8 Cds as So à se 0 


Eléments propres d’un endomorphisme . . . . .. 
Eléments propres d’une matrice carrée . . . . .. 
Polynômes annulateurs .............. 


Polynôme caractéristique . . ........... 


Réduction 


Dans tout le chapitre Æ est un espace vectoriel réel ou complexe, IK dési- 
gnant IR ou €. 


| Éléments propres 
1 Éléments propres d’un endomorphisme 


éfinition 1 


Soit u € L(E). 


1. On dit que À € IK est valeur propre de u s’il existe un vecteur non 
nul x € E tel que u (x) = Xx. 


. On dit que x € E est vecteur propre de u associé à la valeur 


propre ÀE IK s’il est non nul et vérifie u (x) = Àr. 


. Si À € KK est valeur propre de u € L(E), le sous-espace propre de u 
associé à la valeur propre À est : 


E,(u) = Ker(u — Aldg)={xe E | u(x) = À}. 


Remarques 

1. Le scalaire À est valeur propre de l’endomorphisme u € £L(E) si, et seule- 
ment si, Ker (u — ÀAIdg) # {0}, c’est-à-dire si, et seulement si, l’endomor- 
phisme u — Aldg n’est pas injectif. En particulier, l’endomorphisme u 
admet 0 pour valeur propre si, et seulement s’il n’est pas injectif. Dans ce 
cas Eo(u) = Keru. 


2. Si un vecteur x non nul vérifie Àx = ux, alors À = y ; ce qui explique que 
l’on parle de la valeur propre associée à un vecteur propre. 


3. Si À € IK est valeur propre de u € L(E), le sous-espace propre de u associé 
à la valeur propre À est un sous-espace vectoriel de Æ car c’est le noyau 
de l’endomorphisme u — \Idg. 


| Eléments propres 


Attention Si }€ IK est valeur propre de u € L(E), l’ensemble des vecteurs 
propres de u associés à la valeur propre À est E\(u) \ {0} ; ce n’est donc pas 
un sous-espace vectoriel de E. 

éfinition 2 

Soit E de dimension finie. Le spectre de u € £L(E), noté sp (u), est l’en- 


semble des valeurs propres de u. 


Exemples 
1. Déterminons les éléments propres de f : IR? — IR? 


Un réel À est valeur propre de f si, et seulement s’il existe (x, y) Æ (0,0) tel que : 
y = Àx et æ——ÀYy. 


Cela entraîne y = —X?y. Comme À est réel, on a À? £ —1:; on en déduit y = 0, 
puis x = 0. 


En conclusion, f n’a pas de valeur propre. 
Remarque L’endomorphisme f est la rotation d'angle 7/2 du plan euclidien IR? . 


Si l’on considère l’endomorphisme g : C — Cd , alors le raisonne- 
y —x 
ment précédent permet de conclure que g a pour valeur propre à et —i et que ses 


sous-espaces propres sont ÆE;(g) = Vect (i) et E_;(g) = Vect e . 


2. Soit E — C[X]. Cherchons les valeurs propres de l’endomorphisme uw € £L(E) 
défini par: VPEE u(P)=XP. 


Un complexe À est valeur propre de u si, et seulement si, l'équation XP = XP a 
une solution non nulle PE E. 


Or, pour PZ0,ona: 
deg(XP)=1+deg(P) IN ct deg (AP) = { nn 


ce qui rend l'égalité X P = ÀP impossible. 


En conclusion, u n’a pas de valeur propre. 


Remarque Nous verrons, que si E est de dimension finie et si le corps de 
base IK est égal à €, alors tout endomorphisme de E possède au moins une 
valeur propre. 


Exercice 1 Soit À une valeur propre non nulle de u € L(E). 


Montrer que le sous-espace propre associé Ex (u) est inclus dans Imu. 
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La proposition suivante permet d’avoir une vision géométrique de la notion de 
vecteur propre. 


roposition 1 
Un vecteur non nul x € E est vecteur propre de u € £(E) si, et seulement 


si, la droite engendrée par x est stable par u. 


Démonstration. Par linéarité de uw, la droite Vect(x) est stable par w si, et seulement 
si, u(x) € Vect(x). Cela équivaut à l'existence de À € IK tel que u(x) — Àx, c'est-à-dire 
au fait que x est vecteur propre de u. ( 


Remarque Les droites vectorielles stables par uw sont donc les droites vecto- 
rielles engendrées par un vecteur propre de u. 


Exemples 

1. Homothétie. Tout vecteur non nul est vecteur propre de l’homothétie \Id# pour 
la valeur propre À. Par suite cette homothétie admet À pour unique valeur propre 
et le sous-espace propre associé est Æ. 


On établira, dans l’exercice 2 de la page suivante, que, réciproquement, un endo- 
morphisme admettant tout vecteur non nul pour vecteur propre est une homothé- 
tie. 


2. Rotation. Soit E un plan vectoriel euclidien orienté et r une rotation dont l’angle 
a pour mesure 0 € rZ (si 0 E rnZ, alors r est une homothétie). 
Pour tout vecteur x non nul, l’angle (er (&)) n’est pas multiple entier de 7 ; 
par suite, r (x) € Vect (x). Ainsi r n’a ni valeur propre, ni vecteur propre. 


3. Projection. Soit p € £L(E) un projecteur avec p £ 0 et p Z Idg (sinon, p est 
une homothétie). 


Soit À une valeur propre de p et x un vecteur propre associé. On à p(x) 
puis p(p(x)) = Àp(x) donc p(x) = Ap(x). Ainsi, soit À = 1 soit p(x) = 
alors À = 0. Les seules valeurs propres possibles de p sont donc 0 et 1. 

De plus, E£ = Kerp ® Imp et Imp = Ker(p — Idg). Ainsi, l'hypothèse p £ 0 
et p£ Idg implique que E1(p) et Eo(p) ne sont pas réduits à {0}. 


. 


En conclusion, 0 et 1 sont les deux valeurs propres de p avec pour sous-espaces 
propres associés Kerp et Ker (p — Idg) = Imp. 
4. Symétries. Soit F et G supplémentaires dans Æ et s la symétrie par rapport 
à F parallèlement à G. 
Rappelons que, si p est le projecteur d'image F et de noyau G, on a s = 2p —-Idg. 
À + 1, 
2 
On déduit de ce qui a été prouvé sur les projections que, si s Z + Idg (ce qui 
correspond à F Z E et F Æ {0}), alors s admet pour valeurs propres 1 et —1 
et que les sous-espaces propres associés sont respectivement F et G. 


Ainsi la relation s(x) = Àx équivaut à p(x) — 
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Exercice 2 


1. On suppose que pour tout x € E, la famille (x,u(x)) est liée. Montrer que u 
est une homothétie. 


2. En déduire que les seuls endomorphismes stabilisant tous les sous-espaces vec- 
toriels de Æ sont les homothéties. 


Exercice 3 Soit E = C®(IR, €). Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces 


p.87 


propres de DE L(E) défini par: VfeE Di(f)=f. 


roposition 2 
Si les endomorphismes u et v commutent, c’est-à-dire si uo vu = vou, alors 
les sous-espaces propres de l’un sont stables par l’autre. 


Principe de démonstration. On utilise le fait que, si deux endomorphismes commutent, le 


noyau de l’un est stable par l’autre. Démonstration page 86 


roposition 3 
Si A1,...,), sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u € L(E), 
alors les sous-espaces propres associés Æ,, (u),... ve (u) sont en somme 


directe. 


Principe de démonstration. On procède par récurrence sur p. Démonstration page 86 


Conséquence Toute famille finie de vecteurs propres associés à des valeurs 
propres deux à deux distinctes est libre. 


En effet, soit (21,...,%,) une famille de vecteurs propres d’un endomor- 
phisme uw associés aux valeurs propres deux à deux distinctes À1,...,4,. 

p 
Considérons (a1,...,a») € IKP tel que 5 @x; = 0. 

i=1 


Pour tout à € [1,p], ax; € Ex, (u). La proposition précédente implique donc 
que, pour tout à € [1,p], @x; = 0. 

Comme chaque x; est non nul, car vecteur propre de u, on peut en déduire 
que: Vie Ï[1,p] a; = 0. Par suite, la famille (x1,...,x%») est libre. 


Exercice 4 Pour tout À € €, on note ex la fonction de E = C® (IR, €) définie par : 
VLEIR ex(t) = exp(àt). 

Soit À1,...,), des nombres complexes deux à deux distincts. 

Montrer que (ex,,...,ex,) est une famille libre de E. 


On utilisera le résultat de l’exercice 3. 
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Exercice 5 Soit E = C® (IR*,IR) et u € L(E) défini par : 
THÉ, OUR Dr AL) 


Pour tout a € IR, notons f, la fonction définie par fa (t) = t*. 


Montrer que si on considère des réels a1,...,a. distincts, alors la famille (fa, )1<i<n 
est libre. 


orollaire 4 2" 
Si E est de dimension finie et si À1,...,), sont des valeurs propres deux à 
deux distinctes de u, alors : 


p 
ÿ_ dim E,, (u) < dimE 
i=1 


Démonstration.  Découle de la proposition 3 de la page précédente. Ü 


orollaire 5 
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n a au plus n valeurs 


propres distinctes. 


Démonstration page 87 


2 Éléments propres d’une matrice carrée 


Convention Dans la suite, on identifie M, 1 (IK) et IK”. 
On pourra ainsi écrire AX , avec À € M,(IK) et X € IK?. 
éfinition 3 


Soit À € M,(IK) 


1. On dit que À € IK est valeur propre de À s’il existe une matrice 
colonne X € IK” non nul tel que AX = ÀX. 


. On dit que le vecteur X € IK” est vecteur propre de À associé à la 
valeur propre À € IK s’il est non nul et vérifie AX = ÀX. 


. Si À € IK est valeur propre de À, le sous-espace propre de À associé 
à la valeur propre À est : 


E; (A) = Ker (A — A,) = {X EIK"| AX = \X} 


. L'ensemble des valeurs propres de À est appelé le spectre de À et 
noté sp (A). 


Remarque Le scalaire À est valeur propre de À € M,{IK) si, et seulement 
si, À — ÀJ, est non inversible. De plus, d’après le théorème du rang : 


dim E\(A) = n — rg(A — À;). 
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Exercice 6 


1. Déterminer les éléments propres propres de la matrice 
PT 
JE ARENA 


2. Soit (a, 8) € IK?. 


Déterminer les éléments propres propres de la matrice À = aJ + 61, . 


Remarque En sciences industrielles, on utilise des matrices d’inductance qui 
relient flux magnétique et intensité. 


L M M 
Lorsque celle-ci est de la forme | M  L M |, elle admet, d’après l’exercice 
M M LE 


précédents, deux valeurs propres L — M et L+2M. 


Point méthode 


On peut rechercher les éléments propres d’une matrice en étudiant l’équa- 
tion AX = \X. 


On verra, à l’aide du polynôme caractéristique, une méthode qui permet 
d’obtenir les valeurs propres d’une matrice sans résolution de systèmes. 


Remarque Les éléments propres d’une matrice À sont ceux de l’endomor- 
phisme canoniquement associé. 


roposition 6" 
Soit À une matrice représentant l’endomorphisme uw dans une 
base B = (e1,...,en). On a alors sp(A) = sp(u) et, pour tout À € sp(u) : 


T1 


z=N rie € Ex(u) — X = | : | E E)(À). 
i=1 


T1 
Démonstration. Soit ÀEIK,x= ie € E et X = Matg(r) = | : | . Ona: 
i=1 _—. 
x E Ker(u— Aldg) = u(x) = Àr > Matg (u(x)) = Matg (Àx) 


= AX=)X = X EKer(A- M). 


Comme le vecteur x est nul si, et seulement si, X — 0, on en déduit le résultat. CO 
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orollaire 7 
Une matrice carrée de taille n a au plus n valeurs propres distinctes. 


Démonstration. Il s'agit de la traduction matricielle de le corollaire 5 de la page 60. ( 


orollaire 8 
Deux matrices semblables ont le même spectre et les sous-espaces propres 


associés sont de même dimension. 


Démonstration. Si À et B sont deux matrices semblables et si l'on considère l'endomor- 
phisme f canoniquement associé à A, alors B représente également l'endomorphisme f. Le 
résultat découle donc de la proposition 6 de la page précédente. Û 


Remarque Plus précisément, si À = P-!BP, alors pour tout À € sp(À) : 
Ex(A)={P IX; XeE)(B)}. 


Remarque Pour À € M, (IR), puisque M, (IR) € M,(C), on distin- 
guera soigneusement les éléments propres de À considérée comme élément 
de M, (IR) de ceux de À considérée comme élément de M, (C). 

En particulier, pour éviter toute ambiguïté, on utilisera dans la suite les no- 
tations spr (À) et spc (A). 

D'autre part, si À = (a;,;) 


1gign On notera À = (Gjhicien 


1<5<p 1<j 


Exercice 7 Pour 0E IR, soit Ag — cos 0 — sin ÿ 
sin 0 cos Ô 


Déterminer spr (A9) et spç (Aa). 


/\/ 
"S 


roposition 9 
Soit À € M,(IR) et V € €" un vecteur propre associé à la valeur 
propre À € spc (À). 


Alors V est un vecteur propre de À associé à la valeur propre À. 


Démonstration. On a AV = ÀV et, en utilisant les propriétés de la conjugaison, on en déduit 
facilement : 


AV=AV=)V, 
soit AV = 1V, puisque À est à coefficients réels. 


D'où la conclusion, puisque V Æ 0 et donc V # 0. Ü 


Exercice 8 Soit À € M, (IR) et À € spc (À). 


Montrer que si (V1,...,V;) une base du sous-espace propre complexe associé, 
alors UA A , Vx) est une base du sous-espace propre de À pour la valeur propre x. 
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3 Polynômes annulateurs 


roposition 10 
Si x € Eu) et si P € IK[X] alors P(u)(x) = P())x. 


Démonstration page 89 
orollaire 11 


Soit À € M,(IK). Si X € E\(A) et si P e IK[X] alors P(A)X = P(A)X. 


roposition 12 
Si P est un polynôme annulateur de u € L(E), alors toute valeur propre 
de u est racine de P. 


Démonstration. D'après la proposition 10, si À est valeur propre de u, alors P(XÀ) est valeur 
propre de l'endomorphisme nul P(u) donc P(À) = 0. (ns 


Exemple 

On retrouve le fait que si p est un projecteur alors sp(p) € {0,1} car il est annulé 
par le polynôme X? — X = X(X —1),et si s est une symétrie alors elle est annulée 
par le polynôme X? —1—(X +1)(X — 1) donc sp(s) C {—1,1}. 


Attention Lorsqu'on dispose d’un polynôme annulateur P de u € L(E), on 
peut dire que toutes les valeurs propres de u sont racines de P, mais certaines 
racines de P peuvent ne pas être valeurs propres de u. 

Ainsi, le polynôme X?— X = X (X — 1) est un polynôme annulateur de Idg, 
alors que 0 n’est pas valeur propre de Idg. 


orollaire 13 
Si P est un polynôme annulateur de À € M, {(IK), alors toute valeur propre 
de À est racine de P. 


orollaire 14 
Si P est un polynôme annulateur de u tel que P(0) £ 0 et si E est de 
dimension finie, alors u est bijectif. 


Démonstration. D'après la proposition précédente, 0 n'est pas valeur propre de u. L'en- 
domorphisme u est donc injectif. Comme Æ est de dimension finie, on en déduit que uw est 
bijectif. Û 


orollaire 15 
Si P est un polynôme annulateur de À et si P(0) £ 0, alors À est inversible. 


Exemple Si u vérifie u? + u + Id = 0, alors « est inversible. Plus précisément, on 
au! = —u*— Id car uo (—u* — Id) = Id = (—u*—Id)ou. 
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4  Polynôme caractéristique 


Polynôme caractéristique d’une matrice !carrée 
Par définition, À € IK est valeur propre de À € M, (IK) si, et seulement si, la 
matrice À — À, est non inversible donc si, et seulement si, det (AZ, — À) = 0. 
On s’intéresse donc à l’application À + det (AZ, — À). 
emme 16 
Soit (4,B) € My (IK)?. L'application x + det(xB — A) est une fonction 
polynomiale de degré inférieur ou égal à n. 


Principe de démonstration. On procède par récurrence sur n, en utilisant, par exemple, un 
développement par rapport à la première colonne. Démonstration page 89 


roposition 17 
Soit À € M, (IK). L'application x + det (xl, — A) est une fonction poly- 
nomiale sur IK de degré n et l’on a, pour tout x € K : 


det (tin — A)=2x"—"Tr(A)z® l+...+(-1)" det (A). 


Principe de démonstration. Démonstration page 89 


On procède par récurrence sur n et l'on utilise un développement par rapport à la dernière ligne. 


éfinition 4 
Soit À € M,(IK). On appelle polynôme caractéristique de À et on 
note YA(X) l’unique polynôme tel que : 


VAEC xA(À) = det (Ah — À). 
Par abus, on note YA(X) = det (X1, — À). 


Remarques 
e D’après la proposition 17, le polynôme Y1 est unitaire, de degré n et 
l’on a : 
xA(X) = X" = Tr(A) Xl +... + (—1)" det À. 
+ Pour tout À € IK, on a x:4(À) = det (An — ‘4) = det ({AI, — A)) = XA(à) 
donc À et ‘A ont le même polynôme caractéristique. 


De plus, pour tout À € sp (À), on a : 
rg (A — À) = rg (A — Mn)) = IG (‘A — Mn) 
En appliquant le théorème du rang, on en déduit : 


VAEsp(A) dimE, (4) = dimE, ('A). 
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e Pour tout À € IK, on a : 
xx) = det (AI, — À) = det (XI, — A)) = X40) = AU). 
Ainsi, x7 = XA donc on obtient : 
Xe sp (2) <= jesp(A) 


héorème 18 
Un scalaire À € IK est une valeur propre de À si, et seulement s’il est une 


racine du polynôme caractéristique de À. 


Remarque On retrouve le fait qu’une matrice carrée de taille n a au plus n 
valeurs propres distinctes puisque YA1 est de degré n. 


Point méthode 


Le théorème précédent montre l’importance pratique d’obtenir le polynôme 
caractéristique sous forme factorisée. On réalise dans les cas concrets cet ob- 
jectif en calculant le déterminant det (X1, — À) par opérations élémentaires 
afin de faire apparaître des facteurs communs dans les lignes ou les colonnes. 


Exemples 
3 5 —6 
e Soit A= | 4 7 —9 |.Le polynôme caractéristique de À est donné par : 
3 6 —7 
3—X 5 —6 
XA(X)=(-1$| 4  7-X —9 
3 6 —7-X 


La somme des coefficients de chaque ligne du déterminant ci-dessus étant 2 — X, 
l'opération C1 + C1 + C2 + C3 montre qu’on a : 


DR —6 1 5 —6 
MaAlX)= OX FX $ |E(R-2)) 1 7-X 
D ESS OR à dun 


Les opérations Lo & Lo — Li et L3 + L3 — L1 conduisent alors à : 


1 5 —6 
XA(X)=(X-2)) 0 2-X -3 |—=(X-2)(X°-X+1). 
CS 7 


Le spectre de À est donc {2, —j, —jÿ?} dans € et seulement {2} dans IR. 


—5 —2 0 
e Soit À — 1 —5 —-1 | € MK) et ze lK. 
0 2 D 
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T+S 2 0 
Pour le calcul de x4 (x) = | —1 x+5 1 , ajoutons la troisième colonne 
0 —2 æx+5 
à la première ; on obtient : 
+5 2 0 1 2 0 
xA (x) = 0 x+5 1! =(x+5)| 0 x+5 1 
+5 —2 x+5 L 2% es 


Retranchons la première ligne de la troisième : 


1 2 0 
XA(x)=(x+5)| 0 æ+5 1 
O0 —4 x+5 


Un développement par rapport à la première colonne donne : 
XA (æ) = (x +5) ((x +5) +4). 


On en déduit que spr (À) = {—5} et spc (À) = {—5, —5 + 25, —5 — 25}. 


1 0 0 
Exercice 9 Soit 0EIR et À — O cosû —sin® 
O0 sin@ cos Ô 


Calculer le polynôme caractéristique de A. Déterminer son spectre dans IR et €. 


Exemple Soit (ao, a1,a2,az) € IK* et À — € Ma(iK). 


Soit À € IK. Notons L:1,...,LA les lignes de la matrice : 


À 0 0 —4@0 
—] À 0 —@] 

O —I À —@5 

D 0 1 Xe 


M4 — À = 


En effectuant l'opération élémentaire Li + Li + AL2 + X'L3 + LA, on obtient : 


0 O0 O0 P(X 

—] À 0 —@] 
| À —a2 |” 
D © 21 À = 


det (A4 = A) = 


3 
où P(X) = X4- D'aiXi. 
i=0 


Un développement par rapport à la première ligne donne : 


—] À 0 3 
xA(D)=-P()| 0 -1 À |=P(D=XM-N œX. 
0 O0 —I1 i=0 


Nous généraliserons ce résultat à l’ordre n, avec l’exercice suivant. 
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Exercice 10 Polynôme caractéristique d’une matrice compagnon 


Soit (ao,...,4p-1) € IKP et 


QD CT 

1 O0 0 ni 
ne (on 

ONU 1 0 mp2 

O © 0 il Tdp—1 


Montrer que xA(X) = XP+a5-1XP +... +a1X + ao. 


Indication En notant L:1,...,L, les lignes de la matrice XI, — À, on pourra 
effectuer l'opération Li + Li+ XLo+..:+ XPTÏL,,. 
Remarques 


e On peut également prouver ce résultat par récurrence en développant par 
rapport à la première ligne. 


e La matrice À de l’exercice précédent est appelée matrice compagnon 
du polynôme P. Elle intervient souvent dans les exercices et problèmes. 


roposition 19 2" 
Si À € M, (IK) est triangulaire de coefficients diagonaux a1,...,a», alors : 


VAÏX) = II (X — ax) et sp(À) = {a1,...,an}. 


Démonstration. Pour tout x € IK, la matrice xl, — A est aussi triangulaire supérieure, 
de termes diagonaux x — x1,...,x — x. Son déterminant est égal au produit de ses termes 


diagonaux, d'où YA (x) = [I =): Û 
i=1 
roposition 20 
A C 
0 B 


laire par blocs, avec À € M, (IK), B € M, (IK) et CE M, 4 (IK). 
Alors Xm = XAXB. 


Soit (p,q) € (IN*)? et M = | | € Mh+q(IK) une matrice triangu- 


Démonstration. Pour tout À € IK, la matrice ÀZ,,, — M — do est 
(ù A3 — B 


triangulaire par blocs. Ainsi : 
det (A p+a — M) = det (Al, — À) det (Al, — B) c'est-à-dire xm (À) = x4 (A) x8 (À). D 
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roposition 21 
Le polynôme caractéristique de À € M, (€) est scindé. 


Démonstration. En effet, YA est un polynôme à coefficients complexes ; il est donc scindé 
d'après le théorème de d'Alembert-Gauss. [ 


Remarque En particulier, le spectre d’une matrice À € M,(C) est non vide. 


Polynôme caractéristique d’un endomorphisme 
On suppose désormais que Æ est un espace vectoriel de dimension finie n # 0. 


l'Deux 22 


Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique. 


Démonstration. Soit À € M,{(IK) et P € GL,(IK). En utilisant les propriétés des détermi- 
nants, on a pour tout scalaire À : 


XPaP-1(À) = det (A, — PAP) = det (P(XIn — A) PP) = det (ln — A)=xA(X). O 


Le fait que deux matrices semblables aient le même polynôme caractéristique, 
c’est-à-dire que deux matrices représentant le même endomorphisme aient le 
même polynôme caractéristique, justifie la définition suivante. 

éfinition 5 

On appelle polynôme caractéristique de l’endomorphisme «w et l’on 

note V4, le polynôme caractéristique de toute matrice représentant u. 


On a donc, pour tout scalaire À, Xa(À) = det(AIdg —u). 


roposition 23 
Le polynôme Y, est unitaire, de degré n et l’on a : 


Xa(X) = X° — (Tru) XP ++ (-1)" detu. 


roposition 24 
Les valeurs propres de u € £(E) sont les racines de son polynôme caracté- 
ristique. 


Démonstration. Cela résulte immédiatement de la proposition 18 de la page 65. El 


orollaire 25 
Un endomorphisme u € £L(E) à au plus n valeurs propres. 


Démonstration. C'est immédiat car deg xx = dimE = n. Û 


roposition 26 
Si IK = €, le polynôme caractéristique de u € L(E) est scindé. 


Démonstration.  Découle de la proposition 21. (ms 
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roposition 27 
Si F est un sous-espace vectoriel de Æ stable par uw, alors le polynôme 


caractéristique, Xu,, de l’endomorphisme induit par u sur F divise Yu. 


Démonstration page 90 


Remarque En particulier, on a l’inclusion sp (ur) C spu. 


Ordre de multiplicité d’une valeur propre 

éfinition 6 

On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre À de u € L(E) 
(resp. de À € M, (IK)), son ordre de multiplicité en tant que racine du 


polynôme caractéristique de uw (resp. de À). 


Remarques 

e L'ordre de multiplicité d’une valeur propre est parfois appelé ordre ou 
multiplicité de cette valeur propre. 

e Un endomorphisme u € £L(E), avec dimÆE = n, a au plus n valeurs 
propres comptées avec leur ordre de multiplicité, puisque son polynôme 
caractéristique est de degré n. 

On a le même résultat pour À € M, (IK). 


roposition 28 

Soit À € M,(IK) de polynôme caractéristique YA scindé sur lK. 
nm 

Si xA = [I (X — x;), on a alors : 
i= 


n 


Tr (A) = sa et det (A) — El de 
i=1 


i=1 


On a les mêmes relations pour u € L(E), si x, est scindé. 


Démonstration. Pour À € MA(IK), on a: 
pas TT seat (55) a+ 
i=1 i=1 i=1 
On obtient les relations annoncées en identifiant cette expression de YA et celle obtenue dans la 
proposition 17 de la page 64. 


On procède de même pour u € L(E). (ns 


Remarques 

e La première relation est souvent utile en pratique : par exemple, si l’on 
connaît n — 1 valeurs propres (non nécessairement distinctes) d’une ma- 
trice À € M, (IK), le polynôme caractéristique de À est alors scindé et 
cette relation permet de déterminer la dernière valeur propre (éventuelle- 
ment égale à l’une des précédentes). 


69 


Chapitre 2. Réduction 


e Supposant xx scindé, notons sp (u) = {A1,...,A»} et a1,...,a, les ordres 
respectifs de ces valeurs propres. 
p 
On a alors Xu = I] (X — À;)" et les relations obtenues s’écrivent : 
i=1 
p P 
Tru) = S œ et  det(u) — li A. 
i=1 i=1 


Ainsi, si l’on prend pour endomorphisme uw l’homothétie ÀIdg, qui ad- 
met À comme valeur propre d’ordre n = dim Æ, on obtient : 


Tr(Xldg)=nX et det(Aldg) = \. 


roposition 29 


Soit À € M, (IR) possédant une valeur propre À € C\IR. Alors À est valeur 
propre de À de même ordre que À. 


Démonstration. Sachant que y4 € IR[X], cela résulte immédiatement des propriétés des 
polynômes à coefficients réels. ( 


roposition 30 
Soit u € L(E). La dimension d’un sous-espace propre de u est au plus égale 


à l’ordre de la valeur propre correspondante. 


Principe de démonstration. Démonstration page 90 


On utilise la stabilité par u de Ex(u) et la proposition 27 de la page précédente. 


orollaire 31 
Si À est valeur propre simple de u, alors dim E\ (u) = 1. 


Démonstration. Cette dimension est au moins égale à 1 car À est valeur propre et au plus 
égale à 1 d'après la proposition 30. (n 


Il  Endomorphismes et matrices diagonalisables 
On rappelle que E est un espace vectoriel de dimension finie n non nulle. 
1 Diagonalisation 
éfinition 7 
e Un endomorphisme « est dit diagonalisable s’il existe une base de E 
dans laquelle sa matrice est diagonale. 


e Une matrice À de M, (IK) est dite diagonalisable si elle est semblable 


à une matrice diagonale, c’est-à-dire s’il existe une matrice D € M, (IK) 
diagonale et une matrice P € G£, (IK) telles que A = PDP”. 
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roposition 32 
Un endomorphisme u de E est diagonalisable si, et seulement s’il existe une 


base de E constituée de vecteurs propres de u. 


Démonstration page 90 
Remarques 


e Une base dans laquelle la matrice de uw est diagonale s’appelle une base 
de diagonalisation de u. 


e Une base de diagonalisation de u € £(E) est donc une base de E constituée 
de vecteurs propres de u. 


roposition 33 
Les projecteurs et les symétries de Æ sont diagonalisables. 
Démonstration page 91 


Remarque On verra plus tard qu’il y a plus rapide. En effet, d’après le théo- 
rème 45 de la page 81, un endomorphisme annulant un polynôme scindé à 
racines simples (ici X?— X ou X? — 1) est diagonalisable. 


roposition 34 
Soit À € M,(IK) une matrice représentant un endomorphisme u. 


La matrice À est alors diagonalisable si, et seulement si, u est diagonalisable. 


Démonstration. C'est une conséquence directe de la définition 7 de la page précédente. [1 


Point méthode 
Le résultat précédent justifie le fait que : 


e pour étudier le caractère diagonalisable d’un endomorphisme, on préfère 
parfois étudier une matrice qui le représente ; 


e réciproquement, pour étudier le caractère diagonalisable d’une matrice, 
on préfère parfois étudier un endomorphisme qu’elle représente. 


orollaire 35 
Une matrice À € M,{(IK) est diagonalisable si, et seulement si, son endo- 


morphisme canoniquement associé est diagonalisable. 


Remarque Soit À € M, (IK) diagonalisable et P € G£L,(IK) la matrice 
de passage de la base canonique à une base B de vecteurs propres de À. 
D'après l’effet d’un changement de base sur la matrice d’un endomorphisme, 
la matrice de l’endomorphisme canoniquement associé à À dans la base B est 
égale à P-TAP. Cette dernière matrice est donc diagonale. 
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Point méthode 


Soit À € M, (IK) diagonalisable et (E1,...,E,) une base de IK” constituée 
de vecteurs propres de À associés aux valeurs propres À1,...,An. 


Si on note P la matrice dont les colonnes sont E:,...,E,, alors : 
Je AT IDE CU) 
Ainsi, en notant D Dis D - À}. On obtient A PDP 


CS? 
Exercice 11 La matrice À = | —2 pb 2 est-elle diagonalisable ? 
2 —3 O0 


Si c’est le cas, fournir une matrice P € G£La(IK) telle que P-!AP soit diagonale. 


La proposition suivante permet de déterminer si un endomorphisme est dia- 
gonalisable sans déterminer explicitement ses sous-espaces propres mais en en 
connaissant simplement leur dimension. 


roposition 36 
Si sp(u) = {A1,...,1p}, avec À1,...,À, distincts deux à deux, alors les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 


(i) l’'endomorphisme u est diagonalisable, 


(i) @ Ex (u)=E, 


Démonstration page 92 


Soit À € M,(IK) de spectre {A1,..., A9}, avec A1,...,), distincts deux à 
deux. Il y a équivalence entre : 


(à) la matrice À est diagonalisable, 
p 

(ii) @ Ex, (A) = K?, 
i=1 


(ii) Ÿ dim En, (4) =» 


Exemple Si u € L(E) admet À pour unique valeur propre, alors u est diagonali- 
sable si, et seulement si, le sous-espace propre associé est égal à Æ, c’est-à-dire si, et 
seulement si, u = ÀlIdg. 
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De même, si À € M, (IK) admet À pour unique valeur propre, elle est diagonalisable 
si, et seulement si, son endomorphisme canoniquement associé est égal à ÀIdmxr, 
c’est-à-dire si, et seulement si, À = À1,. 


p.92} Exercice 12 La matrice À — est-elle diagonalisable ? 


OO © 
S EE 
M RH 


p.92) Exercice 13 Soit D, € L(IK, [X]), avec n > 1, défini par : 


HACK Ru (= 22 


L’endomorphisme D, est-il diagonalisable ? 


orollaire 38 2" 
Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n et pos- 
sède n valeurs propres distinctes c’est-à-dire si x, est est scindé à racines 
simples, alors u est diagonalisable et chaque sous-espace propre est de di- 
mension 1. 


De même, si À € M, (IK) possède n valeurs propres distinctes alors À est 
diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1 . 


Démonstration page 92 


© & ND 


1 3 
p.93] Exercice 14 La matrice À = | 0 » | est-elle diagonalisable ? 
0 6 


p.93| Exercice 15 


Soit u € L (IR) l’endomorphisme canoniquement associé à : 


1 1 —i 
À = il il 1 € MallR). 
1 1 1 


1. Déterminer les sous-espaces propres de u. 
2. En utilisant la proposition 27 de la page 69, déterminer tous les sous-espaces 
vectoriels de IR° stables par u. 


Attention Il faut bien noter que le le corollaire 38 ne fournit qu’une condition 
suffisante pour que u soit diagonalisable comme le montre l’exercice 11 de la 
page ci-contre. 

Le théorème qui suit donne une condition nécessaire et suffisante. 
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héorème 39 
Pour que u € £L(E) soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il vérifie les 
deux conditions suivantes : 


(i) son polynôme caractéristique x, est scindé sur lK ; 


(ii) pour toute valeur propre de u, la dimension du sous-espace propre as- 
socié est égale à l’ordre de multiplicité de cette valeur propre. 


Principe de démonstration. Étudier les cas d'égalité dans la succession d'inégalités : 


ŸS_ dimE\(u)< Ÿ m(à) < deg(xu) = dimE. 


ÀEsp(u) XESsp(u) 
où m(À) désigne l'ordre de multiplicité de la valeur propre À. Démonstration page 93 


orollaire 40 
Pour que À € M,{(IK) soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’elle vérifie les 
deux conditions suivantes : 


(i) son polynôme caractéristique YA est scindé sur KK ; 


(ii) pour toute valeur propre de A, la dimension du sous-espace propre 
associé est égale à l’ordre de cette valeur propre. 


Remarque 
Pour toute valeur propre simple À, la dimension du sous-espace propre associé 
est toujours égale à l’ordre de la valeur propre. 


Point méthode 


Pour que u € L(E) soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il vérifie les 
deux conditions suivantes : 


(i) son polynôme caractéristique x, est scindé sur KK ; 


(ii) pour toute valeur propre multiple de u, la dimension du sous-espace 
propre associé est égale à l’ordre de cette valeur propre. 


On a un résultat similaire pour les matrices. 


Exemples 
1 (1 b 

1. Soit A= | 0 1  c | € M3(IR). Cherchons à quelle condition nécessaire 
0 = 


et suffisante portant sur (a,b,c) € IR la matrice À est diagonalisable. 


On a xa = (X — 1° (X + 1) ; ainsi YA est scindé, —1 est valeur propre simple 
et 1 est valeur propre double. 
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Comme —1 est valeur propre simple, on a directement dim Æ_; (A) = 1. D’après le 
théorème 39 de la page précédente, la matrice À est diagonalisable si, et seulement 
si, dim Æ1 (A) = 2. 

En appliquant la formule du rang, cela équivaut à : 


rg (A — 13) = dim (IR°) — dim En (A) = 1. 


0 a b 
La troisième ligne de la matrice À — 13 = | 0 0 € | n'étant pas nulle, on 
0 0 —2 


a rg (À — 13) = 1 si, et seulement si, les deux premières lignes sont multiples de 
cette troisième ligne, ce qui équivaut à a = 0. 


—5 —2 0 
2. Reprenons l'exemple À = 1 —5 —-1 | € M3(IR) de la page 65. 
0 2 —5 


e On a vu que XA n’est pas scindé sur IR. Par suite À n’est pas diagonalisable 
dans M3 (IR). 
e Mais YA est scindé à racines simples dans € et : 


spe (A) = {—5,—5 + 2i,—5 — D}. 


D’après le corollaire 38 de la page 73, la matrice À est donc diagonalisable 
dans M3 (C). 
e Cherchons une base de vecteurs propres de À. 


x 
On vérifie facilement que (A + 513) | y | —0 équivaut à : 
É 


—2y = 0 
x — Zg = (. 


Ainsi u = (1,0,1) est vecteur propre pour la valeur propre —5. 


Ë 
De même (A—(-5+2)13) | y | = 0 équivaut à : 
z 
—2ix — 2y = 0 
2y — 2iz = 0. 


Ainsi u — (1,—i,—1) est vecteur propre pour la valeur propre —5 + 25. On 
en déduit que ü = (1,i,—1) est vecteur propre pour la valeur propre —5 — 24. 
Une base de vecteurs propres de À est alors (u,v,®). 


1 1 1 
Par suite, si P = | 0 —i i |,ona: 
1 —1 —1 
—5 0 0 
P-TAP=| 0 -5+% 0 
0 0 —5 — 2i 
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Exercice 16 


il 
1. Montrer que la matrice À — 2 est diagonalisable. 
Il 


RENNES) 
NEC 


2. Diagonaliser À, c’est-à-dire fournir une matrice P € G£3(IK) telle que P-'AP 
soit une matrice diagonale que l’on précisera. 


Diagonaliser une matrice permet notamment de calculer ses puissances. 


Point méthode 


Pour calculer les puissances successives d’une matrice A € M, (IK) diagona- 
lisable, on peut : 


e diagonaliser À, c’est-à-dire déterminer une matrice P € G£L,;(IK) telle 
que D = P-!AP soit diagonale : 


e calculer l'inverse P-! de la matrice P : 


À1 (0) 
e en déduire, si D — , 
(0) Àp 
À (0) 
Vn eIN A°= PD'P-l=P Eu PEL 
(0) \ 
2 —] 7) 
Exercice 17 Calculer 4”, pour tout n € IN, avec A = | 1 QU 
1 —1 3 


2 Suites récurrentes linéaires d'ordre p 


Présentation du problème 


Une suite (uy)hen à valeurs dans IK est dite récurrente linéaire d’ordre p 
(à coefficients constants), si elle vérifie une relation : 


VnEIN unip = Goun + Guns + °°° + Gp -1Un+p-1; (x) 
où (&0,...,4p-1) € IK? est une famille fixée de scalaires. Une telle suite est 
entièrement déterminée par ses p premiers termes u6,...,Up-1. 


Plus précisément, on a le résultat suivant : 
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roposition 41 2" 
Soit p € IN* et a = (ao,...,ap-1) € IK?. Notons ÆE, l’ensemble des 


suites (un }nen € IKN vérifiant la relation (+). Alors, l'application : 


P : E, — I 
(Un)nen + (uo,...,up-1) 


est un isomorphisme. En particulier, Æ, est un sous-espace vectoriel de di- 


mension p de l’espace vectoriel IKN des suites à valeurs dans IK. 


Démonstration. En effet, l'application & est linéaire et elle est bijective, car pour tout élé- 
ment (uo,...,up-1) de KP, il existe une unique suite (u,),.N € Æa telle que : 


e((un)}nen) = ((uo, up). O 


Etude des suites récurrentes linéaires d'ordre p 
Reprenons les notations précédentes, et notons, pour tout n € IN : 
Un 
Un+1 
= 
Un+p—1 
On définit ainsi une suite (U,)nen à valeurs dans IK? et l’on constate que la 


relation (x) vérifiée par la suite (uy)nen équivaut pour la suite (U,)nen à la 
relation matricielle : 


Ü. À (0) 
Vn EIN Uhi1 = AU, avec À — (0) 
1 
ao .... ... ... dp—1 


On démontre alors par récurrence que Vn € IN U, = AU. 

Pour l'étude de la suite (u»)neN, on est alors ramené à déterminer les puis- 
sances successives de la matrice À. 

Par exemple, si la matrice À possède p valeurs propres distinctes r1,...,7, 
alors À est diagonalisable et il existe donc P € G£L, (IK) telle que : 


rT (0) 
VneIN Un =P . PU. 
(0) 
On en déduit que la suite (uy)nem est combinaison linéaire des suites géomé- 
triques (r!)1en, avec à € [1,p]. On a donc FE, € Vect((r)nem, .…, (rD)neN) 
et comme dimÆ, — p d’après la proposition 41, on en déduit 
que Vect((r ne; : :: ; (rp }neN) est une base de Eu. 
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En conclusion, l’ensemble Æ, des suites vérifiant la relation (+) est l’ensemble 


des suites (un),en € IKN pour lesquelles il existe (a1,..., a) € IK? tel que : 
Vn E IN Un = TT +: + Aprp. 
Remarque Les scalaires r1,...,r, sont les racines de Y4. 


La matrice À est une matrice compagnon. Elle a été étudiée dans l’exercice 10 
de la page 67). En particulier, on a : 


YA = XP 0 XP eg X = Gp: 


Dans l’étude des suites vérifiant la relation (+), le polynôme : 
P= XP ap XP... — a1X — ag 
est appelé polynôme caractéristique. 


Exercice 18 Soit (u,)hen une suite réelle vérifiant : 


(us mieu 02) et Vn EIN upr3 = —6u» — lluni1 — 6Éun+2. 


Déterminer une expression de uw, en fonction de n. 


Résolution des récurrences linéaires d'ordre 2 


roposition 42 


Soit (a,b) € IK? tel que b £ 0 et E l’ensemble des suites (u»),cm € IKIN 
vérifiant : 
Vn EIN Un32 = Aun+1 + dun. 


On note P= X?2—aX — b. 


1. Si P a deux racines simples r1 et r2 dans IK, une suite (u»),-m est 
élément de Æ si, et seulement s’il existe (a1,a2) € IK? tel que : 
Vn E IN un = ar] + a2ro. 
2. Si P à une racine double r € IK, une suite (u»),-w est élément de E si, 
et seulement s’il existe (a1,a2) € IK? tel que : 
Vn EIN un = 17" + oœonr”. 
3. Si IK = IR et si P a deux racines non réelles pe! et pe, avec p > 0 
et 0EIR\7TZ, une suite (uw»),em est élément de E si, et seulement s’il 


existe (a1,a2) € IR? tel que : 


Vn EIN un = p(a cos (n0) + a2sin (n0)). 


Ce cas particulier a déjà été étudié en première année. Nous en donnons ici 
une démonstration matricielle. 
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D’après ce qui précède ÆE est un IK-espace vectoriel de dimension 2 et si une 
suite uw appartient à Æ, alors : 


Un 


Vn € IN | = avr _—. a=( 2) 
RE a b 


On retrouve que x A = P 

e Dans le premier cas, le polynôme caractéristique de À possède deux racines 
distinctes, donc À possède deux valeurs propres distinctes, elle est donc 
diagonalisable. Les suites géométriques (rl )hem et (r3)}nen constituent 
donc une base de Æ d’après ce qui a été traité dans le cas général. 


e Dans le deuxième cas, comme y4 = P = (X —r}?,la matrice A admet r 
pour valeur propre double et, comme À # rl, elle n’est pas diagonalisable. 
Si l’on note f l’endomorphisme canoniquement associé à À et B = (e1,e2) 
une base de IK? telle que ex soit un vecteur propre de À, alors 


Matgf — | : : ): Come Xs = xA et f ÉrId, on en déduit que é=r 


et s £ 0. Enfin, en considérant B' — (e1,e2/s), on a Matgrf — | : | | 


Il existe donc Q € G£2(lK) telle que Q-1AQ = B — | ; : | : 


0 0 


binôme (c’est possible, car les matrices r 12 et J commutent), on obtient : 


La matrice J — | .. | vérifie J? = 0. En appliquant la formule du 


VneIN BT=7r"L+ () re LT = I +nr°-1J, (valable pour n = 0) 


et donc : 


nm 


Vn € IN AT = r"L + ( 


7 = 7") +nr 7 QJQ". 


On en déduit : 


Un __,n | 0 n—1 —1 [| Uo 
Vn E IN CRAN 070 oo 


On a donc établi que toute suite de Æ est combinaison linéaire des deux 
suites (r"),em et (nr), cn. Comme dim E = 2 et r £ 0 puisque b 4 0, 
les suites (r"),em et (nr"),en forment une base de E, ce qui établit le 
résultat annoncé. 
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e Dans le dernier cas, on note Eç l’ensemble des suites complexes vérifiant : 
Vn EIN Uun42 = Qun+1 + bun. 


On a donc E = EcNIRN et, d’après le premier cas, Ec est engendré 


par les suites v — (oreint) et w — (peint) . Par conséquent, 
neEIN neIN 


E contient les suites 2 = (p"cos(n0)),en et St = (p" sin (n6)),en: 


Comme psin 0 Z 0, on démontre aisément que ces deux suites forment une 
famille libre. Enfin, comme Æ est de dimension 2, on aboutit au résultat 
demandé. 


3 Diagonalisation et polynômes annulateurs 


Théorème de Cayley-Hamilton 
On a vu l'intérêt d'obtenir des polynômes annulateurs dans la recherche de 
valeurs propres d’un endomorphisme. 


Le théorème de Cayley-Hamilton affirme que le polynôme caractéristique d’un 
endomorphisme uw est un polynôme annulateur de u. 


La démonstration de ce théorème n’est pas exigible. 


Nous proposons ici une démonstration en plusieurs étapes s'appuyant sur 
les matrices compagnons, notion hors-programme mais qui fait l’objet de 
nombreux sujets de concours. 


p.97| Exercice 19 Théorème de Cayley-Hamilton dans le cas d’une matrice compagnon 


Soit (ao, - ) e IKP et 


CT) 0  —« 

1 O0 0 Cl 
= (Co 

CMOS Îl 0 Tdp—2 

Q © :. 0 il Tdp—1 


On note (E0,...,E,-_1) la base canonique de M, 1(1K). 


On a déjà montré dans l’exercice 10 de la page 67 que : 


XA(X) = XP + ap1iXP + + a1X + Go. 


1. Calculer A*E, pour k € [0,p — 1]. 
2. Calculer AË,-1, puis Ya (A) Fo. 
3. En déduire que xA(A) = 0. 
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p.97] Exercice 20 Soit u € L(E) et x un vecteur non nul de Æ. 


1. Montrer qu’il existe un plus petit sous-espace vectoriel de Æ, noté F,, stable 
par u et contenant x. 


2. Prouver que, si F, est de dimension p, alors (ee IGN CRE"T ae (x)) est une base 
de F,. 


héorème 43 (Théorème de Cayley-Hamilton) 
Soit u € L(E) avec E de dimension finie. 


Le polynôme caractéristique de w annule u, c’est-à-dire x,(u) = 0. 


Principe de démonstration. On utilise l'exercice 20, puis les exercices 10 de la page 67 et 19 


de la page précédente sur les matrices compagnons. | Démonstration (non exigible) page 97 


Attention Comme il fait intervenir le polynôme caractéristique de u € L(E), 
le théorème de Cayley-Hamilton n’a de sens que si Æ est de dimension finie. 


orollaire 44 (Théorème de Cayley-Hamilton) 
Si À € MK), alors xA(A) = 0. 


3 5 —6 
Exercice 21 On reprend la matrice À = | 4 7 —9 de l’exemple page 65. 
3 6 —7 


Montrer que À est inversible et calculer A7! en fonction de 13, À et A?. 


Polynômes annulateurs et diagonalisabilité 

On a déjà prouvé que si le polynôme caractéristique d’un endomorphisme 
(resp. d’une matrice) est scindé à racines simples, alors l’endomorphisme (resp. 
la matrice) est diagonalisable mais qu’il ne s’agit que d’une condition sufft- 
sante. 

Le théorème suivant prolonge ce résultat et donne une condition nécessaire et 
suffisante pour être diagonalisable. 


héorème 45 
Un endomorphisme de Æ est diagonalisable si, et seulement s’il admet un 
polynôme annulateur scindé à racines simples. 


On a le même résultat pour À € M, (IK). 


Démonstration. La démonstration de ce théorème n'est pas exigible. Montrons néanmoins 
que la condition est nécessaire. Si uw est diagonalisable, alors il existe une base B de E telle 
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AM (0) 
que Matg(u) = fa où (ÀA1,..., An) est la liste des valeurs propres de u 
(0) ÀÂn 
comptées avec leurs multiplicité. P(A\) (0) 
Pour tout polynôme P € IK[X], on a donc Mats (P(u)) _ É , Si bien 
(0) PA) 
qu'en prenant P= J][ (X—-AÀ),ona P(u) =0. 
XEsp(u) 
Nous proposons une démonstration de l'autre implication dans l'exercice suivant. ( 


Exercice 22 Soit u € L(E) admettant un polynôme annulateur scindé à racines 


3 


simples P = [I] (X — a). 
i=1 
Proton er onpec ET Eee 
jefLrl\ti} 
Prouver que la famille (P1,...,P,) est une base de IK;_:[X]. 


2. En déduire qu’il existe des scalaires u1,...,1u, tels que Idg = ÿ° ;P;(u). 
i=1 

3. Soit x € E. Montrer que pour tout 4 € [1,r], P;(u)(x) € Ker (u — a; Idg). 

4. En déduire que u est diagonalisable. 


orollaire 46 2" 

Un endomorphisme uw de ÆE est diagonalisable si, et seulement s’il ad- 

met [[ (X — À) pour polynôme annulateur. 
XEsp(u) 


On a le même résultat pour À € M, (IK). 


Démonstration. C'est une conséquence du théorème 45 de la page précédente et de sa dé- 


monstration (le polynôme annulateur que l'on a exhibé est justement  [[ (X —À)). (ns 
XEsp(u) 


orollaire 47 
Soit u € L(E) diagonalisable et F un sous-espace vectoriel de Æ stable 


par u. L’endomorphisme induit par u sur F' est alors diagonalisable. 


Démonstration page 99 


Exercice 23 Soit uw et vu deux endomorphismes de Æ diagonalisables qui com- 
mutent, c’est-à-dire tels que uov=vou. 


Montrer qu’il existe une base de diagonalisation commune à u et v. 


Remarque S'il existe une base de diagonalisation commune à deux endomor- 
phismes de Æ, alors ils commutent car deux matrices diagonales commutent. 
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IT  Endomorphismes et matrices trigonalisables 


On suppose dans ce paragraphe que Æ est un espace vectoriel de dimension 
finie n non nulle. 
éfinition 8 
e L’endomorphisme « est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans 
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure. 


e Une matrice À € M, (IK) est dite trigonalisable si elle est semblable à 
une matrice triangulaire supérieure. 


Remarque Soit B = (e1,...,e,) une base de E. La matrice de u dans la 
base B est triangulaire supérieure si, et seulement si : 


Viefi,n—1] ule;)e Vect(ei,...,e;). 


roposition 48 
Soit À € M,(IK) une matrice représentant un endomorphisme u. 


La matrice À est alors trigonalisable si, et seulement si, u est trigonalisable. 
Démonstration. C'est une conséquence directe de la définition 8. Ü 


orollaire 49 
Une matrice À € M, {(IK) est trigonalisable si, et seulement si, son endomor- 


phisme canoniquement associé est trigonalisable. 


Remarque On aurait pu aussi choisir la forme triangulaire inférieure. 

En effet, il est facile de vérifier que, si la matrice d’un endomorphisme u dans 
une base (e1,€2,...,en) est triangulaire supérieure, alors sa matrice dans la 
base (e»,en_1,...,€1) est triangulaire inférieure. 


héorème 50 
Un endomorphisme u € £L(E) est trigonalisable si, et seulement si, son 
polynôme caractéristique est scindé sur IK. 


Une matrice est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme caractéris- 
tique est scindé sur IK. 


Principe de démonstration. Le sens direct découle de la proposition 19 de la page 67. 


La réciproque se prouve par récurrence. Démonstration page 99 


p.100| Exercice 24 Soit u trigonalisable et F un sous-espace vectoriel stable par u. 


Montrer que l’endomorphisme induit up est aussi trigonalisable. 
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orollaire 51 
Si E est un C-espace vectoriel, alors tout endomorphisme de Æ est trigona- 
lisable. 


Toute matrice carrée à coefficients dans € est trigonalisable. 


Démonstration. Conséquence du théorème de d'Alembert-Gauss. CI 


Remarque Il existe des endomorphismes d’espace vectoriel réel de dimension 
finie non trigonalisable. 

Par exemple, une rotation du plan euclidien d’angle 0 0 mod 7 a un poly- 
nôme caractéristique non scindé donc n’est pas trigonalisable. 


Exemples 
1. Soit À € Ma(lK) ayant une valeur propre double À. Deux cas se présentent : 


(a) À est diagonalisable et, d’après l’exemple 38 de la page 73, on a À = À. 
(b) À n’est pas diagonalisable et le sous-espace propre pour la valeur propre À est 
alors de dimension 1. 
Soit uw un vecteur propre associé à cette valeur propre qu’on complète en 
une base (u,v) de IK?. Si P est la matrice de passage de la base canonique 
À «a 
0 B 
diagonalisable. Comme À est la seule valeur propre de À, on a B = À. 


de IK? à cette base, on a P-1AP = ( ) , avec & Z 0, car À n’est pas 


En prenant comme base (œu,v) à la place de (u,v), on remarque que À est 


: À 1! 
semblable à ( 0 À 1. 


2. Soit À € Ma(lK) ayant une valeur propre simple À et une valeur propre double y. 
Supposons À non diagonalisable, c’est-à-dire dim E,, (A) = 1. 
Soit u un vecteur propre de À pour la valeur propre À et v un vecteur propre 
de À pour la valeur propre y. Complétons (u,v) en une base (u,v,w) de IK°? et 
notons P la matrice de passage de la base canonique de IK° à cette base. 


À 0 a 
Ona P-TAP= | O0 w B | et Tr(A) = À+2u donne y = y. 
0 0 7 


On peut encore faire mieux comme le montre l’exercice suivant. 


p.100) Exercice 25 Soit À € M(IK) ayant une valeur propre simple À et une valeur propre 
double 4. On suppose À non diagonalisable, c’est-à-dire que dim £, (A) = 1. 


ZT 1) 
Montrer qu'il existe P € GLa(IK) tel que PAP = | O0 y 1 
0 0 x 
Indication : on pourra modifier le troisième vecteur d’une base de trigonalisation. 
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0 3 3 
p.100) Exercice 26 Soit A = | —1 8 6 
2 —14 —10 


1. La matrice À est-elle diagonalisable ? 
2. Montrer que À est trigonalisable et déterminer P € G£3(lK) et T triangulaire 
supérieure telles que À = PTP” À. 


14 18 18 
p.101] Exercice 27 Soit À = | —6 —7 —9 
= —=$ —i 


1. Déterminer le polynôme caractéristique 4 de À. La matrice À est-elle diago- 
nalisable ? 
2. Quelle est la dimension du sous-espace propre de À pour la valeur propre 2 ? 
Donner une équation cartésienne de ce sous-espace propre. 
Îl 
3. Soit V = | O0 |. Montrer que U = (A — 213) V est un vecteur propre de À 
0 
pour la valeur propre 2. Justifier l’existence d’un vecteur propre W de A pour 
la valeur propre 2 tel que (U, V, W) soit une base de IK° : donner un tel vecteur. 


2 Ï € 
4. Expliciter une matrice P € G£3 (IK) telle que PAP = | 0 2 0 
Q © 2 


Exercice 28 Recherche de la valeur propre de plus grand module. 


Soit À € MA(C) ayant comme valeurs propres À1,..., À, avec : 
JAI >1A2]2:.:21/A. 
+ Dir) 
Montrer que À = lim 


k—+oo Tr(AË) 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 Soit x Ee E\(u),ona u(x) = Àx. 


Comme À £ 0, on en déduit, par linéarité : x = u (2) € Imu. 


Exercice 2 


1. Par hypothèse, pour tout x € E, il existe un scalaire À; tel que u(x) = Àzx. Si 
le vecteur x est non nul, alors le scalaire À; est unique, sinon tous les scalaires À 


conviennent. 


Soient x et y deux vecteurs non nuls de Æ. Montrons que Az = Ày. 


e Six est proportionnel à y, alors il existe un scalaire y tel que x = y. Ainsi : 


u(x) = À, = Àsuy = U (uy) = Lyy 


Comme le vecteur y est non nul, on en déduit que À; = À,ju. Le scalaire u 


étant non nul (car x Æ 0), on en déduit que À; = y. 
e Si la famille (x,y) est libre, alors légalité : 


U(r + y) = Às4y(r + y) = u(x) +u(y) = Art + Au. 


implique que Àz = Àz+y = Ày. 


Ainsi, il existe À € IK tel que pour tout x € E non nul, u(x) = Àx. Cette égalité 


étant trivialement vraie pour x = 0, cela prouve que uw est une homothétie. 
2. Ilest clair qu’une homothétie stabilise tous les sous-espaces vectoriels de Æ. 


Réciproquement, soit u un endomorphisme stabilisant toutes les sous-espaces vec- 
toriels de Æ. Pour tout vecteur x non nul, IKx est stable par u donc u(x) € IKx, 
ce qui implique que la famille (x,u(x)) est liée. On en déduit, grâce à la question 


précédente, que u est une homothétie. 


Ainsi, les seuls endomorphismes stabilisant tous les sous-espaces vectoriels de Æ 


sont les homothéties. 


Exercice 3 Un complexe À est valeur propre de D si, et seulement si, l’équa- 
tion f’ = Àf a une solution non nulle f € E. Or les solutions de cette équation dif- 
férentielle sont les multiples de la fonction ex définie par : VtE IR ex(t) = exp (At). 


En conclusion, tout complexe À est valeur propre de D et Ex (D) = Vect (e)). 


Remarque Nous verrons, dans ce chapitre, qu’il n’est pas possible, en dimension 


finie, qu’un endomorphisme possède une infinité de valeurs propres. 


Proposition 2 Soit À une valeur propre de vw; comme u et vu commutent, ainsi que u 
et Idp, il en est de même de (vu — Aldg) et de u. D'après la proposition 14 de la 


page 16, le sous-espace E\ (v) = Ker (v — AIdg) est stable par u. 


Proposition 3 Procédons par récurrence sur p € IN*. 


Pour p=1,il n'y a rien à prouver. 


Supposons la proposition vraie au rang p € IN*. Soit À1,.. ., +1 des valeurs propres 
p+1 | p+1 

deux à deux distinctes de u et (x1,...,%p+1) € ][ Ex, (u) vérifiant x = D x; = 0. 
i=1 i=1 
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Exprimons, puisque x est nul, que u (x) — À,41x = 0 : 


p+l p+1 
Prieur Dr (x) — + A 
1 i=1 
p+1 p+1 
Dai Sapurs 
i=1 i=1 
p+1l 


P 
PS. = (Xp) 
2—=1 


En appliquant l'hypothèse de récurrence, on obtient : 
Vie [1,p] (À; = Asit) æ; = (0. 


Les À; étant deux à deux distincts, on a À; Z À,+1, pour à Z p +1, et donc x; = 0 
pour tout à € [1,p]. L'égalité x = x,}1 donne enfin x,}1 = 0. 


Exercice 4 On conserve les notations de l’exercice 3 de la page 59. On a vu dans 
cet exercice que chaque ex, est vecteur propre de D pour la valeur propre À;. La 
famille (ex,,...,ex,) est donc libre, puisque c’est une famille de vecteurs propres 
de D associés à des valeurs propres deux à deux distinctes. 


Exercice 5 Soit à € IR. Pour tout t > 0, on a : 


ua) De t(a) = di 


donc u (fa) = af, et la fonction non nulle f, est vecteur propre de uw pour la valeur 
propre «. 


Par suite, si a1,...,a, sont des réels deux à deux distincts, la famille de fonc- 
tions (fa: fa,) est une famille libre de C® (IR IR). 


Corollaire 5 D'après la proposition 3 de la page 59, à toute famille de p valeurs propres deux 
à deux distinctes on peut associer une famille libre de p vecteurs propres, donc p < n. 
Exercice 6 


1. Soit À une valeur propre de A. Considérons X = (x;)1<i<n un vecteur propre 
associé. On à : 


T1 + Lo ce +tn = ÀT 


T1 + Lo ce +An = ÀT 


Li +TL2 +''+Tn = ÂTn 


Si À Z 0, on en déduit que æ1 = -:: = x, puis, comme il existe à € [1,n] tel 
que x; Z 0, on obtient À = n. 


nm 
Si À = 0, alors le système devient D x; = 0. 
i=1 
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1 
Réciproquement, tout vecteur colinéaire au vecteur | : | appartient à Æ,(J) et 
1 
nm 
tout vecteur appartenant à l’hyperplan d’équation Ÿ° x; = 0 appartient au noyau 
il 
de J. 
1 
Ainsi, sp(J) = {0,n}, En(J) = Vect | : | et le noyau de J est l’hyperplan 
1 


nm 
d’équation D x; — 0. 
il 


2. Soit À€IK. On a AX = ÀX si, et seulement si, aJX = (1—/6)X. 
Si a = 0, alors À = BI, donc la seule valeur propre de À est f et le sous-espace 
propre associé est My 1(1K). 
Sinon, À est valeur propre de À si, et seulement si, 28 e sp(J) = {0,n}. 
Ainsi, sp(A) — {B,an + 5} et les sous-espaces propres associés sont respective- 
ment Eo(J) et Eh(J). 


Exercice 7 
Un scalaire À € IK est valeur propre de À; si, et seulement si, la matrice A9 — Al 


n’est pas inversible, ce qui équivaut à : 


det (49 — A2) = (cos (8) — À) + sin? 0 = 0. 


Pour IK = €, cela équivaut à À = cos@ + isin@. Ainsi, spç (A0) = {e,e- ©}. 
Pour IK=IR, 

e Si0é7rZ, alors spp (49) = &. 

e Si0=0 [2x], alors spp (49 
e Si0=7 [2x], alors spp (As 


eu 
)= {1}. 


k —_ 
Exercice 8 Soit (a1,...,ax) € C* tel que Sa;V; = 0. En conjuguant, on ob- 
j=1 


k 
tient ÿ[ @;V; = 0 et, comme la famille (V1,..., V4) est libre, on en déduit : 
j=1 
M =..-—=a —=0 d'où a =::.—ax=t0. 
Par suite la famille (Vi, .. , Vx) est libre et la dimension du sous-espace propre de À 
pour la valeur propre À est supérieure ou égale à k. 
Le résultat obtenu, dim E\ (A) < dim E-+ (A), étant vrai pour toute valeur propre 


de À, s'applique en particulier à À, pour fournir l’autre sens de l'inégalité; on en 
déduit que les sous-espaces propres de À pour des valeurs propres conjuguées ont 
même dimension. 

La famille (V:,...,V4), étant une famille libre de cardinal k de l’espace E-+(A) de 
dimension k, c’en est une base; d’où la conclusion. 
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Proposition 10 Si u (x) = Àx, on établit, par une récurrence immédiate : 


VkEIN f(x) = x. 


p p p 
Si P= Ÿ a; X*,onen déduit P(u)(x) = 3 agu* (x) = S az XFx = P())x. 
k=0 k=0 k=0 


Lemme 16 Procédons par récurrence sur n € IN*. 
Pour n — 1, le résultat est évident. 


Supposons le résultat vrai au rang n — 1 € IN*. 


Pour À — (@i,j)igi jen 


par rapport à la première colonne donne : 
nm 


VxElK det(rB—A)= >. (D (gbi1 — ai) Ai (x), 
i=1 
où A;1(x) est le déterminant de la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en suppri- 
mant la i-ème ligne et la première colonne de la matrice xB — A. D'après l'hypothèse 
de récurrence, la fonction À; est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal 


et B = (i,5)igi jen éléments de M, (IK), un développement 


à n—1, pour tout à € [1, n] ; la conclusion résulte facilement du développement précédent 
de det(xB — À). 


Proposition 17 


e  Prouvons, par récurrence sur n € IN*, que x + det(xl, — A) est une fonction 
polynomiale de degré n dont les coefficients de x" et x"! 
et —'Tr (A). 


Pour n = 1, le résultat est évident. 


sont respectivement 1 


Supposons le résultat vrai au rang n—1 € IN*. Pour À € M, (IK), un développement 


par rapport à la dernière ligne donne : n—1 
VrElK det(xlh — A) = (x — ann) Ann (t) + D (—-1)" 7 an,jAn,j (x): 
j=1 


où À,,; (x) est le déterminant de la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en suppri- 
mant la n-ième ligne et la j-ème colonne de la matrice x1, — À. 


* Pour j € [1,n —1], on constate que À, ; (x) est le déterminant d'une matrice 
carrée d'ordre n — 1 dont la j-ème ligne ne dépend pas de x. Un développement 
de A»,;(x) par rapport à sa j-ème ligne montre, à l'aide du lemme, que À, ; 
est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à n — 2. Les coefficients 
de x" et de x"! de det(xl, — A) sont donc ceux de (x — ann) Ann (T)- 

+ Sil'on note A1 € M,_1(IK) la matrice obtenue en supprimant la dernière ligne et 
la dernière colonne de À, on a À, , (x) = det (xl»_1 — A;). D'après l'hypothèse 
de récurrence, les coefficients de x" et de x"! de det(xl, — A) sont ceux 
de (x — ann) (x! —'Tr(A1)x"?). Le coefficient de x” est donc égal à 1 et 
celui de 271 à —a, n — Tr (A1) = —Tr(4). 


e Enfin, le coefficient constant de la fonction polynomiale x + det (x1, — A) est égal 
à la valeur en O de cette fonction, c'est-à-dire à det (—A) — (—1)" det (4). 
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Exercice 9 En développant det (X 73 — A) par rapport à la première colonne, on ob- 
tient : 


xA(X) = (X — 1) ((X — cos 0)? + sin 0?) = (X — 1) (X? —2cos0X +1). 


Ainsi, spe (À) = {1,e,e-#} et spr (A) = {1} ou spr (A) = {—1,1} (si 0 = 7{2r]). 


Exercice 10 Par l'opération L1 + Li + XL +... HE. la matrice X1, — À se 
transforme en : 
(0) 0 0 P(X) 
—1 X 0 ai 
O  —1 
0 0 ... —1 X Ap—2 
0 D: ss À et K Fo 


avec P(X) = XP+a,_1XP l+...+a1X +ao. Un développement suivant la première 
ligne donne alors : 


—1 X 0 
O —I 

xa (X) = (1) P(X) : 
0 0 —1 X 
0 0 O —I 


donc 
xA (X) = (1) P(X)(-1)P 7 = P(X). 


Proposition 27 Soit p la dimension de F et B — (e1,...,e,) une base de E adaptée 
à F, c'est-à-dire telle que Br = (e1,...,e,) soit une base de F. 


La matrice de u dans B est alors de la forme ( : : ): où À est la matrice de ur 


dans la base Br. Le polynôme caractéristique de u, égal à x4(X)xp(X) est donc 
divisible par le polynôme caractéristique xA(X) de ur. 


Proposition 30 Notons n (À) la dimension du sous-espace propre E\{u). 


Comme ÆE\{u) est non réduit à {0}, on a 1 < n(AÀ). De plus, E\(u) est stable par u 
et l'endomorphisme induit par u sur E\(u) est l'homothétie À Idx,{,) ; son polynôme 


caractéristique vaut donc (X — re: D'après la proposition 27, il divise x,(X), ce qui 
donne n(À) < m (À). 

Proposition 32 S'il existe une base de Æ constituée de vecteurs propres de u, alors la 
matrice de u dans cette base est diagonale donc w est diagonalisable. 


Réciproquement, s'il existe une base de Æ dans laquelle la matrice de «x soit diagonale, 
alors cette base est constituée de vecteurs propres de u. 
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Proposition 33 


Soit p un projecteur de ÆE. On à E = Kerp@Ker (p — Idg). Donc, si l'on réunit une 
base de Kerp et une base de Ker(p — Idg), on obtient une base de Æ constituée 
de vecteurs propres de p. Ainsi p est diagonalisable. 

On peut même préciser que le spectre de p est {0,1} sauf : 

* si p — 0, auquel cas sp(p) = {0}: 

* ou si p — Idg, auquel cas sp(p) = {1}. 

Soit s une symétrie de E. On a E = Ker(s — Idg) & Ker(s + Idg). Donc, si l'on 
réunit une base de Ker(s — Idx) et une base de Ker(s + Idx), on obtient une base 
de Æ constituée de vecteurs propres de 5. Ainsi, s est diagonalisable. 

On peut même préciser que son spectre est {—1,1} sauf : 

x si s — Id, auquel cas sp(s) = {1} ; 

* ou si s— —]Idx ,auquel cas sp(s) = {—1}. 


Exercice 11 


Pour le calcul de Y4 (X), notons C1, C2 et C3 les colonnes de la matrice X 73—A. 
L'opération C1 + Ci + C2 — C3 donne : 
X —1 3 2 
= ll Esl Nes 22 
1-X 3 X 


En notant cette fois Li, L2 et Là les lignes du nouveau déterminant, les opérations 
L + L2 — L; et L3 <— L3 + Li donnent : 
1 —3 —2 
AA) == DO = 0 IE D, 
0 0 X —2 


Ainsi, sp(À) = {1,2}. 
On obtient le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 en résolvant le 
système AX = X soit : 


= + Sy + 22 —=0 
—2x + Ay + 23 =0 
2% — 3y —  z —0. 


Notons ÆE1, F2 et E3 les équations de ce système. En effectuant les opérations 
E> + E2 — E; et E3 + E3 + E1, on montre que ce système est équivalent à 
æ=y=—z2. Ainsi E1(A) = Kw, où : 


L'étude du sous-espace propre associé à la valeur propre 2 conduit au système : 
2x 3y 2z = 0 
2x 3Y 22 = 0 
2x — 3y — 22 = 0, 
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équivalent à 2x — 3y — 2z = 0. On obtient E2(A) = IKu2 © IKus où : 


3 1 
V2 = 2 et U3 — 0 
(0) 1 


e Comme les sous-espaces propres sont en somme directe d’après la proposition 3 de 
la page 59, C = (v1,v2,v3) est une famille libre donc une base de vecteurs propres. 
Ainsi, la matrice À est diagonalisable. 

La matrice de passage de la base canonique à € est : 


1 3 1 
P = 1 2 0 | 
—1 O0 I 
1 O O0 
On peut donc conclure que PAP = | O0 2 0 
0 0 2 


p 
Proposition 36 D'après la proposition 3 de la page 59, la somme @ Ex, est directe. 
i=1 


e Supposons (i). Puisqu'il existe une base de vecteurs propres de u, la somme di- 
p 
recte @ E\, contient Æ, ce qui implique (ii). 
i=1 
p 
e La somme @ FE, étant directe, on a : 


dim (& E), ©) = 3 dim E\, (u). 


On en déduit que (ii) = (iii). 
e Supposons (iii). En réunissant des bases de chaque sous-espace propre de uw, on 
obtient, d’après la proposition 3 de la page 59, une famille libre de n vecteurs propres 
de u ; ce qui prouve (i). 
Exercice 12 La matrice À est triangulaire, de polynôme  caractéris- 


tique XA = (X — 0 Elle possède donc 1 comme valeur propre triple. Si elle 
était diagonalisable, son endomorphisme canoniquement associé serait égal à IdRs, 
ce qui équivaut à À = 13. Comme ce n’est pas le cas, À n’est pas diagonalisable. 


Exercice 13 Pour P 0, on a deg(P’) < deg(P) ; par suite P’ = D, (P) = ÀP est 
impossible avec À 4 0. Ainsi sp(D) € {0}. 
Comme Ker(D,) = IKo[X] # IK,[X], l'unique valeur propre de D, est 0 et D, n’est 
pas diagonalisable. 


Corollaire 38 Comme deg(xx) = n, l'endomorphisme u possède n valeurs distinctes si, 
et seulement si, x, est scindé à racines simples. 


D'après le corollaire 31 de la page 70, chaque sous-espace propre est alors de dimension 1. 
nm 
Si sp(u) = {A,...,X,}, on a donc ÿ dimÆ,, (u) = n = dim Æ. On conclut avec la 


i=1 
proposition 36 de la page 72. 
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Exercice 14 Le polynôme caractéristique de À, égal à (X — 1)(X — 4)(X — 6) est 
scindé simple donc À est diagonalisable. 


Exercice 15 


1. 


Soit x € IR. En retranchant la deuxième colonne de la matrice xl3 — À de la 
première, puis en ajoutant la dernière colonne à la deuxième, on obtient : 


zæ—1l —1 1 T 0 1 
Xu(æ)=| -1 æ-1 1 |=|-x æ-2 1 
—1 —1 x-1 0 x—2 x—-1 
En ajoutant la première ligne à la deuxième, on obtient : 
be 0 1 
z—2 0 
Xu(x)=| 0 æ-2 0 =t| _o ii [-5@-06-2. 


0 x—-2 x—-1 
Comme v, est scindé à racines simples, u est diagonalisable. On obtient facilement 
les résultats suivants : 


1 1 
Eo (u) = Vect | —1 E (u) = Vect | —1 Es (u) = Vect | 1 
0 —1 1 


Soit F Æ {0} un sous-espace stable par u et ur l’endomorphisme induit par u 
sur F. D’après la proposition 27 de la page 69, x4, divise xx et, comme y, est 
scindé à racines simples, il en est de même de x... 

Par suite, ur est diagonalisable et, comme un vecteur propre de ur est un vecteur 
propre de u élément de F', on en déduit que F' est une somme de sous-espaces 
propres de u, puisque ces sous-espaces propres sont de dimension 1. 

Il est clair que, réciproquement, toute somme de sous-espaces propres de uw est 
stable par u. 

En conclusion, les sous-espaces stables par u sont : 

e {0jet FE; 

e les trois droites propres Eo(u), E1(u) et E2 (u) ; 

e les trois plans Eo(u) ® Ei(u), E1(u) ® Ex (u) et E2(u) @ Eo (u). 


Théorème 39 On pose F— @ Eu). 


ÀEsp(u) 


D'après la proposition 36 de la page 72, u est diagonalisable si, et seulement si, F = E 
donc si, et seulement si, dim F = dimÆ. Or, d'après la proposition 30 de la page 70, 
pour tout À € sp(u), on a dimÆE\(u) < m(A). Ainsi, : 


dim F = >. dim E\(u) < . m{(À) < deg(xu) = dimE£. 
XEsp(u) XEsp(u) 


Par suite, u est diagonalisable si, et seulement si : 


VAesp(u) dimE(u)=m(x) et). m(A) = deg(xu): 
À€sp(u) 


c'est-à-dire si, et seulement si : 


V\esp(u) dimÆEj(u) = m(À) et Xu est scindé. 
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Exercice 16 


1. Soit x E IK. En retranchant la troisième ligne de la matrice x13 — À de la première 
ligne, on obtient : 


Her 2 3 & +2 0 = 2 
XA(æ)=| —-2 x—-2 —6 |—=| -2 x—2 —6 
—1 —2 x—1 —1 —2 zæ—1 


En ajoutant la première colonne à la troisième, puis en développant par rapport 
à la première ligne, il vient : 


GED .—2 0 
Ya) = =. 2 =8 
1 =? F=2 


Le polynôme caractéristique x A est donc scindé. 


e La valeur propre 6 étant simple, on a dim Æ6 (A) = 1. 
L 2 3 

e La valeur propre —2 est double et A+213 = | 2 4 6 est de rang 1. On 
1 2 3 


déduit du théorème du rang que dim Æ£_2 (A) = 


Les deux conditions du théorème 39 de la page 74 étant vérifiées, la matrice À est 
diagonalisable. 


2. e En reprenant la matrice A + 213, on constate qu’une équation de E_32 (A) 
est x + 2y + 3z = 0. On en déduit qu’une base de ce sous-espace propre est, 
par exemple : 


4 2 
(U,V) avec U = 0 et V—=| —-1 
—1 0 
—7 2 3 
e La matrice À — 613 — 2 —4 6 étant de rang 2, le sous-espace 
1 2 —5 


propre E6 (A) est caractérisé par deux équations linéairement indépendantes, 
par exemple : 

2x — Ay + 6z2=0 (E1) 

x + 2y — 5z=0 (E2) 


On obtient un système équivalent, en remplaçant l'équation (Æ1) par l’équa- 
tion & x (E1) + (Æ2), ce qui donne : 


2x — 22 = 0 
x + 2y — Dz — 


| 
(==) 
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On en déduit facilement que W — 2 est un vecteur propre associé à la 


valeur propre 6. 


La famille (U, V,W) est alors une base de vecteurs propres de A et si l’on note P 
la matrice de passage de la base canonique à cette base de vecteurs propres, on a : 


% 2 ! —2 O0 0 
Fe 0 —1 2 et PAP — 0 —2 0 
—1 0 1 0 O0 6 
Exercice 17 
g=9 À à 
e Soit relK.Ona xa(x)=| —1 x  —2 
—1 1 æ—3 
En ajoutant la deuxième colonne à la première, on obtient : 
æ—1 I —2 1 1 —2 
Ml=ltel à 2 STE æ 2 
0 1 x—3 D L'&ea 


En retranchant la première ligne de la deuxième ligne, puis en développant par 
rapport à la première colonne, il vient : 


1 1 —2 
xa(æ)=(x-1)0 æ-1 0 |=(x-1)"(x-3). 
0 1 ZT —3 


Le polynôme y1 est donc scindé, et la matrice À admet 3 pour valeur propre 
simple et 1 pour valeur propre double. D’après le corollaire 31 de la page 70 et le 
théorème 39 de la page 74, À est diagonalisable si, et seulement si, le sous-espace 
propre pour la valeur propre 1 est de dimension 2, c’est-à-dire si, et seulement 


1 —1 2 
si, r& (A — 13) = 1. C’est le cas puisque À — 13 = | 1 —1 2 
1 —1 2 


e Une équation du sous-espace propre pour la valeur propre 1 est x — y +22 = 0. 
On en déduit qu’une base de ce sous-espace propre est, par exemple : 


1 0 
(U,V) avec U= | 1 êt. F= | 2 
0 1 


Un vecteur | y | est élément de E3 (A) si, et seulement si : 
A 


T+y—-22=x—-3y+2z2=x—y—O0. 


Cela équivaut à x = y =. 


On en déduit que E3 (A) = Vect (W}), avec W = | 1 
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La famille (U,V,W) est donc une base de vecteurs propres de À et, en no- 


1 O0 1 1 O0 0 
tant P= | 1 2% 1 |.ona P-AP= | 0 1 0 
0 1 1 0 0 3 
U X 
Pour inverser la matrice P, on résout le système P | y _ Y ]. On ob- 
2 Z 
tient : 
x = X+Y —-27 1 1 1 —2 
y ==X+Y donc P !1= 5 il. À 
z = X-Y +27 1 —1 2 
e Un dernier calcul donne finalement : 
1 DO O0 37+1 1-37 2xX37—-02 
VReIN. AePl| 0 1 0. [Ptez) Se 1 = var 
0 0 3” gt] 13% 2+«37 


Exercice 18 Le polynôme caractéristique associée à cette récurrence linéaire est : 


P=XŸ+6X?+11X +6. 
On constate que —1 est racine de P, puis que : 
P=(X+1)(X°7+5X +6) =(X +1)(X +2) (X +3). 


En utilisant la méthode présentée, on prouve qu'il existe trois réels a, B et 7 tels 
que : 


VnEIN uw =a(-1)}" +8(-2)"++(-3)". 


Pour déterminer a, B et y, on utilise les valeurs de uo, u1 et u2, ce qui conduit à 
la résolution du système : 


a B 7 = 1 


a 25 ay = Ù 
a + 48 + 97 = 2. 


Les opérations élémentaires Lo &+ Lao — Li et La + L3 — L; donnent le système 


équivalent : 
GR BE te À 
B + 2y = —1 
5 E 6% = L 
L'opération L3 + L3 —3L2 donne le système équivalent : 
CS D | 
B + 2y = —1 
2% = À. 


On en déduit y = 2, 8 = —5 et a = 4. On a donc établi : 
Vn EN un =4(-1)" —-5(—-2)" +2(-3)". 
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Exercice 19 
1. On a immédiatement : 


Vk € [0, p nn 2] AFE% —= Ep41, 
d’où l’on déduit par récurrence : 


Vkef[0,p-1] AE = Ex. 


p—1l 
2. Ona AË,_1 = — Y ax Ex, c’est-à-dire : 
k=0 


si 
APE —— > ar AE. 
k=0 

Par suite, xA4 (À) Eo = 0. 

3. Pour keÏI1,p—-1],ona: 
XA (4) Ex = XA (4) AŸEo = Afx4 (A) Eo = 0, 
en utilisant la commutativité de IK [A]. 
Comme (Æ6,...,E,-1) est une base de IK?, on en déduit x4 (A) = 0. 


Exercice 20 Notons F,; = Vect ((u* C) En , 
e Si Fest un sous-espace vectoriel de Æ stable par uw et contenant x, on a : 
VkEIN wŸ(x)eF, 


donc F, € F. Comme F, est stable par uw et contient x, F, est le plus petit 
sous-espace vectoriel de Æ stable par u et contenant x. 


e La famille (u* CD 
de montrer qu’elle est génératrice pour conclure. 
Soit y € F,. Il existe P € IK[X] tel que y = P(u)(x). 
Par ailleurs, la famille à p + 1 éléments, (u* Glisse est liée donc il 
existe T € IK,[X] non nul tel que T(u)(x) = 0. 
On effectue la division euclidienne de P par T : 
P=QT+R avec deg(R) < p. 
On en déduit y = P(u)(x) = Q{(u)o T(u) (x) + Ru) (x). Comme T '(u) (x) = 0 
et deg(R) < p — 1, on a alors y € Vect ((u (x)) 


de vecteurs de F, contient p éléments, il suffit donc 


ee 


En conclusion, la famille Qui (x)) engendre F,, c’est est donc une base. 


OSk<p—1 


Théorème 43 Soit x € E \ {0} et F, le plus petit sous-espace vectoriel de Æ stable 
par u et contenant x dont on note p la dimension. D'après le lemme précédent, 
(u* CP est une base de F; donc il existe (ao,...,ap-1) € IK? tel que 


p—1 
uP (x) = — > agu* (x). Il en résulte que la matrice A de l'endomorphisme induit up, 
k=0 


par u sur F, dans la base (u* (ee est une matrice compagnon. 
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Or, d'après les exercices 10 et 19, comme À est une matrice compagnon, x4A(A) = 0. Par 
conséquent, Xur, (ur,) — 0 D'après la proposition 27, x, divise x, donc xu (ur,) = 0. 
Comme x € E,, on peut écrire : 


Xu (u) (x) = Xu (ur, ) (x) = 0. 


Cette dernière égalité a été établie pour tout x € E\ {0} et elle est évidente pour x = 0. 
On en déduit que xx (u) = 0. 


Exercice 21 On a vu que X4(X) = X* —3X?+3X — 2. En appliquant le théorème 
de Cayley-Hamilton, on obtient A* — 34? + 3A — 2]; — 0. On en déduit : 


Exercice 22 
1. La famille (P1,...,P,) est constituée de r = dimlK,_1[X] éléments de IK;_1[X]. 
Il suffit donc de prouver sa liberté pour en déduire qu’elle est une base de IK,_1[X]. 


Soit (u1,...,ur) € IK° tels que ÿ m;P; = 0. 
i=1 


Soit kE [1,r], on a 0 = JS K;P, (ax) = uxPx(ax). Comme les a; sont distincts, 


i=1 
on a Px(azx) Æ 0 donc x = 0. Par suite, la famille (P1,...,P,) est une base 
de IK;_1[X] . 
2. Comme le polynôme constant égal à 1 appartient à IK,_1[X] = Vect(P:,...,P,), 
Tr 
il existe des scalaires u1,...,u, tels que 1 = ÿ° u;P;. Par conséquent, en évaluant 
i=1 


T° 
en u cette relation, on à Idg = > u;P;(u). 
i=l 


3. Soit reEetieli,r],ona (u — À; Idg) (P;(u)(x)) = P(u)(x) = 0 donc: 
P;(u)(x) € Ker(u — a; Idg). 


donc : 


M 


4. Pour tout ze E,ona x = Idg(x) = iPi(u)(x) 
Ii —sr— 
EKer(u—a; Idg) 


t 


E C ŒKer(u — a; Idg). 


i=1 
Une base adaptée à cette décomposition est alors une base de diagonalisation de u. 


Remarque On n’est pas assuré que les sous-espaces vectoriels Ker (u — a; Idg) 
ne soient pas réduit à {0}. Par conséquent les a; ne sont pas nécessairement 
tous valeurs propres, mais on a l'inclusion sp(u) € {a1,...a,}. 
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Corollaire 47 En effet, u étant diagonalisable il admet, d'après le théorème 45, un poly- 
nôme annulateur scindé à racines simples. Celui-ci annule également ur donc d'après le 
même théorème, ur est diagonalisable. 


Exercice 23 Comme u est diagonalisable, on à, d’après la proposition 36 de la page 72 : 


E=@EX, (u) 


où ÀA1,...,), sont les valeurs propres distinctes de u. 


Soit à € [1,p], d’après la proposition 2 de la page 59, Ex, (u) est stable par vw. Si 
l’on note v; l’endomorphisme induit par v sur E,, (u), alors, d’après le corollaire 47 
de la page 82, il est diagonalisable. Il existe donc une base de Æ,, (u) constituée de 


vecteurs propres de v et de u (car ils appartiennent à Æ\, (u)). 


Par conséquent, il existe une base de constituée de vecteurs propres de v et de u, 
c’est-à-dire une base de diagonalisation commune à u et v. 


Théorème 50 D'après la proposition 48 de la page 83, il est équivalent d'établir le résultat 
pour les matrices ou pour les endomorphismes. 


Si un endomorphisme u est trigonalisable, alors son polynôme caractéristique est égal 
à celui d'une matrice triangulaire supérieure; il est donc scindé sur IK, d'après la 
proposition 19 de la page 67. 

Montrons la réciproque par récurrence. Pour n = 1 il n'y a rien à prouver. 
Supposons le résultat vrai au rang n > 1 et considérons u € L(E) avec dim E = n+1 
et Xu Soit scindé. 

Comme x, est scindé il possède une racine. Par conséquent, il existe À € sp(u) et x 
un vecteur propre associé. Complétons x en une base B de E de sorte que : 


Matg(u) — ( à à | 


où le bloc nul est une colonne de M, 1(IK), LE MialK) et À € MK). 

En développant le polynôme caractéristique de u par rapport à la première colonne, on 
obtient Yu (X) = (X — À) x4 (X). Comme x, est scindé sur IK, on en déduit que x 4 
l'est également. D'après l'hypothèse de récurrence, l'endomorphisme canoniquement 
associé à À est trigonalisable, il existe donc P, € GLA(IK) tel que P, !AP, soit 
triangulaire supérieure. 

. 1 0 a 7 

Notons P,}1 la matrice par blocs P,+1 = . I s'agit d'une matrice inver- 


1 0 nu 
sible d'inverse Pres ( 0 P-1 h 


Un produit par blocs donne alors : 


1 O0 À L 1 0 
PhMate(u) Pau = (6 Ale s) ».) 


Co mua)(or)=(e rm) 


Ainsi Ph Matg(u u) Ph+1 est triangulaire supérieure, ce qui permet de conclure que u 
est trigonalisable. 
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Exercice 24 Le polynôme caractéristique de ur divise celui de u qui est scindé. Ainsi, 


le polynôme caractéristique de ur est scindé donc ur est trigonalisable. 


Exercice 25 Comme cela a été vu en remarque, il existe une base (u,v,w) telle que, 


en notant P la matrice de passage de la base canonique de IKŸ à cette base, on ait : 


À 0 a 
P-'AP = Ü à p 
0 0 x 


Soit (a,b,c) € IK° et f l’endomorphisme canoniquement associé à À. 


On pose w’ = au + bu + cw avec c non nul de sorte que la famille (u,v,w') soit une 
base. 


On a alors : 


f(w') = alu + buv + : + Bo + uw) = (aÀ + ca — ai) u + (bu + cB — bu) v + uw’. 


Ainsi, on en = , de sorte que la matrice de f dans la base (u,v,w') soit 


0 
égale à cB 
) mn 

Comme dimÆ, = 1,ona 8 Z 0 et l’on prend c = 1/6 pour obtenir la forme 


annoncée. 


Exercice 26 


1. Pour le calcul de Y4 (X), notons C1, C2 et C3 les colonnes de la matrice X 73—A. 
L'opération C2 + C2 +201 — C3 donne : 


X 2X —3 
XALXI=) L —6 
=2 =X À +10 


En notant cette fois Li, L2 et Là les lignes du nouveau déterminant, les opérations 
L + Li —-213 et L3 + L3 + L2 donnent : 


2 ÿ à 
xA(X)=X| 1 1 6 |=X(X+1). 
= Ÿ +4 


Les valeurs propres de À sont donc 0 et —1 de multiplicité respectives 1 et 2. De 
plus, comme la matrice : 


|. $ & 
AR t OS 6 
ds ={d 0 


n'est pas de rang 1, on a dim Æ_; (A) # 2. 


D'après le corollaire 40 de la page 74, la matrice À n’est pas diagonalisable. 
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2. Comme yA1 est scindé, la matrice À est trigonalisable, d’après le théorème 50 de 
la page 83. En étudiant les systèmes AX = 0 et AX = —X, on obtient facilement 


que : 
2 
e Eo(À) = Vect (u), avec u = LL): 
—] 
3 
e E_1(A)= Vect(v), avec v = 3 
—4 
On peut compléter (u,v) en une base de M3:1(IlK) à l’aide, par exemple, du 
1 2 3 1 
vecteur w = | O0 |. En notant P — il n : la matrice de passage 
0 —1 —4 
de la base canonique de IK° à la base (u, v, w), il existe (a, 8,7) € IK*° tel que : 


0 0 a 
P-TAP= | 0 —1 B 
0 0 7 
4 
On peut soit calculer P-1 — —1 et obtenir, par un simple calcul 
—5 
0 0 
matriciel, PAP = | O —1 
0 O0 —1 
0 
On peut aussi obtenir Aw = | —1 | = 2u — v—w par résolution d’un système ; 
2 
0 0 2 
on en déduit que PAP = O0 —1 —1 
0 O0 —1 


Exercice 27 
x — 14 18 18 


1. Soit x € IK. Pour calculer YX4(x) = 6 æ+7 9 |, retranchons la 
2 3 2e | 
deuxième colonne de la troisième ; il vient : 
x—14 —18 0 x—14 —18 0 
XA (x) = 6 x+7 —-x+2 | =(x—2) 6 +7 —1 
2 3 +=2 2 3 1 


En ajoutant la dernière ligne à la deuxième, puis en développant par rapport à la 
dernière colonne, on obtient : 
xæ—14 —18 O0 
xA(æ)=(x-2)| 8 æ+10 0 |=(x—2)(x? — 4x +4) = (x 2). 
2 3 1 
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Ainsi YA est scindé et admet 2 pour racine triple. 
Comme À £ 21;, on a E2 (A) Z IK* et donc À n’est pas diagonalisable. 


2. Le sous-espace propre de À pour la valeur propre 2 est de dimension 2 puisque 


12 18 18 
la matrice À — 213 = —6 —9 —9 est de rang 1 : c’est le plan de IK° 
—2 —3 —3 
d’équation 2x + 3y + 3z = 0. 
12 
3. On constate que U = (A—213)V = | —6 | n’est pas nul et appartient au plan 
—2 
d’équation 2x + 3y + 3z = 0 ; c’est donc un vecteur propre de À pour la valeur 
propre 2. 
3 
Le vecteur W = | —2 appartient à Æ2 (A) et, comme la famille (U,W) est 
0 


libre, c’est une base de ce plan. 
Comme (A —213) V Æ 0, le vecteur V n'appartient pas à ÆE2 (A). On en déduit 


que la famille (U, V,W) est libre; c’est une base de IK°, puisqu'elle comporte trois 
vecteurs. 


4. La base (U, V,W) de IK* vérifie : 


AU = 2U 
AV = U+2 
AW = 2W. 


D'après la formule de changement de base pour la matrice d’un endomorphisme, 
la matrice de passage de la base canonique de IK° à la base (U, V,W) convient. 


12 1 3 
En conclusion, la matrice P = | —6 0 —2 | e GLa(lK) vérifie : 
—2 0 0 
2 1 0 
PP AP= | 0 2 0 
0 0 2 


Exercice 28 
La matrice À, élément de M,(C), étant trigonalisable, donnons-nous une ma- 
trice P € GL,(C) telle que T = PAP soit triangulaire supérieure. Notons : 


T = (ti) et V&EIN T*= cn 


1<i,j<n i, he 


Comme T est triangulaire supérieure, on sait que les T* sont également triangulaires 
supérieures et l’on connaît leurs coefficients diagonaux : 


VEEIN Viefln] #1 =4f. 
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Par ailleurs, les coefficients diagonaux de T' sont les valeurs propres de À, chacune 
répétée autant de fois que son ordre. Vu les hypothèses, on a : 


Vj € [2,p] \° = () quand k# — +oo. 


Si l'on note a1 l’ordre de la valeur propre À, on a donc Tr(T*#) + af. 


Comme les matrices T* et A sont semblables, elles ont même trace et, par 
suite, Tr (A) = a}. Par quotient d’équivalents (possible, car À Z 0), il vient : 


Tr (ARE) art! 


7 = À. 
Tr (AF) a XE : 


Le résultat annoncé est donc établi. 
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S’entraïîner et approfondir 


1 2 —2 
2.1 Soit À — 2 1 —2 |. Déterminer une matrice P inversible et une matrice D 
2. 2 3 


diagonale telles que À = PDP”. 


s 0 8 
2.2 Soit B = 3 —1 6 
—2 O0 —5 
1. La matrice B est-elle diagonalisable ? 
—1 0 O0 
2. Montrer que matrice B est semblable à 0 —1 
0 0 — 
2.3 Diagonaliser la matrice réelle de taille n : 
0 1 0 0 
1 0 1 
È . 0 1 
RS SE 


(les éléments d’indices (i,j) avec |i — j| = 1 valent 1, les autres sont nuls). 


Indication : Il s’agit d’un exercice classique où il est difficile d'obtenir le polynôme 
caractéristique de À sous forme factorisé. On déterminera donc les éléments propres 
par la résolution de systèmes. 


x 2.4 Soit u un endomorphisme de IR” vérifiant u? + u + Idpr = 0. 


1. Soit F un sous-espace stable par uw et x # F. Montrer que Vect (r,u(x)) est un 
plan, stable par uw et en somme directe avec F. 
2. Montrer qu'il existe une base de IR” dans laquelle la matrice de u est diagonale 


par blocs de blocs ( ‘Re 


ne: ) et, qu’en particulier, n est pair. 


2.5 Déterminer les sous-espaces stables par l’endomorphisme uw canoniquement associé à 
la matrice réelle : 


0 I 1 
A=!| 1 0 0 
0 à 1 
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2.6 


2.7 


2.8 


2.9 


2.10 


2.11 


2.12 


2.13 


Exercices 


Soit À € Ma(IiR). On suppose que —1 et 1 sont des valeurs propres de À et que 
At = A2, Montrer que À est diagonalisable. 


Soient Æ un IR-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que f? = — Idg. 
1. Donner un exemple en dimension 2. 


2. Montrer que les racines du polynôme caractéristique de f sont imaginaires pures. 
En déduire que la dimension de ÆE est paire. 

3. Montrer que, pour tout x € Æ, le sous-espace vectoriel Vect(x, f(x)) est stable 
par f. 

4. On pose dim(ÆE) — 2n. Montrer l'existence d’une famille (e1,...,e,) de vecteurs 
de Æ telle que (e1, f(e1),...,e», f(en)) soit une base de E. 


5. Écrire la matrice de f dans cette base. 


Soit M € M 4(IR). 


Montrer que MM et ‘MM ont les mêmes valeurs propres non nulles. 


Donner un exemple où elles n’ont pas les mêmes valeurs propres. 


Soit À une matrice de M, (IR) vérifiant A(A? + A +1,) = 0. 


Montrer que le rang de À est pair. 


Soit À € M, (IR) telle que : 
A —3A—51, —=0 


Montrer que À est de déterminant strictement positif. 


Soit À € MA(IR) telle que A = 0 et A4? Z 0. 
Déterminer la dimension de C4 = {A € M(IR) | AM = MA}. 


Indication. On pourra commencer par prouver l'existence d’un vecteur X tel que 
la famille (X, AX, A?X) soit une base de Ma3a1(lR), puis utiliser cette base pour 
démontrer que CA = Vect(I3, À, A?). 


Soit À € Ma (Z). 
On suppose qu’il existe un entier naturel non nul p tel que AP = I. 


Montrer que Al? = J. 


Soient f et g deux endomorphismes d’un €C-espace vectoriel Æ de dimension finie 
tels que f? = 9? = Idg et fog+gof — 0. Montrer qu’il existe une base de E dans 


; z Th 0 0 fn 
laquelle f et g sont représentés par ( 0 —I, ) et ( I, O0 ). 
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2.15 


2.16 


2.17 


2.18 


2.19 
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Pour P E IR,[X], on pose &(P)(X) = P(6 — X). 


Déterminer les éléments propres de 4 ; l’'endomorphisme % est-il diagonalisable ? 


0 a  b 
Soit a, b, c dans IK*. Étudier la diagonalisabilité de | 1/a 0 c 
1/b 1/c 0 


Soient À, B € M,{(C) deux matrices telles que sp(A) Nsp(B) = S. 
1. Montrer que XA(B) € GLa(C). 
2. Soit X € M,(C). Montrer : AX=XB<e X =0. 


3. Prouver que pour toute matrice M € M,{(C), il existe une unique ma- 
trice X € M, (C) telle que AX — XB = M. 


Soit p un projecteur d’un espace vectoriel Æ de dimension finie n > 2, avec p # 0 
et p # Idg. On définit ÿ € L(L(E)) par : 


VIEL(E) p()=3 bof+fon). 


Montrer que & est diagonalisable. 


On pourra utiliser une base adaptée à E = Imp@ Kerp et raisonner matriciellement. 


0 1 1 
Soit A= | 1 0 1 | eM3(K). 
1 1 0 


1. Déterminer les éléments propres de la matrice À. Cette matrice est-elle diagona- 
lisable ? 


2. Calculer A” pour n € IN. 


Soit À et B dans M, (€). On suppose qu’il existe P Z 0 dans M, (€) telle que 
AP= PE; 


Le but de l’exercice est de montrer que À et B ont une valeur propre commune. 


1. Traiter le cas où P = J,, avec J, — ( . : ). 


2. Soit PE M,(C) de rang r > 1. 
Montrer qu’il existe (U, V) € G£, (C)” tel que UPV = J,. 
3. Conclure. 
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2.21 


2.22 


2.23 


x 2.24 


2.25 


x 2.26 


Exercices 


Soit Æ un espace vectoriel de dimension finie. 
On considère (f,g) € L(E) tel que go f— fog= af,avec à 0. 
1. Montrer que : VkeIN go f*— féog=akf". 
2. En déduire que f est nilpotent, c’est-à-dire qu’il existe un entier k € IN* tel 
qué ff = 0. 
On pourra utiliser w: £L(E) —> £L(E) 
U HD gOU—UOG. 


Soit E = M, (IR), avec n > 2, et (a,b) € IR?. On définit u € L(E) par : 


VMEE u(M)=aM +b‘M. 


1. Montrer que u est diagonalisable. Déterminer ses éléments propres. 
2. Calculer Tr(u) et det (u). 


Soit f € GL(E), où E est un espace vectoriel complexe de dimension finie. On 
suppose f? diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable. 


1 —3 3 1 1 O0 
Montrer que A= | —2 —6 13 est semblable à B = | 0 1 1 
—1 —-4 8 0 O0 1 


Soit Æ un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. On considère 
deux endomorphismes u € £L(E) et v € £L(E) qui commutent, c’est-à-dire tels 
que UoU—=vOoU. 

Montrer qu’il existe une base de Æ dans laquelle les matrices de u et v sont trian- 
gulaires supérieures. 


1 O0 O0 
Déterminer les matrices U € M3 (IR) telles que U? = | 1 1 0 
1 O0 4 


Soit Æ un espace vectoriel complexe de dimension finie n et u € £L(E). On appelle 
commutant de w le sous-espace vectoriel suivant de £L(E) : 


C(u)={veL(E)|vou=uov}. 
Trouver la dimension du commutant de u dans les cas suivants. 


1. Le polynôme caractéristique de u est scindé à racines simples. 


2. L’endomorphisme « est diagonalisable, avec sp (u) = {A1,2,...,À,}, les valeurs 
propres étant d’ordres respectifs @1,@2,...,@». 
3. Ilexiste 0 € E tel que (xo,u(xo),...,u"-!(x0)) soit une base de E. On fournira 
une base de C'(u). 
On pourra utiliser l’application $ : C(u) — E 
U + v(xo). 
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2.27 Soit (uy)nen une suite vérifiant : 
(uo, ui, u2) = (—1, 3,2) et Vn EIN uni3 = 16un — 2Ounr1 + Sun+2. 


Pour tout n € IN, on pose Un = (un, Un+1; Un+2)- 
1. Déterminer une matrice À vérifiant Vn E IN U,:1 = AU,. 


2. Déterminer le polynôme caractéristique de À. La matrice À est-elle diagonali- 
sable ? 


3. Montrer que À est semblable à la matrice 


2 
B=| 0 
0 


© ND 
& © © 


4. En déduire que : 


Vn e IN un = SX 27 + En2" — À x 4". 
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Solution des exercices 


2.1 L'opération élémentaire C3 + C5 + C2 + C3, donne : 


KI 2 l. 2 2 
xA(X)=| 2 X-1 2 |=(X-1)|1 X-1 2 
EE Lu. X+5 


En retranchant la première ligne aux deux autres, on a alors : 


1 —2 2 
xA(X)=(X-1)|0 X+1 0 |=(X-1)(X +1). 
0 0 PR 
Les valeurs propres de À sont donc 1 de multiplicité 1 et —1 de multiplicité 2. 


On détermine le sous-espace propre E; en résolvant le système : 


2y—22 — 0 
2x —2z —= 0 
PRE y=dé —=, 0 
1 
qui est équivalent à x = y = z. On a donc E3 = IRf; avec fi = 1 
1 
On détermine le sous-espace propre E_; en résolvant le système : 
2æ+2y—22z —= 0 
2æ+2y—22 — 0 
2æ+2y—22 —= 0 
qui est équivalent à 2x + 2y — 2z = 0 donc : 
Es y = }} : e IK? 
z 0 
—] 1 
Ainsi E_1 = Rf2 2 1Rf3 avec f2 = À et f3 = | 0 
0 1 


Puisque dim E; + dim Æ_1 = 3, la matrice À est diagonalisable et (f1, f2, f3) est une 
base de diagonalisation. Par conséquent : 


L ü 
A=P| 0 -1 0 |P ! 
D © “1 
avec : 
Li T | 
P=|1 10 et PL= | 1 0 1 
1 O0 1 12 
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2.2 1. En développant par rapport à la deuxième colonne, il vient xB(X) = (X + D” 
La matrice B n’a donc qu’une valeur propre : —1. Si elle était diagonalisable, 
alors elle serait égale à la matrice —13 ce qui n’est pas le cas. La matrice B n’est 
donc pas diagonalisable. 

2. On cherche une base (f1, f2, fa) telle que f1 et f2 soit des vecteurs propres de B 
et que Bf3 = f2 — f3 c'est-à-dire C'f3 = f2 avec C'= B +3. 
Si l’on prend un vecteur f3, alors comme C? = 0, le vecteur C'f3, s’il est non nul, 
est un vecteur propre de B. Il suffit donc de ne pas prendre f3 dans Æ_; puis de 
compléter f2 = Cf; en une base (f1, f2) de E_1 pour conclure. 


On détermine E_; en résolvant le système : 


Ax+8z — 0 
3æ +62 —= 0 
—2x —4z —= 0 
qui est équivalent à x +2z = (. 
0 
Ainsi, le vecteur f3 = | 0 n'appartient pas à Æ_1. Comme les vecteurs : 
1 
8 0 
2 = Cfs = 6 et =] À 
—4 0 


forment une base de E_:, la famille (f1, f2, f3) est une base dans laquelle l’endo- 
morphisme ug canoniquement associé à B a pour matrice : 


—1 0 0 
O —I 1 
0 0 —1 
La matrice B est donc semblable à la matrice annoncée. 
—] 0 0 
Plus précisément, on a P-1BP = O0 —1 1 | avec: 
0 0 —1 
0 8 0 1 —6 8 0 
P=|1 60 et Pri=- 1 0 0 
0 —4 1 81 4 0 8 


2.3 Soit X = (x;)i<i<n un vecteur propre de À associé au scalaire À. Il est donc non nul 
et vérifie le système : 


—ÀX1 + To = 

LI — À + T3 — 0 
Ln—2 — Adi + Tn _— 0 
En-1 — Àln = 
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Si l’on pose to = 0 et æh41 — 0, la suite (xx)ogk<n+1 est le début d’une suite 
vérifiant la relation de récurrence linéaire d’ordre deux : 


Ep-2 — Àtk-1 + Tk = 0. 
L'équation caractéristique associée est X2 — ÀX +1 de discriminant À = X? — 4. 
On étudie les différents cas suivant le signe de A. 


e Si A —0 c'est-à-dire si À = +2, alors l'équation caractéristique admet une racine 
double £ = +1 et il existe des scalaires à et 5 tels que : 


Vke[0,n+1] xx = ae + Bke*. 


Comme %0 = Zn+1 = 0, on obtient à = B = 0 ce qui contredit la non nullité 
de X. 
e Si À > 0, alors l'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes r1 
et r2 = 1/r1 et il existe des scalaires a et B tels que : 
Vkef0,n+1] xx = arf + Bré. 


Comme 6 = Zn+1 = 0, on obtient à = —B et (Eee — 1) — Ô, ce qui est 
1 


impossible car r1 £ 1 et X £ 0. 


Par conséquent, si À est valeur propre, alors À < 0. Il existe donc 0 € ]0,7| tel 
que À = 2 cos 0. Les racines de X?— ÀX +1 étant e et e*, il existe des scalaires a 
et 5 tels que : 
VkelÏ0,n+1] xx = ae + Be-tkë, 
La relation zo = 0 entraîne a + 5 = 0 et : 
VkE[0,n +1] xx = 2aisin(k6). 


La relation æ,11 = 0 et la non nullité de X implique que sin ((n — 1)6) = 0, c'est- 
ÊT 

1 

Il suffit alors de remonter les calculs, pour prouver que, pour tout £ de [1,n], le 


vecteur : 
k 
XY —= (sin us ) 
n+l keTi,n] 


T 
est un vecteur propre de À associé à la valeur propre À, = 2 cos af 
nm 


Les réels À, avec LE [1,n], étant deux à deux distincts du fait de l’injectivité de la 
fonction cos sur [0,7], la matrice À est diagonalisable sur IR de spectre : 


pa) = from ( ) sea) 


et la famille (X4)sep1 np et une base de diagonalisation. 


LEZ. 


à-dire que 0 est de la forme 
n 


Remarque En fait, la matrice À est symétrique réelle et le théorème spectral (cf. le 
théorème 16 de la page 185) prouve a priori qu’elle est diagonalisable et que la 
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base (Xy) ten] dont les vecteurs sont associés à des valeurs propres deux à deux 
distinctes est orthogonale. Nous allons redémontrer cette propriété. 


Notons y — — Pour tous £ et £/’ de [1,n], on a : 


(Xe | Xe) = ÿ sin(klo)sin(kl'() 


k=1 
= 5 D cos (4 — L')ko) — à D cos ((E+ E')kv) 
k=1 k=1 


nm 
En particulier, si p est un entier non multiple de 2(n +1), alors ÿ° cos(pky) est nul 
k=1 
si p est pair et égal à —1 sinon. 


Comme £ et {’ ont la même parité et appartiennent à [1,n], il vient : 
0 si { Z L! 
(Xe Xe) = À n+1 


sinon. 
2 


Finalement, la famille ( 
n +1 


X ) est une base orthonormée de diagonali- 
LET1,n] 


sation de À. 
La matrice de passage P correspondante est donc orthogonale et P-1="'P. 


2.4 1. Supposons par l’absurde que Vect Ce, u(x)) ne soit pas un plan. Comme le vec- 
teur x est non nul, il existe donc un réel À tel que u(x) = Àx. Le réel À étant une 
valeur propre de uw, c’est une racine du polynôme annulateur X?+X +1, ce qui est 
absurde car ce polynôme n’a pas de racine réelle. Par conséquent, Vect Gi u(x)) 
est un plan. 


Pour tout (À,u) € IR?, on a : 
u (Az + pu(x)) = —ux + (À — uju(x) € Vect (x, u(x)) 


done Vect(x,u(x)) est stable par u. 
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Supposons par l’absurde qu’il existe y non nul dans FN Vect CE u(x)) . Comme 
cette intersection est stable par u, elle contient Vect (y, u(y)), qui, d’après ce qui 
précède, est un plan. Pour des raisons de dimensions, on a donc : 


FN Vect(x,u(x)) _ Vect(r, u(x)), 


puis Vect Ce, u(x)) C F', ce qui n’est pas possible car x & F. 
Ainsi, F et Vect(x,u(x)) sont en somme directe. 

2. Commençons par remarquer que si la matrice de w dans une base (e,-:-,e,) est 
de la forme annoncée, alors n est pair et pour tout k € [1,n/2], u(e2x_1) = e2x. 
Réciproquement, s’il existe une base de la forme (e1, u(e1),..., Enya; U(Eny2)), 
alors pour tout k € [1,n/2] : 


u(e2x) = U°(e2x-1) = —U((e2x-1)) — (e2k-1) = —€2x — 21 
donc la matrice de u dans cette base est de la forme annoncée. 
On considère donc l’ensemble À des entiers k tels qu’il existe æ1,...,xx de IR" 
avec (æ1,u(x1),...,æx, u(æx)) libre. 
En utilisant la question précédente avec F — {0}, on montre que À est non 


vide. Elle est également bornée puisqu’une famille libre est de cardinal inférieur 
ou égal à n. Elle admet donc un maximum que nous noterons p. Il existe alors 


des vecteurs 31,...,% de IR” tels que Cent 0) soit libre. Le 
sous-espace : 


Fe Vect(aiubl 2, 0(@)) = @ Vect(xx, u(zx)) 
k=1 


est stable par u. S'il n’est pas égal à IR”, alors il existe x,+1 € F et, d’après la 
question précédente, Vect CAT Ulis) est en somme directe avec F. 

La famille (æ1,u(x1),...,2p+1, u(æp+1)) est alors libre ce qui contredit la défini- 
tion de p. On a donc F = IR", et par conséquent Cr ai(r), — 0) est 


une base de IR". Dans cette base, la matrice de uw est de la forme désirée. On a 
aussi n = 2p. 


2.5 Le polynôme caractéristique de À est x4(X) = (X — 1)2(X + 1) et les sous-espaces 
propres sont ÆE1 = IRe: et E_1 = IRe_: avec : 


1 —1 
€1 — 1 et €E_1 — 1 
0 0 


Soit F' un sous-espaces stable par l’endomorphisme u. 


e Si F est de dimension 0 ou 3, il est respectivement égal à {0} ou IR*. 


e Si F est de dimension 1, alors F est une droite engendrée par un vecteur propre 
de À c’est-à-dire F = IRe: ou F = IRe_;. 
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e Si Fest de dimension 2, le polynôme caractéristique de l’endomorphisme induit 
est un polynôme de degré deux divisant YA. 
Il vaut donc (X — 1)” ou (X — 1)(X +1). 
Dans le premier cas, d’après le théorème de Cayley-Hamilton, F est contenu dans 
le noyau de (A — 13)? qui est égal au plan d’équation 2x — 2y — z = 0. Pour des 
raisons de dimension, F' est donc le plan d’équation 2x — 2y — 2 = 0. 
Dans le second cas, F contient un vecteur propre associé à 1 et un vecteur propre 
associé à —1. Il est donc égal à IRe; @ IRe_:. 


Ainsi, les sous-espaces stables par uw sont {0}, IR*, IRe, IRe_1. IRe1 @IRe_1 et le 
plan d’équation 2x — 2y — z = 0. 


2.6 Le polynôme X4— X2— X?(X? — 1) annule À donc sp(A) C {0,—1,1}. 

Il y à deux possibilités : 

e Soit 0 est valeur propre et alors À est une matrice carrée de taille 3 ayant trois 
valeurs propres distinctes ; elle est donc diagonalisable. 

e Soit 0 n’est pas valeur propre et alors À étant inversible, on peut simplifier par A2? 
pour obtenir À? = J3. La matrice À est alors annulée par le polynôme scindé à 
racines simples X? — 1, ce qui implique qu’elle est diagonalisable. 

Dans les deux cas, À est diagonalisable. 


2.7 1. On peut considérer une rotation d’angle T/2. 
2. Notons À une matrice représentant f. 
La matrice À est annulée par le polynôme X? + 1 dont les racines sont imagi- 


naires pures. Par conséquent, les valeurs propres complexes de À sont imaginaires 
pures. Ainsi, les racines du polynôme caractéristique de f sont imaginaires pures 
Car XA — Xf: 

Le polynôme X? + 1 étant scindé à racines simples dans €, la matrice À est 
diagonalisable dans M, (€). En notant n1 et n2 les dimensions des sous-espaces 
propres E;(A) et E_;(A), on a x4 = (X — i)"(X +i)"2. Comme Y4 = xs est 
réel et de degré n, on à n1 = n2 et n1 + n2 = n donc n est pair. 

3. Soit ve E et y € Vect(r, f(x)). 


Par définition, il existe (À, y) € IR? tel que y = Àx + yf(x) donc : 


f(y) = Af(x) + f(x) = Xf(x) — ux € Vect(x, f(x)). 

Par conséquent, Vect(x, f(x)) est stable par f. 

4. On pose dim(ÆE) = 2n et l’on va procéder par récurrence finie. 
Pour tout à € [1,n], on note #H(i) l’assertion « il existe une famille (e1,...,e;) 
de vecteurs de E telle que (e1, f(e1),...,e;, f(e:)) soit libre. » 
Initialisation : considérons un vecteur e: non nul de Æ et vérifions que la fa- 
mille (e1, f(e1)) est libre. Si ce n’était pas le cas, comme e; est non nul, il exis- 
terait À € IR tel que f(e;) — Àe1, ce qui est absurde car f ne possède aucune 
valeur propre réelle. 
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Hérédité : Supposons H{(i) vraie pour un certain à € [1,n — 1]. Il existe donc 


une famille (e1,...,e;) de vecteurs de E telle que (es, f(e1),...,e;, f(ei)) soit 
libre. Comme 2i < dim(Æ), on a E; = Vect(es, f(el),...,e;, f(e;)) Æ E. Soit 
e;y1 € E \ E;. Prouvons que la famille (e1, f(e1),...,e;1, f(ei+1)) est libre, 


c’est-à-dire que : 
(ei) # Vect(er, f(e1),...,e, (es), et). 
Supposons par l'absurde qu’il existe (Ai, 1,..., À, pu, a) € IR°*T tel que : 


fix) = V (rex + mx f(ex)) + air. 
k=1 


En appliquant f, on obtient : 
i 


(ein) = D (fer) + mx f°(ex)) + af(ei1) 
k=1 


donc 
i i 


—ei+1 — n (f(ex) + urf”(er)) + a ÿ (rer + ur f(ex)) + ei1. 


k=1 k=1 
Par conséquent, (a? + 1)e;,1 € E;. Comme a? +1 Z0 et e;,1 € E;, on aboutit 
à une contradiction. 
Ainsi, la famille (e1, f(e1),...,e;41, f(eir+1)) est libre. 


Par récurrence finie, nous avons donc prouvé l’existence d’une famille (e1,...,en) 
de vecteurs de ÆE telle que (e1, f(e1),...,en, f(en)) soit une base de E. 


B 


5. La matrice de f dans cette base est diagonale par blocs et égale à 
a 
où B = ( 0 ). 


2.8 Soit À une valeur propre non nulle de M'M. Il existe alors X € M, 1 (IR) non nul tel 
que M'MX = XX. En multipliant à gauche par ‘M, on obtient MM'MX = XMX. 
De plus, comme ÀX est non nul, MX aussi. Par conséquent, À est également valeur 
propre de MM. 


En échangeant les rôles joués par M et ‘M, on a donc prouvé que MM et MM 
ont les mêmes valeurs propres non nulles. 


En prenant M = (1 1 }),ona sp (MM) = {2} et sp (MM) — {0,2} donc MM 


et MM n'ont pas les mêmes valeurs propres. 
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Comme À est annulée par le polynôme X(X?+X +1) scindé à racines simples dans €, 
elle est diagonalisable sur € et la dimension de son noyau est égal à la multiplicité 
de 0 dans x4 De plus, ses valeurs propres appartiennent à {0,j, 52} donc il existe 
des entiers p et q tels que Son polynôme caractéristique YA soit égal à : 


XA(X) = X7-P-4(X — jP (x — 52)". 


La matrice À étant réelle, son polynôme caractéristique aussi, donc p = q. Le théo- 
rème du rang donne alors rg À = 2p. 


La matrice À est annulée par le polynôme P = X*—3X — 5. L'étude des variations 
de la fonction x ++ x°—3x—5 montre que P a une unique racine réelle a strictement 
positive. Ses deux autres racines dans € sont donc complexes conjuguées. Il existe 
donc w € € \IR tel que : 


P=(X - a)(X —-w)(X —-&) 
Puisque P annule À ses valeurs propres appartiennent à {a,w,w} donc il existe des 
entiers p et q tels que 
XA(X) = (X — a) PIX — w)P(X — w)*. 
Comme À est une matrice réelle, le polynôme Y1 aussi, d’où p = q. Par conséquent : 


det À = (—1)"x4(0) = a"? [ul > 0. 


On a déjà Vect(I3, À, A?) C CA. 
Réciproquement, considérons B € CA. Comme A4? £ 0, il existe X € Maa(lR) tel 
que A?X Z 0. Prouvons que la famille (X, AX, A?X) est une base de M3 (IR). 


Soit (a, 8,7) € IR* tel que a X + BAX +yA2X = 0. En multipliant à gauche par 4?, 
on obtient a A?2X = 0 donc a = 0 et BAX + yA?2X = 0. En multipliant à gauche 
par À, on obtient BA2X = 0 donc B = 0 et yA?2X = 0. Ainsi, «a = B=7y—0, ce 
qui prouve la liberté de la famille (X, AX, A2X). Comme elle est de cardinal 3, il 
s’agit donc d’une base de M3 1(lR). 


Par conséquent, il existe (a, 8,7) € IR* tel que BX = aX+BAX+7yA2X. Déduisons- 
en que B = al; + BA + yA?. 
On a BX = aX + BAX +yA?X et B commute avec À donc : 

BAX = ABX = A(aX + BAX + yA°X) = (als + BA + A?) AX 
puis BA?X = A?2BX = A? (ax + BAX + yA?X) = (als + BA + A?) A?X. 
Comme la famille (X, AX, A2X) est une base de M31(IR), on en déduit que : 

B = al + BA+7yA? € Vect(Is, À, A4?). 

Ainsi, Vect(13, À, A?) =Ca. 


De plus, la famille (13, À, 42) est libre, car sinon la famille (X, AX, 42 X) serait liée, 
donc dimC4 = 3. 
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2.13 


Solution des exercices 


La matrice À annule le polynôme XP — 1 dont les racines complexes sont simples. 
Elle est donc diagonalisable dans M2(€C) et ses valeurs propres sont des racines p- 
ièmes de l’unité. Ainsi, À est semblable, à une matrice diagonale Diag(a, 5) où a 
et B sont des racines p-ième de l’unité. 


D'un autre côté, le polynôme caractéristique XA(X) = X? + aX +b de À est à 


coefficients entiers. La relation a = — Tr À = —-(a +6) montre, du fait de l’inégalité 
triangulaire, que a est un entier de module inférieur ou égal à 2 et que b = det À = afÿ 
est un entier de module 1 c’est-à-dire b = +1. 


e Si À possède un valeur propre réelle, alors comme a est réel, l’autre valeur propre 
est également réelle. Comme a et Ë sont des racines p-ièmes de l’unité, la ma- 
trice À est alors semblable à Diag(1,1), Diag(1, —-1) ou Diag(—1,—1) et 4? = J. 

e Si À possède une valeur propre non réelle, eŸ avec 0 Z Of], alors l’autre est 
conjuguée et leur produit b vaut 1. On en déduit que a = —2cos0 € {—1,0,1} 
car a est un entier et 0 Æ Ofr]. Le polynôme caractéristique est alors égal à 
X2+X +1, X2- X +1 ou X?2+1. La matrice À est semblable à : 

* Diag(7, j?) et dans ce cas AŸ — L ; 
x Diag(—35?,—5) et dans ce cas A6 = L 
* ou Diag(i, —i) et dans ce cas A4 = Je. 


Dans tous les cas, A!2 = J: et 12 est le plus petit entier convenable. 


Comme f est annulé par le polynôme scindé à racines simples X?2—1 = (X—1)(X+1), 
il est diagonalisable et : 


E = F(f)@F_1(f) avec Fi(f) = Ker(f -Idg) et F_1(f) = Ker(f + Idg), 
notations liées au fait que l’on n’est pas assuré que 1 et —1 soient valeurs propres de f. 
Soit x € F1(f), on a g(x) = go f(x) = —-fog(x) donc g(x) € F_1(f). Ainsi : 

CAGE Fear 
De même, si x € F_1(f),on a g(x) = —-go f(x) = fog(x) donc g(x) € Fi(f). Ainsi : 
D Cale Fitr): 
Comme l’endomorphisme g est annulé par le polynôme X?—1—(X—-1)(X+1),ilne 
possède pas Ü comme valeur propre et est donc bijectif. Par suite, les inclusions pré- 


cédentes impliquent dim F(f) < dimFÆF_;(f) et dimF_;(f) < dim F(f). Par consé- 
quent, dim F(f) = dim Æ_;(f) = dim £/2 puisque dim E = dim F(f)+dimF_:(f). 


9 


Considérons (e1,...,e,) une base de F(f). Comme l’endomorphisme g est injectif, 
la famille (g(e1),...,g(en)) est libre. Pour des raisons de dimension, il s’agit donc 
d’une base de F_:(f). Par suite, la famille (e1,...,e»,g(e1),...,g(en)) est une base 


de ÆE. Comme g? = Idg, dans cette base f et g sont représentés par ( . . ) 
+; 
et ( I, 0 }: 
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2.15 


Chapitre 2. Réduction 


On a wow = Id, il s’agit donc d’une symétrie. Comme 4 # +Idg, sp(s) = {—1,1}. 
Pour tout k € [0,n], (X —3)" appartient à E1(ç) si k est pair et à Æ_1(ç) sinon. Par 
conséquent, la famille ((X —3)*), ejo,n] S5t une base de IR; [X] constitué de vecteurs 


propres donc : 
Ei(g) = Vect {(X —3)F, ke [0,n] pair} 


et : 
E_1() = Vect {(X —3)*, k€ [0,n] impair}. 
3 b ac 
On a XA(X)=X 3X + — Nr 
ac b 
es ——/ 


(07 
Il s’agit d’un polynôme annulateur de À d’après le théorème de Cayley-Hamilton. Par 
suite, il suffit que YxA4 soit scindé à racines simples pour que À soit diagonalisable. 


e Si IK = C, alors YA est scindé. Il suffit donc que x1 et sa dérivée n’aient pas de 
racine complexe commune. Or, x'A(X) = 3(X —1)(X +1). 


Comme YA(1) = —2 — à et x4a(—1) = 2 — à, on peut déjà affirmer que si à £ +2, 
alors À est diagonalisable. 
Comme x +1/x =2& (x—-1)? =0 et x +1/x = -2 & (x +1)? = 0, on a les 
équivalences : 
a=24&b=ac et ù=-2$ b= A6 
Supposons b = ac. On a alors XA4 = (X — 2)(X +12. La matrice À est donc diago- 
1 a ac 
nalisable si, et seulement si, dim Æ_:1(A) = 2. Comme A +13 = | 1/a L & 
1/(ac) 1/c 1 
est clairement de rang 1, on en déduit que À est diagonalisable. 


Supposons b = —ac. On a alors y4 = (X +2)(X —1)?. La matrice À est donc diago- 
—1 a —acC 
nalisable si, et seulement si, dim Æ1(A) = 2. Comme A— 13 = 1/a —1 © 
—1l/(ac) 1/c —1 
est clairement de rang 1, on en déduit que À est diagonalisable. 
Par conséquent, dans tous les cas, À est diagonalisable. 


e Si IK — IR, alors on étudie les variations de Y14. On obtient que YA est scindé 
à racines simples si, et seulement si,a €] — 2,2[. Les cas à = +2 ont été traités et 
conduisent à la diagonalisabilité de À. 


Si a S [—-2,2], alors YA n’a qu’une racine réelle À. Elle est donc diagonalisable si, et 
seulement si, elle est égale à À/3, ce qui n’est clairement pas le cas. 


Ainsi, lorsque IK = IR, À est diagonalisable si, et seulement si, & € [—2, 2]. 
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Solution des exercices 


Comme un produit de matrices inversibles est encore inversible et comme Y14 
est scindé dans € et à pour racines les valeurs propres de À, si x4(B) n'était 
pas inversible, alors il existerait À € sp(A) tel que la matrice B — AI, soit non 
inversible. Le complexe À serait alors une valeur propre commune à À et B, ce 
qui est absurde. Par conséquent, YA4(B) € G£L,(C). 

Soit X € M;(C). 

Si X = 0, alors on a évidement AX = XB. 

Réciproquement, supposons que AX = XB. On prouve aisément par récurrence 
que pour tout 4 € IN,on a AFX = XBF. Ainsi, y4a(A)X = XYX4A(B). D’après 
le théorème de Cayley-Hamilton, on a donc Xx4(B) = 0 puis X = 0 du fait de 
l’inversibilité de la matrice xA(B). 


. Considérons l’application 4 : MA,(C) — M,(C), X + AX — XB. Il s’agit d’un 


endomorphisme de M,(C) injectif du fait de la question précédente. 


Comme M, (€) est de dimension finie, @ est un automorphisme. Aïnsi, pour toute 
matrice M € M,(C), il existe un unique X € M,(C) tel que AX — XB = M. 


2.17 Soit k — dim (Im f) et B une base adaptée à E = Imp@Kerp. Les hypothèses p £ 0 
et p £ Idg se traduisent par k € [1,n — 1]. 


Notant P — ( à : ) la matrice de p dans cette base, il s’agit de prouver que 
l’endomorphisme ® : MK) — M, (IK) est diagonalisable. 


1 
PS (PP R) 


Décomposant toute matrice F € M, {IK) en blocs : 


pe(é 2. avec AE ME(IK) et DE Mh-g(K), 


on obtient : 


_{A B _{A 0 _{ À iB 
pre ( et rp= (€ » d'où e(n=( | ) 


Cherchons les valeurs propres et les sous-espaces propres de ®, en résolvant, se- 
lon AE C, l'équation ®(F) = ÀF qui équivaut au système : 


A = XA 
5 B \B 
LC = ÀC 
0 = AD. 


1 
e Si {oi ;} ce système équivaut à F = 0 ; donc À é sp(®). 


e Si À—0, ce système équivaut à : 


A = O0 
B = Ÿ 
Ê = nL 
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Par suite, 0 € sp(d) et Eo(®) = {( | : ) : DE Mn-H(©)}, donc : 


dim Eo (®) = dimMy_#(€) = (n —k). 
e Si À—]1, ce système équivaut à : 


B — 


Q 
| 
S © © 


D — 
Par suite, 1 € sp(®) et E1(®) — {( ) : AE M(O}, donc : 
dim E1 (®) = dimM,(C) = k?. 


; L , Re . 
e Si À — 5° ce système équivaut à : 
A 
D 


ie) {( : . ) ; (B,C) € Mrn-k(C) x Mn-nu(O)}. 


I 
© © 


Par suite, + € sp (®) et : 


donc : 
dim Er (D) = dim Mhn-k(C) + dimMh_xK(C) = 2k(n —-k). 


1 
On déduit de cette étude que sp (®) — {o Le 5} avec : 


dim Eo ($) + dim E1 (D) + dim Es (&) = (n—k) +k?+2k(n—Kk) 
= n°? = dimM, (C). 


D’après la proposition 36 de la page 72, l’endomorphisme ® est diagonalisable. Il en 
est donc de même de . 


1 1 
2.18 1. La matrice A+13 — 1 1 est de rang 1. On en déduit que —1 est valeur 
1 1 


propre de À et que dim Æ£_1 (À) = 2, une équation de ce plan étant x+y+2= 0. 
Une base de ce sous-espace propre est, par exemple : 
(V,W) avec V="{1,-1,0) et W ="0,1,—1). 


Le polynôme caractéristique de A s'écrit ya = (X +1) (X — À), avec À € IK. Il 
est donc scindé et l’on déduit de la proposition 28 de la page 69 que : 


Tr(4)=0=2(-1)+ÀA donc À=2. 


120 
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On obtient facilement que U = (1,1,1) est vecteur propre de A pour la valeur 
propre 2. Comme la valeur propre 2 est simple, le sous-espace propre associé est 
de dimension 1. 
Cette étude prouve que À est diagonalisable et que (U,V,W) est une base de 
vecteurs propres. 


1 1 0 
. Soit P — 1 —1 1 la matrice de passage de la base canonique de IK° à 
1 O0 —1 
2 () () 
la base (U,V,W). On a alors A=P| 0 -1 O0 |P-let: 
() O0 —1 
2 0 0 
VneIN A'=P| 0 (-1)" PP 
0 0 (—1)" 


Pour inverser la matrice P, on peut appliquer la méthode de Gauss-Jordan ou 
résoudre le système : 


x X 
PU y |=| Y |, 
z Z 
dont la solution est : 
X+Y+Z 
x 3 
y 2xv_Z |, 
Z AV 5 
1 1 1 1 
ce qui fournit P-1 — : 2 —1 —1 |. Un dernier calcul donne : 
1 1 —2 
1 1 1 0 27 0 0 1 1 1 
VEN A=2 1 -1 1 GENS DL 
D = 0 Ù. fi Ii 
PR CR Cor Ge 
|. SE SR CU li 
DÉS Se DE OR EE 


2.19 1. Utilisons les décompositions en blocs À — ( FLE ) et B — ( Fi ES ) 


A3 À4 
avec À; et B1 éléments de M, (€). On obtient facilement : 


. À: 0 … B: B2 
(#0) anme(s er). 


La relation AP = PB équivaut à À: = B:, A3 = 0 et B2 = 0. 


B3 Ba 


121 


Chapitre 2. Réduction 


2.20 1. 


2.21 1. 


. __ f A1 À __f A 0 ; , | 
Par suite À — ( 0 A ) et B = ( B: Ba sont triangulaires par blocs ; 


d’après la proposition 20 de la page 67, on à X4 = XA,XA, et XB = XA,XB:: 


Le polynôme Y4, € C[X] est de degré r > 1 et scindé sur € ; toute racine de ce 
polynôme est valeur propre de À et de B. 


. Cette question a été traitée dans l’exercice 1.3 de la page 41. 


. Sir = rg(P), il existe, d’après la question précédente, (U,V) € G£L, (C)° tel 


que UPV = J,. La relation AP = PB s'écrit : 
AU SIV T=Û0 LIN TB, 


ou encore : 
UAUT1J, = J,V-!BV. 


D’après le premier cas, les matrices 4 = UAU-t et B' = V-!BV ont une valeur 
propre commune. Comme À’ est semblable à À, on a, d’après le lemme 22 de la 
page 68, sp(4') = sp(A). De même, sp(B') = sp(B). En conclusion, À et B 
ont une valeur propre commune. 


Procédons par récurrence sur k € IN. 
e Le résultat est évident pour k = 0, puisque f° = Idx. 
e Supposons le résultat vrai au rang k € IN. On en déduit : 
gof"tt = fitlog=(goff-ffog)of+ffo(gof—fog) 
= akf* o f+ffo(af) 
= a(k+1) f+7, 


ce qui établit le résultat au rang k +1. 
L'application @ est bien sûr linéaire; c’est donc un endomorphisme de £(E). 
Supposons f non nilpotent. On a, d’après la question précédente : 


VkEIN* p(f") = akff. 


Comme f* n’est pas nul, il est vecteur propre de & pour la valeur propre ak. 
Comme a n’est pas nul, les ak sont deux à deux distincts et & possède une 
infinité de valeurs propres; c’est impossible car £L(E) est de dimension finie. 


On déduit de cette contradiction que f est nilpotent. 


Notons S, (IR) l’espace vectoriel des matrices symétriques de E et 4, (IR) celui 
des matrices antisymétriques. Ce sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires 


de E, avec dim S, (IR) = #42 et dim 4, (IR) = D. On a : 
VM E Sa(lR) u(M)=(a+b) M 
VM € AIR) u(M)=(a-b) M. 
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Dans une base adaptée à E = S,(IR) ® 4, (IR), la matrice de u est diagonale: 
donc « est diagonalisable. 


e SibÆ0,on a sp(u) = {a+b,a—b} et : 
VMEE u(M)-(a+b)M=b(M-M). 
Comme b 0, on en déduit : 
VMEE u(M)=(a+b)M = M ES, (IR). 
Par suite, E,44 (u) = S,(IR). On prouve de même que E,-4(u) = A, (IR). 
e Sib=0,on a u = aldg ; donc a est l’unique valeur propre et E, (u) = E. 
2. En utilisant la proposition 28 de la page 69, on obtient : 


Tru). = mu à + mt) b 


n(n+1) n(n—1) 
D D 2 


det (u) = a 


2.22 L’endomorphisme f? étant diagonalisable, il existe, d’après le théorème 45 de la 
Te 
page 81, un polynôme scindé à racines simples annulant f?. Notons P = [[(X — À;) 
i=1 
un tel polynôme. 


de 

Par conséquent, le polynôme Q = [[(X? — À;) annule f. Pour tout à € [1,r], 
i=1 

comme À; est non nul, il possède deux racines carrées complexes distinctes notées 4; 


et —y5. Ainsi, Q = [T(X — w)(X + mi). 
1 


Pour tout (i,j) € [1,r]” tel que à £ j, on a 2? = (a) Z = (-u,)° donc Q est à 
racines simples. Par conséquent, f est diagonalisable. 
2.23 On peut commencer par vérifier que X4 = (X — D”: 
On cherche une base (U, V,W) de IK” telle que : 


(A—-B)U = 0 (A—-B)ÿW = 0 
(A—-B)V = U ou encore (A-B)W = U 
(A—13)W = V, (A—I3W = V. 
3 9 —18 
Un petit calcul donne (A — 13)? = 1 3 —6 |, puis (A— 13) =0. 
1 3  —6 
1 
On choisit W tel que (AR) W Æ 0, par exemple W — 0 | ; on calcule 
0 
0 3 
ensuite V=(A-3)W=! -2 | ,puisU=(A-13)V =! 1 |. 
—1 1 
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La relation (A — 13)U = 0 est vérifiée, puisque (A — 13)U = (A — 13) W. 


3 0 1! 
Comme det | 1 —2 0 | =1, la famille (U, V,W) est une base. 
1 —1 0 
3 0 Ï! 
En conclusion, P= | 1 —2 0 est inversible et l’on a P-!AP = B. 
1 —1 0 


2.24 Procédons par récurrence sur n = dim Æ. 

e Pour n =1,il n’y a rien à démontrer. 

e Supposons le résultat vrai pour un entier n > 1 et donnons-nous u € £L(E) 
et vu E L(E) commutant, avec dimE =n+1. 
Comme E est un espace vectoriel complexe de dimension finie, u possède au moins 
une valeur propre, notée À, et le sous-espace propre associé Ex (u) est stable par v, 
puisque u et v commutent. L’endomorphisme induit par v sur E\ (u) possède de 
même une valeur propre, notée 1. Soit e un vecteur propre associé. Ce vecteur e: 
est vecteur propre de v et de u, car élément de E; (u). 
Complétons e: en une base B de E. On a : 


Mate Qu) = (9 2) et Mate (5 E ), 


avec (Lu, Ly) € Min(€C)? et (4,B) € M,(C)?. En effectuant des produits par 
blocs, on obtient : 


Mate (wo) = ( en) 
Matg (v o u) — ( _ P ) 


La commutation de uw et v entraîne donc en particulier, celle de À et B. En 
appliquant l'hypothèse de récurrence aux endomorphismes canoniquement associés 
à A et B, on prouve l'existence de P € G£, (C) telle que PAP et P BP 
soient triangulaires supérieures. 
: 1 0 à : 

Soit Q — ( o P ) . En procédant comme dans l’exercice 23 de la page 82, on 
prouve que Q est inversible et que les matrices Q7! Matg (u)Q et Q7! Matg (v) Q 
sont triangulaires supérieures. D’après l’effet d’un changement de base sur la ma- 
trice d’un endomorphisme, cela prouve l'existence d’une base de Æ dans laquelle 
les matrices de u et v sont triangulaires supérieures, ce qui achève la récurrence. 


2.25 Notons (e1,e2,e3) la base canonique de IR°, u € £L IR°) l’endomorphisme canoni- 


u 
quement associé à U et a celui associé à À = | 
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Si U? — A, u commute avec u?, c’est-à-dire avec a. D’après la proposition 2 de la 
page 59, les sous-espaces propres de a sont stables par u. Comme À est triangulaire, 
ses valeurs propres sont ses termes diagonaux; on a donc sp (A) = {1,4}. 


0 0 0 
La matrice À — 13 = | 1 O0 O | est de rang 2. Par suite dim Ker (a — Id) = 1 et, 
1 DO 3 


comme e2 € Ker(a — Id), on a Ker(a — Id) = Vect (e2). 


La valeur propre 4 étant simple, dim Ker (a — 4Id) = 1 et, comme e3 € Ker(a —4Id), 
on à Ker(a —4Id) = Vect(ez). 
On déduit de ce qui précède que U a la forme suivante : 


a O0 0 
U=}, 6 à 0 
y 0 € 
Une telle matrice U est solution si, et seulement si, U? = À, c'est-à-dire : 
a? 0 O0 
B(a+6) 67 0 |—=A. 
y(a+e) 0 € 
e La relation €? = 4 donne € = +2. 
e La relation 62 = 1 donne 6 = +1. 
e La relation a? = 1 donne à = +1, done a = +6. Comme B(a +6) =1%20,on 
à a =“. 
e Les deux dernières relations donnent 5 — — et y = — =" 
En conclusion, les matrices U solutions s’écrivent : 
ô O0 0 
U=| + 6 0 avec  (0,€) € {—1,1} x {—2,2}. 
1 
40 0 € 


2.26 1. Dans ce cas, u est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1. 
Si vu commute avec u, sa matrice dans une base de vecteurs propres de uw est dia- 
gonale, d’après la proposition 2 de la page 59; la réciproque est évidente, puisque 
deux matrices diagonales commutent. 

La dimension du commutant de u est donc égale à celle de l’espace des matrices 
diagonales de M, (€), c’est-à-dire à n. 
2. Notons E; le sous-espace propre de uw pour la valeur propre À;. Comme est 
diagonalisable, on à dim E; = a;, pour tout à € [1,p]. 
e Si v commute avec &, il laisse stables les sous-espaces propres de u. 
e Réciproquement, supposons que v laisse stable chaque £;. Soit x € E; il 
ste (isa) é Il E; tel que x = > t:. On a: 
i=1 i=1 
p 


uou(x) = > u(v()) = D ut), 


i=1 i=1 
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puisque, chaque Æ; étant stable par v, on a v(x;) € E;, pour tout ie [1,p]. 
On a de même : 


p p p 
vou(r)=# be ©) = V 5 ) = > A0 Cle 
i=1 i=1 

puisque x; € E;, pour tout ie ]1,p]. 

On a donc établi que v commute avec u. 


Soit B une base adaptée à EE = @ E;. On déduit alors de ce qui précède 
1<i<p 


que v € L(E) est élément de C'(u) si, et seulement s’il laisse stable tous les ÆE; 
donc si, et seulement si, sa matrice dans B est diagonale par blocs. Or, l’espace des 


À D se 0 
, 0  :. (0) 
matrices M — diagonales par blocs avec À; € M, (C), 
(0) * © 
D: «4 Q À, 


P 
pour tout à € [1,p], est isomorphe à [[ M4, (C). (Pour cette réciproque, on 
i=1 
aurait pu aussi raisonner matriciellement en utilisant d'emblée une base B adaptée 
à E = es E;.) En conclusion, on a : 
1<i<p 
p 


P p 
dim C'(u) = dim ] [ 4, (€) = dim Mu, (©) = Ÿ_ af. 
i=1 i=1 i=1 
3. L'application & est, de façon évidente, linéaire. 
Montrons que Y est injective. Soit v € Kerv ; on a donc v(x0) = 0 et vou = uov. 
On établit facilement, par récurrence sur k € IN, que : 


VkEIN vou =u*ov. 
On en déduit v(u* (xo)) = u*(v(xo)) = 0, pour tout k € [0,n — 1]. L’endomor- 
phisme v, nul sur les vecteurs d’une base, est donc nul. 
L'application de la formule du rang à © donne dimC'{(u) < dimE = n. Montrons 
que dimC'(u) = n et que (Id, u, UF, is Tr) est une base de C'(u). 


e Pour tout k € IN, uŸ commute avec u. La famille GÉNR Pr ns) est 
donc à éléments dans C'(u). 


n—1 
e Soit (À0,1,...,ÀAn_1) € €” tel que 3° ÀguË = 0. Une évaluation en 
=, 


n—1 
donne 3 Agu (xo) = 0; comme la famille (xo,u(xo),...,u" 1 (æ0)) est 
i=0 
libre, on en déduit À9 = ++: = Àn-1 = 0. Donc la famille (Id,u,u?,...,u"-!) 
est libre; on en déduit dimC'(u) > n. 


On à donc établi que dimC'{(u) = n et que (Id, u. Wu 7 est une base 


du commutant de u. 
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Solution des exercices 


0 1 0 
2.27 1. On considère À — 0 D + 
16 —20 8 
2. Ona x4 = XŸ—8X2+20X — 16 = (X — 2)” (X — 4). donc A est diagonalisable 
—2 1 0 
si, et seulement si, dim E2(A) = 2. Comme À — 213 = D —2 1 
16 —20 6 
3. e Soit À € sp(A). Comme la matrice À — Àl3 n’est pas inversible et que les 
x 
deux premières équations du système (A — A3) | y | —0 ne sont pas liées, 
Z 
ce système équivaut à ces deux équations : 
y — Àz = 2 — }Ày = 0. 
1 
On en déduit que Æ}\ (A) = Vect | À 
2 
1 
e Soit U—| 2 un vecteur propre pour la valeur propre 2. 
4 
4 
Cherchons V — y tel que AV = U + 2V ; on vérifie facilement que ce 
ë 
système équivaut à : 
2r—y+l=4r-3+4=0. 
() 1 
Le vecteur V — 1 convient donc. Notons W — 4 un vecteur 
4 16 


propre pour la valeur propre 4. On vérifie que (U,V,W) est une base de IK° 
en calculant, par développement par rapport à la première ligne : 


214 )=|5 &|+l3 414 
4 4 16 
1 O0 1 
La matrice P= | 2 1 4 est donc inversible et l’on a P-!AP = B. 
4 4 16 
4. On a : 
Uo u0 
Vn eIN U, = A" U1 = PB'P-1 u1 
u2 u2 
On en déduit : 
uo 
VnEIN uw =(1 0 1)B"P "| w 
u2 


1.27 


Chapitre 2. Réduction 


e Pour calculer B", on peut décomposer B en blocs : 


s={ 1) avec m=(S , )=2R+2 


0 4 0 2 
On a alors : 
s- | BF À 
Vn € IN m(? ol 
Comme Z et J commutent, on peut utiliser la formule du binôme, sachant 
que = 6: 


Vn EIN BŸ =2"L + () 2®-1J=2"L+n2%"1J. (valable pour n = 0) 


On en déduit : 


D Go D 
Vn eIN B"— 0 2 () 
0 0 4" 
æ u 
e La résolution du système P | y | — U fournit : 
£ w 
w L 
y |=| —-du+3v-2 d'où P-'=| -4 3 -i 
dé u—v+2 1 —1 À 
e En effectuant le produit matriciel, on obtient alors : 
—1 
VreIN deCr 0 LIPrPe | # 
2 


b) F 
=; X2"+6n2"— 5 x 47. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours . . 153 


Exercices ......... 44444 ose 164 


Espaces préhilbertiens 
et euclidiens 


Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur IR non réduit à {0}. 


| Produit scalaire et norme associée 
1 Produit scalaire 


éfinition 1 
On appelle produit scalaire toute forme bilinéaire symétrique définie po- 
sitive c’est-à-dire toute application © de E x E dans IR vérifiant : 


e V(xY)EE? p(x,y) = p(y,x); 


eo Vx,yi,y2, À) € ES XIR Go, Ai + ya) = Ap(x,y1) + p(x, yo) ; 
e VxeE v(x,x) >0; 
e VTEeE vp(x,x)=0—=x=0. 


Remarque Les deux premiers points traduisent la symétrie et la linéarité par 
rapport à la première variable, elles prouvent que & est une forme bilinéaire 
symétrique et en particulier la linéarité par rapport à la deuxième variable. 
Le dernier point est une équivalence mais l’autre implication n’a pas besoin 
d’être prouvée car elle découle de la bilinéarité. 


Notation 
e Si @ est un produit scalaire et si (x,y) € E?, alors le réel w(x,y) est 
appelé le produit scalaire de deux éléments x et y de E et est noté 
généralement (x |y) ou (x | y) ou æ y. 
e En géométrie, on privilégie souvent la notation ü - Ÿ pour désigner le 
produit scalaire des vecteurs ü et v. 


1 Produit scalaire et norme associée 


Exemples 
1. L'application : IR — IR DU = (Mirsssdul 6 y is: vu), 
nm 
i=1 
est un produit scalaire sur IR". Il est appelé produit scalaire canonique de IR”. 


Plus généralement, dans un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B, 


nm 


on peut définir un produit scalaire en posant (x | y) = > Ve OÙ Lis Mousses Mn 
i=1 
(respectivement y1, y2,..., yn ) sont les composantes dans la base B du vecteur x 


(respectivement y). 


2. Soit [a,b] un segment de IR, avec a < b. L'application : 


Go [ra 


est un produit scalaire sur E = C°([a, b], IR). 
3. L'application : 


nm nm 


(4,B)m (A|B)= AB; = Tr (AB) 


i=1 j=1 
est un produit scalaire sur M, (IR). 
Il est appelé produit scalaire canonique de M, (IR). 


Plus généralement, l’application : 


nm 


(4,B)-(A]|B) = = Tr (‘4B) 


i=1 j=1 
est un produit scalaire sur M p(IR). 


Il est appelé produit scalaire canonique de M, (IR). 


p.153| Exercice 1 Vérifier que l’application : 
p:(4,B)#(A|B)='r(A4B) 
est un produit scalaire sur l’espace vectoriel E = M, (IR). 


Les deux exemples qui suivent sont classiques et doivent être connus. 


p.153| Exercice 2 Montrer que l’application : 
27 


e: (ae | far 


est un produit scalaire sur l’espace vectoriel Æ des fonctions continues et 27- 
périodiques de IR dans IR, 
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p.153| Exercice 3 Montrer que l’application : 


ni de 


est un produit scalaire sur E = IR[X 


Exercice 4 Montrer que l'application S définie sur IR par : 


il 
S'((æ,2,2), (2,92) = ax +yy +22 + (ay +a y+xz +xz+yz +2) 
est un produit scalaire sur IR. 


On pourra commencer par mettre sous forme canonique, c’est-à-dire par déterminer 


des réels a, b, c, d, e, f, tels que, pour tout (x,y,2) € IR: 
162402) = (ax + by - cz) L (dy + ez) - 60, 


éfinition 2 
On appelle espace préhilbertien réel tout IR-espace vectoriel muni d’un 
produit scalaire. Lorsque l’espace vectoriel est de dimension finie, on parle 


d'espace vectoriel euclidien. 


Remarque Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien réel 
dont le produit scalaire est noté ( | ), alors l’application induite : 
7 + KR 
(x,y) > (x]ly) 
est un produit scalaire sur F. 


On peut donc considérer F comme un espace préhilbertien réel pour ce produit 
scalaire qui, par abus, sera encore noté ( | ). 


Utilisation du produit scalaire en géométrie 

Le produit scalaire usuel apparait naturellement en géométrie. 

e Dans le plan, la droite D passant par le point Mo(xo, yo) et dirigée par le 
vecteur (a, B) admet pour équation cartésienne : 


a(y — %o) — B(x — xo) = 0. 


En notant ñn le vecteur de coordonnées (—B, a), D est l’ensemble des points M 


ee 
tels que MM + ñn — 0. Le vecteur n est dit normal à la droite D. 
e Dans l’espace, un plan P a une équation de la forme : 


ax + by + cz = d avec (a,b,c) ZÆ (0,0,0). 


Si l’on considère un point Mo(xo, Yo, &) de P, alors d = ax + byo + C2. 
Ainsi, un point M(x,y,2) appartient à P si, et seulement si : 


a(x — 20) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0, 
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1 Produit scalaire et norme associée 


c'est-à-dire si, et seulement si, MoM -n = 0 avec n(a,b,c). 

Le vecteur n est dit normal au plan P. 

Nous généraliserons cette notion en définissant les vecteurs normaux à un 
hyperplan. 


2 Norme associée à un produit scalaire 

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté ( | ). 
éfinition 3 
On appelle norme euclidienne associée au produit scalaire ( | ) l’appli- 
cation : 


(xx) 


et distance euclidienne associée au produit scalaire ( | ) l’application : 


E? — IR+ 
(x,y) > rx-yl. 


roposition 1 
Pour tout (x,y) € E?,on a: 


Ie +4 = el + ul +2Cx lu) et le 4 = el? + y —-2(x lv). 


Démonstration page 154 


Remarque En additionnant les deux formules de la proposition précédente, 
on obtient l'égalité suivante, appelée égalité du parallélogramme : 


V(,y)e 2 [z+yl?+ 1e |? =2(|el? + Ill?) 


Cette égalité traduit le fait que, dans un parallélogramme, la somme des carrés 
des longueurs des deux diagonales est égale à la somme des carrés des longueurs 
des quatre côtés. 


B C 
AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + DA? 
= (AB? de BC?) 
A D 


La norme euclidienne d’un espace vectoriel préhilbertien est définie à partir du 
produit scalaire. Réciproquement, si l’on connaît la norme euclidienne, on peut 
retrouver le produit scalaire grâce aux égalités suivantes appelées formules 
ou identités de polarisation 
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roposition 2 (Formules de polarisation) 
Soit (x,y) € E?,ona: 


e 22|y)=|e+ul [el - gif: 
e 2219) = {el + ul — x -ylÀ: 
e A(zly)=Ix+ul 1x -vl?. 


Démonstration. 


Découle de la proposition 1 de la page précédente. ( 


roposition 3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 

La norme euclidienne associée au produit scalaire ( | ) vérifie : 
L V(ay)eE? (xl) <|elllyl. 

2. Cette inégalité est une égalité si, et seulement si, x et y sont proportion- 
nels, c’est-à-dire si, et seulement si : 


ER y=Ax ou HER x= AY. 


LL] 


Principe de démonstration. Si y Z 0, considérer le d 


iscriminant de la fonction polynomiale : 
P:AR(z+ay|iz+aAy). 


Démonstration page 154 


1. Soit (ti)igign et (Yi)igign deux vecteurs de IR”. L’inégalité de Cauchy-Schwarz 
pour le produit scalaire canonique sur IR" s’écrit : 


_. . 1/2 n 1/2 
ne 5 4) 5 x) | 
i=1 1=1 i=1 


2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire sur C° ([a, b|, IR) défini par : 


b 
Gala) | f(æ) g(a) de 


- ([ f?(x) w) . (fra) e 


La norme euclidienne || || associée au produit scalaire ( | ) vérifie : 
e VxeE [rxl=0—x=0 
e VQAz)ERXE |Azx| = [Nr 


Exemples 


s'écrit : 


Î bd 


roposition 4 


(Séparation) 


(Homogénéité) 


e Vy EE |r+yl <lrl + lvl 


avec égalité si, et seulement si, x et y 
c'est-à-dire si, et seulement si : 


IÀAEÏR, y—=Axr ou HER, x = Ay. 


(Inégalité triangulaire) 


sont positivement proportionnels, 


Démonstration page 154 
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11 Orthogonalité 


Remarque 
Dans un triangle ABC, les inégalités triangulaires se traduisent par : 
A 
[AB — AC] < BC < AB + AC, 
[AB — BC] < AC < AB + BC, 
Ÿ BC — AC| < AB < BC + AC. 
B 


Remarque Soit a, b et c trois réels positifs. 

Il existe un triangle dont les côtés sont de longueurs respectives a, b et c si, 
et seulement si, [a — b] <c< a+b. 

Ce résultat est démontré dans le chapitre de calcul différentiel, exercice 15.4 de 
la page 900 pour trouver les triangles d’aire maximale parmi ceux de périmètre 
donné. 


Il  Orthogonalité 


Soit E un espace préhilbertien réel muni de sa norme euclidienne || || associée. 


1 Familles orthogonales et orthonormées 


éfinition 4 
On appelle vecteur normé, ou unitaire, tout vecteur de norme 1. 


éfinition 5 
On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si (x | y) — 0. 


On note alors x L y. 


Remarques 
e Par symétrie du produit scalaire, si (x | y) = 0, alors (y | x) — 0. Ainsi, 
la relation d’orthogonalité est symétrique. 


e Le vecteur nul est orthogonal à tous les autres vecteurs. 
e Si un vecteur x est orthogonal à lui même, alors il est nul car : 


Il =(x1x) = 0. 


Ainsi, un vecteur est orthogonal à lui même si, et seulement s’il est nul. 


e En particulier, le seul vecteur orthogonal à tous les autres vecteurs est le 
vecteur nul. 


Exemple Dans IR” muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base cano- 
nique sont normés et orthogonaux deux à deux. 
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p.155] Exercice 5 Montrer que dans l’espace vectoriel des fonctions continues et 27T- 
périodiques sur IR, muni du produit scalaire : 


27 


1 

Co fn) 
les éléments sin et cos sont unitaires et orthogonaux. 
éfinition 6 


On appelle orthogonal d’une partie À de E, l’ensemble noté Al défini 
par : 


At={xeEl|Vae A (alx)=0}. 


roposition 5 
L’orthogonal d’une partie de E est un sous-espace vectoriel de Æ. 


Démonstration page 155 


Exemples 

1. L’orthogonal de {0£$} est E. 

2. L’orthogonal de E est {0%}. En effet : 

e OZ est orthogonal à tout élément de E, 
e six € +, alors en particulier x est orthogonal à lui même, ce qui prouve 
que æ est nul. 

3. Soit à — (a,b) un vecteur non nul de IR? muni de son produit scalaire canonique 
et D = Vect ü. Un vecteur (x,y) appartient à D+ si, et seulement si, ax +by = 0 
donc DE = Vect(—b, a). 

4. Soit (a,b,c) un vecteur non nul de IRŸ muni de son produit scalaire canonique 
et D = Vect(a, b, c) alors l’orthogonal de D est le plan d’équation ax+by+cz = 0. 


Remarque Soit F un sous-espace vectoriel de Æ. Les espaces vectoriels F 


et FT sont en somme directe car le seul vecteur orthogonal à lui-même est le 
vecteur nul. 


p.156) Exercice 6 Soit a est un vecteur non nul de E. Montrer que l’orthogonal H de {a} 
est un hyperplan. 


roposition 6 
Si À et B sont deux parties de E, alors on a : 


ACB—8B+c At. 


Démonstration. Supposons que À C B. Soit xe Bt eta€ A. 


Comme AC B,onaa€B, donc (a|x)=0. Ainsi, x € AT. (m 
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11 Orthogonalité 
roposition 7 


Étant donné une partie À de E, alors AL = (Vect A)‘. 


Principe de démonstration. Procéder par double inclusion. Démonstration page 156 


éfinition 7 


e On appelle famille orthogonale de E toute famille de vecteurs de E 
deux à deux orthogonaux. 


e On appelle famille orthonormée (ou orthonormale) de Æ toute fa- 
mille de vecteurs de Æ normés et deux à deux orthogonaux. 


Exemple Dans IR" muni de son produit scalaire canonique, la base canonique est une 
famille orthonormée. 


p.156] Exercice 7 Montrer que, dans l’espace vectoriel des fonctions continues et 27- 
périodiques sur IR, muni du produit scalaire : 
1 27 
T Jo 
les f i : | 5 k : in(k 
es fonctions fo : + V7 (fr : er cos( ce et (gx : æ + sin(kr)) 


forment une famille orthonormée. 


kEIN* 


roposition 8 
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de Æ est libre. 


En particulier, toute famille orthonormée de E est libre. 


Démonstration page 156 


Remarque Une famille de vecteurs (orthogonaux) n’est pas libre si elle 
contient le vecteur nul. L'hypothèse de non nullité est donc fondamentale. 


roposition 9 (Théorème de Pythagore) 
Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si, et seulement si, l’on a : 


Ie +4? = el + gl. 


Démonstration. 


Conséquences de la proposition 1 de la page 133 et de la définition de l’orthogonalité. (n 


Remarque On retrouve le résultat bien connu suivant : trois points À, B 
et C forment un triangle rectangle en À si, et seulement si : 


IBCI2 = 14812 + ACL. 
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roposition 10 


Si (x1,%2,...,4n) est une famille orthogonale de vecteurs de ÆE, on a : 
nm 2 nm 
Dot] => xl. 
i=1 i=1 


Démonstration page 157 


héorème 11 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) 
Soit F = (e1,e2,...,en) une famille libre de E. Alors il existe une famille 
orthonormée (f1,f2,...,fn) de E telle que : 


Voe in] Vectleses....éi= Vert, 2.10): 


Principe de démonstration.  Procéder par récurrence sur p en cherchant un vecteur orthogonal 


p 
aux vecteurs f1, f2,...,/f, de la forme gp+1 = ep+1 — D À fi. 
i=1 
Démonstration.  Construisons la famille (f1, f2,..., fn) par récurrence. 
A / no A : €1 
e Le vecteur f1 doit être un vecteur normé colinéaire à e1. Il suffit de prendre f1 — Le: [' ce 
€1 
qui est possible car, la famille (e1,e2,...,ex) étant libre, le vecteur e: est non nul. 


e Supposons que pour un certain p € [l,n — 1], on ait construit une famille orthonor- 
mée (f1,f2,...,f)) telle que : 


VkE [1,p] Vect (e1,e2,.. .,€k) — Vect (f1, f2, + TR) 


Comme Vect(e1,e2,...,en) = Vect (fi, f2,..., fn), tout vecteur de Vect(e1,e2,...,ep41) 
peut s'écrire comme combinaison linéaire de f1, f2,..., fn et ep+1. 
Cherchons donc g»+1 orthogonal aux vecteurs f1, f2,..., fr sous la forme : 


P 
Jp+1 = Ep+1 — », Ài fi. 


1=1 


Le vecteur g,+1 répond au problème si, et seulement si : 


Viefl;r] 0=(f; 1 g9p+1) = (5 | ep+1) — À5. 


En posant : 
p 
Jp+1 = Ep+1 — ) (fi lent) fi. 
i=1 
on obtient donc un vecteur g,+1 orthogonal aux vecteurs f1,f2,...,f, et appartenant 
à Vect (e1, EDs... Ep+1). 
Le vecteur g,+1 est non nul puisque, la famille (e1,e2,...,e,) étant libre, on a : 


Ep+1 g Vect (e1, Éd ep) — Vect (f, f2,... , Jp) 


et l'on peut donc le normer en posant f,+1 = BLESSE 

|| gp+1 | 
La famille (f1, f2,..., fp+1) est alors une famille orthonormée (donc libre) de p+1 vecteurs 
de Vect(e1,e2,...,ep+1). Elle en est donc une base et l'on a : 


Vect (f1, f2, .. ; Jp+1) = Vect (e1, Cds. Ep+1) . 
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Il Orthogonalité 


Point méthode 


Le procédé de construction de la démonstration précédente est le suivant : 


€1 


RE 


es D (el fx) fe 


et i>2 f— = 


On l’appelle l’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. 


Remarques 
e À partir d’une famille libre (e1,e2,...,en) de E, l'algorithme de Gram- 
Schmidt donne une famille orthonormée (f1,f2,..., fn) telle que, pour 


tout pE [1,n] : 


Cl) 0 et Vect (ee... Vect Of ous, fade 
p—1 
En effet, si pour tout p € [1,n], on note g, = e, — D (ep | fr)fr, on 


+ AI et donc 0 < (f» | gp) = (f» | ep) car le vecteur f, est 


orthogonal aux vecteurs f1,..., fp-1. 


Nous verrons dans l’exercice 12 de la page 146 que c’est la seule famille 
orthonormée qui vérifie ces conditions. 


e Si les premiers vecteurs de la famille (e1,e2,...,eh) forment une famille 
orthonormale, alors il est immédiat de voir que ce procédé les conserve. 


e On peut généraliser le résultat au cas d’un famille infinie indexée par IN. 


Soit F = (en)nen une famille libre de E, c’est-à-dire telle que (eo,...,e») 
soit libre pour tout n € IN. 


Il existe une famille orthonormée (f,)nen de Æ telle que : 


VRE IN: Véctlen ei...) Ven (ou: 


2 Bases orthonormées 


Soit E un espace euclidien de dimension n. 


éfinition 8 
On appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base 


de E qui est une famille orthonormée. 


En particulier, si F un sous-espace vectoriel de Æ, on appelle base orthonor- 
mée de F toute base de F' qui est aussi une famille orthonormée. 
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roposition 12 
Soit (e1,e2,...,€en) une base de E. 


Il existe alors une base orthonormée (f1, f2,..., fn) de E telle que : 


Voélel Vds...) Vertes): 


Démonstration. La famille obtenue par l'algorithme d'orthonormalisation de Gram-Schmidt 
est orthonormée donc libre et possède n éléments dans un espace vectoriel E de dimension n. 
C'est donc une base de Æ. Q 


orollaire 13 
Tout espace euclidien possède une base orthonormée. 


Démonstration. Conséquence du fait que tout espace vectoriel de dimension finie admet une 
base et de la proposition précédente. Û 


p.157] Exercice 8 Soit B une base d’un espace vectoriel euclidien Æ. Montrer qu’il existe 


une base orthonormée B' de E telle que la matrice de passage de B à B' soit 
triangulaire supérieure. 


p.157] Exercice 9 Construire une base orthonormée (f1, f2, f3) de l’espace vectoriel IRŸ 


muni du produit scalaire de l’exercice 4 de la page 132 défini sur IR° par : 


1 
(He) Len) or +yy ter + (œY ba'y+zz + z+yz +y 2). 


roposition 14 


Soit B — (e1,e2,...,en) une base orthonormée de E. 
nm 

1. Si x est un vecteur de E, alors on a x — Se [æ)e:; 
i=1 


2), Site s Here = e; sont deux vecteurs de Æ, alors on a : 
2=1 1=1 


(x|y) =D nu = x et Il = D#t = 


où X et Ÿ sont . matrices colonnes constituées composantes dans 
la base B des vecteurs x et y. 


Démonstration page 157 


Remarque Soit B = (e,e2,...,e,) une base orthogonale de E. 


€2 


€] En 
Ile1|l” lez" "llenl 


résultats suivants. 


La famille ( ) étant une base orthonormée, on obtient les 


(&lx) 


1. Si x est un vecteur de E, alors on à x — >» ae + 
Ei 


i=1 
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Il Orthogonalité 
nm nm 
2, mr D. e; et y = 24 e; sont deux vecteurs de EE, alors on a : 


i=1 
(x|y) Ye yil Ile? et Il? = D 2e 


roposition 15 


Si f est une forme linéaire sur un espace euclidien Æ, alors il existe un 
unique vecteur a € E tel que : 


VLeE ja)=(ulr). 


Principe de démonstration. Démonstration page 158 


Faire une analyse-synthèse après avoir fixé une base orthonormale de Æ. 


Attention Ce résultat n’est plus nécessairement vrai en dimension infinie. 
L'exercice 3.9 de la page 165 en donne un exemple. 


3 Matrices orthogonales 


éfinition 9 
Une matrice M € M,{IR) est orthogonale si ses colonnes forment une base 


orthonormée. 


Remarque Le produit scalaire considéré est le produit scalaire canonique 
de IR", pour lequel la base canonique est une base orthonormée. 


Exemples 


1. La matrice est orthogonale car ses colonnes sont, à permutation 


OS 
Se: À © 


près, les vecteurs de la base canonique de IR*. 


2. Un calcul immédiat des produits scalaires des colonnes montre que la matrice 


=. 1 1 
V3 V2 V 
= 1 1 1 : 
A UE 7 Fe est orthogonale 
L 0 —2 
V3 6 


roposition 16 
Une matrice M € M, (IR) est orthogonale si, et seulement si, {M M = I,. 


Démonstration. En notant C,...,C% les colonnes de M, le produit scalaires de Ci et C'; 
est C; C;. Comme tM M = (G: C; ] 


ne , le résultat est immédiat. [1 
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orollaire 17 
Soit M € M, (IR). Alors il y a équivalence entre : 


(i) MM — Le 

ii) M est inversible et M! = M 
(&i) 
ii) MM =I,. 
(éii) 


En particulier, si M est orthogonale, alors M est orthogonale. 


Démonstration. En effet, les implications (ii) — (i) et (ii) — (iii) sont évidentes et, 
comme M est carrée, si l'on suppose (i) ou (iii), par passage au déterminant, on obtient 
que M est inversible puis, par multiplication par M7! que ‘M = M. (| 


Point méthode 
e Lorsqu'une matrice est orthogonale, il est aisé de calculer son inverse : il 
suffit de la transposer. 


e Pour montrer qu’une matrice est orthogonale, il suffit de vérifier que ses 
colonnes (ou ses lignes) forment une famille orthonormale. Il y a donc n 
normes et set produits scalaires à calculer. 

Ce procédé est plus rapide que le calcul de MM qui nécessite le cal- 
cul de n? coefficients, à moins de remarquer qu’il s’agit d’une matrice 
symétrique. 


roposition 18 
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. 


e Soit B une base orthonormale de E. Une base B’ de E est orthonormale 
si, et seulement si, la matrice de passage de B à B' est orthogonale. 


e Si M E M,{IR) est orthogonale, alors il existe deux bases orthonormales 
de Æ tel que M soit la matrice de passage de l’une à l’autre. 


Démonstration page 158 


Remarque Le résultat précédent traduit le fait qu’une matrice orthogonale 
est une matrice de changement de base orthonormale. Il est à mettre en pa- 
rallèle avec le fait que toute matrice inversible est une matrice de changement 
de base. 


roposition 19 
e Le produit de deux matrices orthogonales de M, (IR) est une matrice 
orthogonale. 


e L'’inverse d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale. 


Démonstration page 158 
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éfinition 10 
L'ensemble des matrices orthogonales de M, (IR) est noté O, (IR) ou O(n) 


et est appelé groupe orthogonal. 


roposition 20 
Si P € OA(IR), alors det P = +1. 


Démonstration. Si P est une matrice orthogonale alors det (P ki = det J» donc : 


(det P)* = 1, c'est-à-dire det P = +1. ns] 


Attention La réciproque de ce résultat est évidemment fausse dès que n > 2. 


éfinition 11 
Une matrice orthogonale est dite positive si elle est de déterminant 1 et 
négative sinon. 


L'ensemble des matrices de M, (IR) orthogonales positives est appelé 
groupe spécial orthogonal et est noté SO, (IR) ou SO(n). 


Remarque L'ensemble SO, (IR) est stable par produit et passage à l’inverse. 


III Espaces euclidiens orientés 
1 Orientation 


éfinition 12 
On dit que deux bases orthonormales B et B' de E sont de même sens si 
la matrice de passage de B à B' appartient à SO(n). 


roposition 21 
La relation « être de même sens que » est une relation d'équivalence sur 
l’ensemble des bases orthonormales de E. 


Principe de démonstration. 


Vérifier les trois propriétés : réflexivité, symétrie, transitivité. Démonstration page 158 


éfinition 13 (Orientation d’un espace euclidien) 
On dit que l’on oriente l’espace ÆE lorsque l’on choisit une base Bo ortho- 
normale et qu’on la décrète directe. Alors : 


e toute base orthonormale de même sens que Bo est dite directe; 
e toute base orthonormale de sens opposé à Bo est dite indirecte. 


p.159] Exercice 10 Soit E un espace euclidien orienté. Montrer que si deux bases ortho- 


normales sont indirectes, alors elles sont de même sens. 
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Conséquence de l'exercice précédent 
Il n’y a que deux orientations possibles sur un espace euclidien. 


2 Produit mixte 


roposition 22 
Soit B et B’ deux bases orthonormales directes. Alors, on a : 


Vui,u2,...,un) € ET  detg (ui, u2,...,un) = detp, (u1,u2,..., Un). 
Démonstration. Soit (u1,u2,...,u,) € E" alors : 
dets/ (ui, U2 re , Un) = detg/ (B) detg (ui, u2, .. ,Un) 
et dets/(B) — 1 car les bases B et B' sont orthonormales directes. (] 


éfinition 14 
On appelle produit mixte de n vecteurs u1,u2,...,u, leur déterminant 
dans n'importe quelle base orthonormale directe. On le note : 


ii, doses di] ou Det(u1,u2,...,Un). 


3 Produit vectoriel en dimension 3 


roposition 23 2" 
Soit ü et U deux vecteurs d’un espace euclidien orienté Æ de dimension 3. 


Il existe un unique vecteur de E, noté ü À Ÿ et appelé produit vectoriel 
des vecteurs w et Ÿ, tel que : 


VUEE [üvul=(@A8|%). 


En particulier, le vecteur ü À Ÿ est orthogonal aux vecteurs à et v. 


Démonstration. L'application 6: E —> E est une forme linéaire sur Æ£, et la 


w + [ü,v,wl 
proposition 15 de la page 141 nous donne alors l'existence et l’unicité du vecteur ü À . 
En particulier, le vecteur à A Ÿ est orthogonal aux vecteurs à et Ÿ puisque : 


(a AG|&)=[ü, 0, =0 et (SAT|T) = [ù, 5, = 0. O 


FOPOSION 24, 
Soit ü et U deux vecteurs d’un espace euclidien orienté de dimension 3. 


Si (ui, u2,u3) et (v1,v2,v3) sont les coordonnées respectives de u et de v 
dans une base orthonormale directe B, alors les composantes de üAŸ dans B 
SON : 


Démonstration page 159 
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IV Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie 


Remarque On retrouve ainsi les composantes du produit vectoriel dans toute 
base orthonormale directe vues en physique, en sciences industrielles et en 
géométrie. 

roposition 25 
Soit ü et U deux vecteurs d’un espace euclidien orienté de dimension 3. 


Les vecteurs à et ü sont colinéaires si, et seulement si, ü À Ü = 0. 
Démonstration page 159 
orollaire 26 


Soit ü et v deux vecteurs non colinéaires d’un espace euclidien orienté de 
dimension 3. L'ensemble des vecteurs orthogonaux aux vecteurs ü et Ü est 


la droite engendrée par le vecteur ü A Ÿ. 
Démonstration page 159 
roposition 27 


Soit B = (ü,v,w) une base orthonormale d’un espace euclidien orienté de 
dimension 3. Alors la base B est directe si, et seulement si, w = ü Av, et 


Démonstration page 159 


p.159] Exercice 11 Soit ü, et w trois vecteurs d’un espace euclidien Æ orienté de 
dimension 3. 


Montrer que ZA (TA) = (uw) Ü—(X-5) w. 


indirecte si, et seulement si, & = —ü A ü. 


IV Projection orthogonale sur un sous-espace 
de dimension finie 


Soit Æ un espace vectoriel préhilbertien muni de sa norme euclidienne || ||. 
1  Supplémentaire orthogonal 


éfinition 15 
Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonaux si : 


V&,y)EeFxG (xly)=0, 


c’est-à-dire si F C G+, ce qui est équivalent à GC F+. 


Remarque Si F est un sous-espace vectoriel de Æ, les sous-espaces vecto- 
riels F et F1 sont orthogonaux, puisque par définition les éléments de F+ 
sont orthogonaux à tous les éléments de F. 
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roposition 28 


Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors F et F+ 
sont supplémentaires. 


Le sous-espace vectoriel F+ est appelé le supplémentaire orthogonal 
de F. 


Principe de démonstration. Démonstration page 160 


Raisonner par analyse-synthèse en utilisant une base orthonormale de F'. 


Attention 

e Soit E de dimension finie. Un sous-espace vectoriel F de E n’admet, en 
général, pas un unique supplémentaire. En revanche, il admet un unique 
supplémentaire orthogonal. 


e Soit E de dimension quelconque. Un sous-espace vectoriel F de E n’admet 
pas forcément de supplémentaire orthogonal. L'exercice 3.9 de la page 165 
donne un tel exemple. 


ii 
Notation On écrit parfois £ = F@G pour signifier que F et G sont sup- 
plémentaires et orthogonaux. 


orollaire 29 2" 
Si Fest un sous-espace vectoriel de ÆE et si E est de dimension finie, alors : 


1. dimFt+dimF =dimE, 


2. (=. 


Principe de démonstration. Démonstration page 160 


Pour le deuxième point, montrer l'inclusion évidente puis raisonner sur les dimensions. 


Exemple En dimension finie, le supplémentaire orthogonal d’un hyperplan est donc 
une droite, et le supplémentaire orthogonal d’une droite, un hyperplan. 

On retrouve ainsi facilement le résultat du corollaire 26 de la page précédente, puisque 
si à et Ÿ sont deux vecteurs indépendants d’un espace vectoriel euclidien orienté de 
dimension 3, leur produit vectoriel & À Ÿ est orthogonal au plan Vect(ü, d). 


Exercice 12 Soit (e1,e2,...,en) une famille libre de Æ et deux familles orthonor- 
mées F—(f1,f2,...,fn) et G = (g1,92,...,9n) de E telles que : 
Ve CINE CNE = Nec 70) 
eus 
VpEflin] (e|fr)>0 et (e]g)>0. 
Montrer que les familles F et G sont égales 
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La proposition suivante est immédiate. 


roposition 30 
Soit E de dimension finie n et p € [0,n|]. 


e Si (e1,...,e) est une base orthonormée de ÆE, alors (e1,...,e) 
et (ep+1,-..,€n) sont des bases orthonormées de deux supplémentaires 
orthogonaux. 


e Soit F un sous-epace vectoriel de E. Si F et F + admettent respective- 
ment (e1,...,€p) et (ep+1,...,€n) Comme bases orthonormées, alors la 
famille (e1,...,e,) est une base orthonormée de E. 


2 Projection orthogonale 


éfinition 16 

Soit F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle 
projection orthogonale sur F', la projection sur F parallèlement à son 
supplémentaire orthogonal F+. 


L'image d’un vecteur x par cette projection est appelée le projeté ortho- 
gonal de x sur F. 


Notation Soit F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. 
La projection orthogonale sur F est souvent notée pr, c’est ce que nous ferons 
dans la suite. 


x — pr(x) 


pr(x) 


F) 


roposition 31 (Inégalité de Bessel) 


Soit F est un sous-espace vectoriel de Æ de dimension finie et pr la projec- 
tion orthogonale sur F. On a alors : 


V&eE  [pr(x)] < [x]. 


Démonstration. Soit x € E. On a x = pr(x)+zx—pr(x) donc, d'après le théorème de 
— ———”/ 


cF eF+ 


Pythagore, on a |x|” = ||pr(x)||? + {1x — pr(x)||? < ||pr(x)|f?. Les quantités considérées étant 
positives, on en déduit l'inégalité souhaitée. CO 
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Remarque Dans l’exercice 3.5 de la page 164, on prouve qu’une projection 
est orthogonale si, et seulement si, elle vérifie cette propriété. 


roposition 32 2 
Soit B = (e1,e2,...,e,) une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F 
de Æ. Le projeté orthogonal sur F d’un vecteur x de E est : 


P 


ne y Cle 


i=1 


Démonstration page 161 
Exemples 


1. Si a est un vecteur normé, la proposition précédente nous donne l’expression de 
la projection orthogonale pr, Sur la droite vectorielle IRa : 


PRa : E ——? IR 
zx + (xla)a. 


Si le vecteur a n’est pas normé, on le norme pour obtenir : 


VxE E  Pra(t) = ele), 


al? 
Si (t41,%2,...,2n) (respectivement (a1,a2,...,an)) sont les composantes de x 
(respectivement de a) dans une base orthonormée B, on a : 
nm 
>, di Té 
i=1 
PIRa (x) n a. 
D a 


2. Si H est un hyperplan d’un espace vectoriel Æ de dimension finie, alors il existe 
un vecteur non nul a tel que H = (IRa)-. On a donc Idg = py + pr,. Pour 
obtenir la projection orthogonale sur H d’un vecteur, il suffit donc de lui retirer 
sa projection orthogonale sur H+, c’est-à-dire : 

ax 
(alæ). 
(ala) 


3. De façon général, si F et F4 sont supplémentaires, alors Idg = pr + pri. 


VxeE paix) =x- 


Ainsi, si on connaît pp, alors on connaît pri. 


Remarque Dans le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on 
construit le vecteur : 
p 
Gp =epn— D fi avec Viellp] À=(jf:|ep#1). 
i=1 
On obtient donc le vecteur g,+1 en retranchant à e,,1 sa projection orthogo- 
nale sur F = Vect (e1,e2,...,ep). 
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Ip+1 
épi Pour normer le vecteur gp+1, il suffit 


alors d’appliquer le théorème de Pytha- 
gore aux vecteurs orthogonaux pr(e,+1) 
et gp+1. On obtient ainsi : 


br (en+1) ll? = let? — Ipr(ep1)2 


EF) p 
= Ilep+1|l° — >» X. 
i—=1 


roposition 33 
Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie engendrée par une fa- 


mille (és,6.::.,6): Étant donnés deux vecteurs x et y de E,on a: 


: vel 
Po Un . (æ—yle;)= 0. 


Démonstration page 161 


Point méthode 


e lorsque l’on dispose d’une base orthonormée (ou plus généralement or- 
thogonale) de F', on à directement l'expression du projeté orthogonal 
d’un vecteur x sur F mais il ne faut pas oublier que l’obtention d’une 
base orthogonale peut être longue. 


e Pour trouver le projeté orthogonal d’un vecteur x sur un sous-espace 
vectoriel F = Vect(e:,e2,...,e,) de dimension finie, sans avoir à déter- 
miner une base orthonormée de F, il suffit de résoudre le système obtenu 
en traduisant les égalités (x — y | e;) = 0 sur les coordonnées de y. 


p.161] Exercice 13 Déterminer la projection orthogonale du polynôme X* sur IR2[X] 
pour le produit scalaire : 


eo). Î io 


3 Distance à un sous-espace vectoriel 


éfinition 17 
Soit Æ est une partie non vide de Æ et a un point de E. On appelle 
distance de a à # la quantité : 


d(a, Ÿ) = inf a — || 
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L'existence de cette quantité d(A,Æ) vient du fait que {d(A, M); M € X} 
est une partie non vide de IR minorée par (0. 
roposition 44 2 
Soit Fest un sous-espace vectoriel de dimension finie de ÆE, pr la projection 
orthogonale sur F et x un vecteur de E. La distance du vecteur x à F est 
atteinte en un unique point de F, à savoir pr(x). Autrement dit : 
1. d(x,F) = [x — pr(x)|: 


2. VyEE d(z, F)=fx-y| — y =pr(x). 


Démonstration page 162 


Exercice 14 


Ds 
Calculer inf 1 (x — acosx — bsinx})” dx. 
(a,b)EIR? 0 


Calculs de distances en géométrie 


Cas du plan Le plan IR? est muni de sa structure euclidienne canonique. 


roposition 35 
Soit D une droite de IR? passant par un point À et de vecteur normal #. 


La distance d’un point M à la droite D est donnée par : 


Démonstration page 162 


roposition 36 —_—_ 
La distance d’un point M(x,y) de IR? à la droite D d’équation cartésienne 
ax + by + c = 0 est donnée par : 


: az + by + c| 


Va+e 


d(M, D) = 


Démonstration. Un vecteur normal à D est ñ = (a,b). 


Soit A(a, 5) € D. La proposition précédente donne : 


AN a | — a)a+ (y 8)6| 


d(M,D) = 


CVR+E Va + 
Û A appartient à la droite D + bB donc d(M,D) Ha Aus 
omme appartient à la droite , On a aa — —C donc ; Æ ——— 
PP a? + b? 
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roposition 47 
Soit D une droite de IR? passant par un point À et dirigée par un vecteur ü. 
La distance d’un point M à la droite est donnée par : 
ee 
AM, à]| 


AD) = — 


Démonstration page 162 


Cas de la dimension 3 
L'espace IR° est muni de sa structure euclidienne canonique. 


roposition 38 2 
La distance d’un point M de IR° à la droite À + Vect à est donnée par : 


Démonstration page 162 


roposition 39 
Soit P un plan de IR° passant par un point À et de vecteur normal #. 


La distance d’un point M au plan P est donnée par : 


Démonstration page 163 


orollaire 40 


La distance de M = (x,y,2) € IR° au plan P d’équation ar +by+cz+d = 0 
est donnée par : 


… lat +by+cz+dl 


Vera 


d(M,P) = 


Démonstration. Soit À un point du plan de coordonnées (x4,yA,24). D'après la proposi- 
tion 39, le vecteur ñ = (a,b,c) étant normal au plan P, on a: 

— . 
AM %] | la(e — a) + b(y = ya) +e(z — z4)| 


Ilrl| Va? F2 + ce 


Mais comme À € P, on a aussi —axa—bya—czA = d, ce qui conduit à la formule annoncée. [] 


d(M,P) = 
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roposition 41 
Soit M un point de IR° et P le plan passant par un point A et dirigé par 
deux vecteurs ü et U. On a : 


Démonstration page 163 


Distance à un hyperplan d’un espace euclidien 


éfinition 18 
Soit H un hyperplan d’un espace euclidien. On appelle vecteur normal à H 


tout vecteur non nul de H+. 


Remarque Soit H un hyperplan d’un espace euclidien. D’après le corol- 
laire 29 de la page 146, H+ est une droite vectorielle. Deux vecteurs normaux 
à H sont donc proportionnels. 


roposition 42 
Soit H un hyperplan d’un espace euclidien Æ de vecteur normal n. 


La distance d’un vecteur x de E à H est donnée par : 


ut H}= 


Démonstration page 163 


Exercice 15 Soit n € IN*. On considère M, (IR) muni du produit scalaire canonique 
et H = {M € MAUR) | Tr M = 0}. 
1. Prouver que H est un hyperplan de M, (IR). 
2. Soit M € M, (IR), déterminer, en fonction de M, sa distance à H. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 L’application @ est bien définie, car si À et B sont dans M, (IR), alors 
A € Myn(iR) et le produit ‘A B a un sens et est une matrice (carrée) de € M, (IR). 


Elle est bilinéaire par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la transposition 
et de la trace. Enfin, & est symétrique car : 


V(A,B)eE? Tr(AB) =Tr((‘AB)) = Tr (BA). 


Soit À — (db ae € FE, alors tAA E M, (IR) et : 


D nm 


Tr (444) = D ( AA), oo. (A), jai =D D a:>0 


i=1 i=1 j—1 i=1 j=1 


avec égalité si, et seulement si, la matrice À est nulle. 


Exercice 2 Pour (f,g) € E?, la fonction f g est continue, donc w(f, g) est bien définie. 
Le fait que & soit une forme bilinéaire positive découle de la linéarité et de la positivité 
de l'intégrale. 

Soit f € E telle que y(f, f) = 0. La fonction f? est continue, positive et d’intégrale 
nulle sur [0,27] ce qui implique sa nullité puis celle de f sur [0,27]. 
Comme f est 27-périodique, on en déduit qu’elle est nulle. 


Ainsi, w est un produit scalaire sur E. 


Exercice 3 Le fait que 4 soit une forme bilinéaire positive se montre de la même façon 
que dans l’exemple précédent. 


Soit P € E tel que w(P,P) = 0. La fonction polynomiale + + P*(x) est conti- 
nue, positive et d’intégrale nulle sur [0,1], ce qui implique sa nullité sur [0,1]. Le 
polynôme P a donc une infinité de racines, ce qui prouve sa nullité. 


Ainsi, & est un produit scalaire sur Æ. 


Exercice 4 L'application S est clairement symétrique. 


De plus, si l’on fixe (x,y, 2) € IR, alors l'application : 


(xy +rx'y+xz +x'z+yz + y 2) 


(x',y' 2) xx +yy +22- 


est de la forme (x’,y',z')r+ Ax' + By'+Cz!, où À, B et C sont des constantes, il 
s’agit donc d’une application linéaire. 


De plus, pour tout (x,y,z) EIR°,on a 
Sa), 2) = y? = + T 


1 
et S((x,y,2), (x, 9,2 2) =0æ+5+S=v+e =D gr =y=2 0. 
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Proposition 1 Soit (x,y) € E?. On a: 
lc + ul =(x+ylx+y) 
=(z|z)+(zly)+(ylzx)+(yly) (bilinéarité) 
=(x|r)+2%x|y)+(ylu) (symétrie.) 


En appliquant l'égalité précédente à x et —y, on obtient la deuxième égalité en utilisant 
la bilinéarité. 


Proposition 3 
1. © Si y—0, l'inégalité est évidente (c'est une égalité). 
e Sinon, on considère la fonction polynomiale : 
P: IR — IR 
À 1 (r+aAyiz+Ay)=V(yly)+2A(x|y)+(x|x). 
Alors P est une fonction polynomiale de degré 2 (puisque (y | y) > O0) vérifiant : 
VAEelR P(à)2>0. 
Son discriminant : 
A=A4(x|y) —-4(x|x)(yly) 

est donc négatif ou nul, ce qui donne l'inégalité annoncée. 

2. e Six et y sont proportionnels, il existe un réel À tel que y = Àx ou x = Ày. 


Les vecteurs x et y jouant un rôle symétrique, on peut supposer que y = Àx. 
Alors : 


ClsF=tlas) = Pie) =(le)Gly) 
e _ Réciproquement, supposons (x|y) =(x|x)(yly). 

* Si y — 0, alors x et y sont proportionnels. 

* Sinon, le discriminant À est nul. Il existe donc un scalaire À tel que P(À) = 0. 
On a alors : 

(æ+Ay|z+ay)=0. 

Par définition du produit scalaire, on en déduit x + À y = 0 et donc que x est 
proportionnel à y. 


Proposition 4 
e SoitxeE.Ona: 
lets re) = 0 
e SoitxeE et À€ IR. Par bilinéarité du produit scalaire, on a : 
(Âzgliz)=A(x|lix)=Ÿ(xlx) 
et donc |Ax| = |A] |x||. 
e Soit (x,y) € E?. On a: 
x + y =(x+ylx+y) 
=(z|z)+(yly)+2(x|y) 
< [el + y? +2|Cx 1 y) 
< 


|? + y + 2x Ill d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 


L \ 2 
D'où x +yl? < (llzll + y) - 
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Si l'inégalité précédente est une égalité, alors : 


(ælu)=|(ælu)| = {el lyll. 

En particulier, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, quitte à échanger les vecteurs x 
et y,ilexiste À € IR tel que y = Àx. Ainsi : 

(xly)= (xl) = [el ul = IA? 
Soit x est le vecteur nul et alors x = Oy, soit À € IR,. Dans les deux cas, les 
vecteurs x et y sont positivement proportionnels. 
Réciproquement, si les vecteurs x et y sont positivement proportionnels, alors on a, 
à permutation près, l'existence de À € IR}; tel que y = ÀAx. Ainsi, comme le réel À 
est positif, on a : 


Ie + y = A+ Val = + AN = À + A) = Tell + el = el + ul. 


Par conséquent, on a |x + y|| < |x|| + ||y|| si, et seulement si, les vecteurs x et y 
sont positivement liés. 


Exercice 5 


La formule de trigonométrie : 
VxelR  cos(2r) = 1 — 2sin?(x), 


donne : 


ce qui prouve que sin est unitaire. 
La formule de trigonométrie : 


VxEIR cos?(x) +sin?(x) = 1 
permet de déduire que cos est unitaire. 
La formule de trigonométrie : 

VxelR 2cosxsinx = sin(2x), 


donne : 
L [ cos + sin æ dx = _ L L608(25)]7" = 0 
7 Jo AT î | 
Pour prouver la nullité de l’intégrale précédente, on aurait aussi pu remarquer que 
la fonction à intégrer est 27-périodique donc son intégrale sur l'intervalle [0, 2x] 


est égale à celle sur [—T,7] qui est nulle par imparité. 


Proposition 5 Soit À une partie de E. 


La partie A+ contient le vecteur nul puisque celui-ci est orthogonal à tout élément 
de À. 
Soit x et y deux éléments de AT, ainsi que À et y: deux scalaires. 
Pour tout a € À, la bilinéarité du produit scalaire donne : 
(al Az+uy)=A(alz)+u(aly)=0 
et donc Ar +uye At. 


Donc A! est un sous-espace vectoriel de E. 
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Exercice 6 Un vecteur appartient à H si, et seulement s’il est orthogonal au vecteur a. 
Le sous-espace vectoriel H est donc le noyau de la forme linéaire w, : x (alx). 


Comme v,(a) = ||al? Z 0, la forme linéaire w, est non nulle. Son noyau H est donc 
un hyperplan. 

Proposition 7 
e Comme AC Vect À, on a déjà l'inclusion (Vect A)- € At. 


e Soit x € At. Pour tout y € Vect À, il existe des éléments a1,..., a de À et des 
p 
réels À1,..., À, tels que y = >, À; a donc, par bilinéarité du produit scalaire : 
i=1 


(æ1y)= xx &)=0, 


i=1 
ce qui prouve que x € (Vect A Ainsi, A+ C (Vect A 


Exercice 7 


1 F1 
e Ona | fol? = = 5 dr = 1 et, pour tout k € IN* : 
0 


1 sin(2kr) 177 1 sin(2kx) |" 
D, Re men _ 2 _ Mr ri) _ 
IAE a+ DE | 1 et xl = De 1, 


ce qui prouve que la famille est composée de vecteurs unitaires. 
e Pour tout k € IN*, on a : 


(fo | fe) = sn Rr)e" = 0 et (fo|gx) = — 


Pour tout (k,k') € (IN*)? tel que k £ k’, on a : 


0 


1 
kr V2 


Gil) = [0 | 
1 [sin((& kr) sin((é+k)x) 1 
CARE D ne 2 À _ 


Enfin, pour tout (k,k') € (IN*)?, la fonction f;gx est 27-périodique donc le 
produit scalaire ( fx | gx) est égal à l'intégrale sur [—-7,7] de la fonction im- 
paire fkgk, ce qui implique sa nullité. 

Par suite, la famille est orthogonale. 


Ainsi, la famille considérée est orthonormale. 
Proposition 8 Soit (e1,...,e,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E et une 


p 
famille de réels (A1,..., À,) telle que Ÿ° Xe; = 0. Pour tout k € [1,p], on a: 


i=1 
P 
i=1 


p 
) = > Ale | ex) = Xllek|?. 


1—=1 
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Le vecteur ex étant non nul, on en déduit que À4 = 0. Donc la famille (e1,...,e,) est 
libre. 


Comme une famille orthonormée est orthogonale et composée de vecteurs non nuls, elle 
est libre. 


Proposition 10 Par bilinéarité du produit scalaire, on a : 
nm 

DE 
i=1 


puisque (x; |x;)=0 sit 3j. 


nm 


ÿ=) = D, (mla)=) (mlx), 


1<i,j<n i=1 


Exercice 8 Soit B — (e1,e2,...,en) une base de E et B' = (f1,f2,...,fn) une base 
orthonormée de E telle que Vp e [1,n] Vect(e1,e2,...,e)) = Vect (fr, f2,..., fn). 
Alors : 

Vj € [1,n] 1 € Vect (ét: 0): 


Si l’on note P = (P;;)1<i,jgn la matrice de passage de B à B, on en déduit que : 
VGj)E[Lnf 1>5= Pi =0 


c’est-à-dire que la matrice P est triangulaire supérieure. 


Exercice 9 On applique l’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la base 
canonique (e1,e2,e3) de IR°, ce qui donne : 


fi=(4:0;0), f= 712.0) et f3 = 


re) 


Sl- 


Proposition 14 


nm 
1. Soit x = ÿ x;e;. Comme la base B est orthonormée, la linéarité à droite du produit 
i=1 
scalaire donne : 


Vieli,n] (ælx)= ( 


nm nm 
Dre } = Ne; Léti= 
k=1 k=1 


Dons Ye |læ)e. 


i=1 


nm nm 
2. Soit x — >. 5 e; et y = >» e; deux vecteurs de Æ. 
i=1 i=1 
Comme la base B est orthonormée, la bilinéarité du produit scalaire donne : 


nm nm nm nm nm 
Gly)= me) Due; | =D D miyleiles)= D œiu = 'XY 
i=1 j=1 | 


i=1 j=1 


nm 
et |[x||? = DES 1. 
2—= 
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Proposition 15 Soit (e1,...,e,) une base orthonormale de E. 


Raisonnons par analyse-synthèse. 


nm 
e Sile vecteur a = Ÿ_œe: convient alors pour tout à € [1,n], on a: 
= 
f(ei) =(alei)= a, 
nm nm 
donc a — ÿ (a lé lé . f(e:)e;. L'unicité est donc assurée. 
i=1 i=1 
nm nm 
e Si l'on pose a — ÿ (a | e; Je;, alors, pour tout x = 1 on a : 
i=1 i=1 


f(x) = > vif(ci) = D_miai —(alx). 


Proposition 18 
e Soit B—(e,e,,...,e!,) une base de E et P la matrice de passage de B à B'. 


Pour tout (i,j) € [1,n]°, on a, d’après la proposition 14 de la page 140 : 


nm 
(e; | ci) = > His _ (PP 
k=1 
Ainsi, la base B! est orthonormale si, et seulement si, PP = I,, c'est-à-dire si, et 
seulement si, P est orthogonale. 
e Comme Æ est un espace euclidien, il possède une base orthonormale B. Considérons 
la base B' telle que M soit la matrice de passage de B à B'. D'après le résultat 
précédent, B’ est une base orthonormale de E. 


Proposition 19 


e Siles matrices À et B sont orthogonales, alors 
{AB)(AB) = 'B'AAB ='BB=I, 


donc la matrice AB est orthogonale. 


e Soit M une matrice orthogonale. D'après le corollaire 17 de la page 142, elle est 


inversible et : 


t(M)MI = (MM) =1,, 


donc M! est orthogonale. 


Proposition 21 


e  Réflexivité. La matrice de passage d'une base orthonormale B vers elle-même est la 
matrice 1, qui appartient à SO(n), donc B est bien de même sens qu'elle-même. 

e  Symétrie. Soit B et B' deux bases orthonormales. Si P est la matrice de passage 
de B vers B’, alors la matrice de passage de B' vers B est la matrice P-!. 
Or, si P appartient à SO(n), alors P-! également. 
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e  Transitivité. Soit B, B' et B"' trois bases orthonormales de E. Si P et Q sont les 
matrices de passage respectivement de B vers B' et de B' vers B”', alors la matrice 
de passage de B vers B/' est la matrice PQ. 

Si P et Q appartiennent à SO(n), alors la matrice PQ également. 


Exercice 10 Soit Bo la base orthonormale directe choisie pour définir l’orientation de 
l’espace E. Soit B: et B2 deux bases orthonormales indirectes. Alors si l’on note P: 
et P; les matrices de passage respectivement de Bo vers B1 et de Bo vers B:, les 
deux matrices P, et P> appartiennent à O, (IR) et sont de déterminant —1. Par 
suite, la matrice PT P, de passage de B1 à B2 appartient à SO(n), ce qui prouve 
que B: et B2 sont de même sens. 


Proposition 24 Pour un vecteur r de coordonnées (x1,x%2,x3) dans B, on a: 


U1 V1 ZX] 
[ü, v, r| —= u2 V2 T2 
Uu3  U3  L3 


ui 
u3 


U1 Vi 


 . .=(Wl#) 


— Lo 


V1 
| + T3 
U3 


À 


où w est le vecteur dont les composantes dans la base orthonormale B sont : 


L'unicité de la proposition 23 permet alors de conclure à l'égalité ü À Ü = w. 


Proposition 25 Si les vecteurs ü et Ü sont colinéaires, alors pour tout vecteur w, on a 
0 = [ü, v, w] = (ü AT |w) donc le vecteur ü À ü est nul. 
Si les vecteurs à et Ü ne sont pas colinéaires, alors il existe un vecteur w tel que (ü, v, w) 
soit une base. En particulier, (ü A v | &w) = [ü, v, &] Z 0 donc le vecteur à À Ÿ est non 
nul. 


Corollaire 26 Comme les vecteurs à et U sont non colinéaires, ils engendrent un plan P et 
leur produit vectoriel w = ü À ü est non nul et orthogonal à P. Le sous-espace vectoriel 
des vecteurs orthogonaux à P est donc de dimension au moins 1, et il est en somme 
directe avec P puisque le seul vecteur de P orthogonal à P (donc à lui-même) est 0. 
C'est donc la droite engendrée par w. 


Proposition 27 Les vecteurs w et # A ÿ appartiennent à la droite (Vect(i, d))…, ils sont 
donc proportionnels. Soit À € IR tel que à À à = Aw, alors Det(t, v, &) = A|w||? = À. 
Ainsi, Det(ü, ü, &w) = 1 si, et seulement si, À = 1 et Det(ü, ü,w) — —1 si, et seulement 
She À = 1; 


Exercice 11 Si le vecteur & est nul, alors le résultat est évident. 


U 


rar ct on considère un plan P contenant 7 et ü. On prenant un 


Sinon, on pose 7 = 


vecteur 7 tel que (7,7) soit une base orthonormée de P puis k=7TA 7, on obtient 
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une base orthonormée directe B — G 7 1) de Æ dans laquelle les coordonnées des 


vecteurs ü, v et w sont respectivement de la forme : 


(1 b d 
(4, ë et e avec  (a,b,c,d,e, f) € IR. 
0 0 f 
Les coordonnées de ü A (Ü A w) dans B sont alors : 
0 b d 
“ube de | =] € | =4bl) 
—abf 0 f 


Ce sont donc celles du vecteur (à - ü) Ü — (à - ü) w. 


Proposition 28 Soit x € E. Montrons qu'il existe un unique couple (y,z) € F x F+ tel 
que x = y + z. Pour cela, raisonnons par analyse-synthèse. 


Comme F est de dimension finie, il possède une base orthonormale B = (e:,e2,...,e,). 


Analyse : supposons qu'il existe (y,z) € F x FT tel que x = y + z. Comme z € Ft, 
on a : 


Viell,pl 0=(æ&lz)=(alx-y)=(alx)-(æ&ly). 


Comme la base B est orthonormale, on a y = Je; | yje; = Se; | Je; et 
i=i i=i 


p 
z=x—y—= ÿ(e;|x)e;. Ainsi, si un tel couple (y,2) existe, il est unique. 


i=1 
p 
Synthèse : si l'on pose y = D '(e; | re; et 2 = x — y, alors x = y+z,yeF et 
i=1 
vielle] (&lz)=(æ&lr-y)=(eæ&lx)-(e|y)=0, donc ze F+. 
Par suite, les sous-espaces vectoriels F et F1 sont supplémentaires. 


Corollaire 29 


1. Comme Æ est de dimension finie, F l'est également et donc F et F1 sont supplé- 
mentaires, ce qui implique l'égalité souhaitée. 


2. Par définition, tout élément de F est orthogonal à tout élément de F4 ce qui prouve 
que FC (FE), Comme : 


dim(F+)+ = dimE — dimF+=dimF, 
on en déduit que F = (F+)+. 


Exercice 12 Toute sous-famille d’une famille libre étant libre, pour tout k € ]1,n], 
Vect(e:,...,ex) est de dimension k. 


Soit pe [1,n]. Dans l’espace euclidien : 
PF = Vélo.) Vel. = Neo 0) 


les vecteurs f, et g, sont orthogonaux à l’hyperplan : 


Veclles sm) Vos are Véctioi “ie 
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Ils appartiennent donc à une même droite. Les vecteurs f, et g, étant normés, on en 
déduit que f, = +gp. Les conditions (e, | f,) > 0 et (e> | 99) > 0 impliquent alors 
que fp = ÿp- 


Proposition 32 Décomposons pr(x) dans la base B : 
p 

pr(x) = S x ét. 
i=1 


Comme x — pr(x) € F+, on en déduit que pour tout à € [1,p], on a : 


Celr)=(elxz-pr(x))+(eilpr(x)) = (ei lpr(x)) = (a 


p 
D À œ) = hi, 
k=1 
ce qui donne le résultat. 
Proposition 33 Si y — pr(x), alors y € EF et x —y = pri(x). Ainsi, pour tout à € [1,p], 
ona(x—yl|le)=0. 
Réciproquement, supposons y € F' et pour tout 4€ [1,p], (x —y|le;)—=0. 
On a alors x — y € Vect(e1,e2,...,ep)t = Ft, d'où x = y +x—7y. 
Se 


cF eF+ 


Comme E = F@F+, on en déduit que y = pr(x). 
Exercice 13 On cherche le projeté orthogonal P du polynôme X* sur IR2[X] sous la 
forme P = aX?+bX + c. Le polynôme P doit vérifier 
(XŸ—P|1)=(X$-P|X)=(X-P|X°)=0, 
ce qui se traduit par le système suivant : 


Aa + 6b +12c = 3 
15a + 20b + 30c —= 12 
12a + 15b+20c —= 10. 


L'opération élémentaire Lo + Li + La — L2 donne le système équivalent suivant : 
4a+ 6b+12c = 3 
a+ b + 2c = ] 
12a+15b+20c —= 10. 


ce qui conduit au système suivant : 


a+b+2c = 1! 
2b+4c = —1 
3b—4c —= —2. 


30X? —12X +1 
20 


On obtient ainsi P — 
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Proposition 34 SoitxeÆE et ye F.Ona: 

y—z=y—pr(x) +pr(x)-x avec  (x—pr(x)|y—pr(x)) = 0, 

et donc, d’après le théorème de Pythagore, on a : 
Ie — y? = Ir — pr + y — pr > [x — pr)? 

Par conséquent, d(x, F) > ||x — pr(x)|| et on a même égalité puisque, pr(x) étant 
dans F', on a aussi d(x, EF) < [x — pr(x)||. 
De plus : 
d(a, F)=x-yl  Iz-glf = lx-pr (ll [s 


— |y-pr(x)f =0 > y = pr(x). 


Exercice 14 On remarque que : 


27 
inf ! (x — acosx — bsinx})”® dx = + inf || f — g||? 
0 geF 


(a,b)EIR2 
où f:xr x, F = Vect(sin,cos) et où | || est la norme euclidienne associée au 
produit scalaire : 
1 27 
Ga) = [7 S()g(æ)ar 
0 


Donc : 


27 
inf | (x — acosx — bsinx}? dx = r||f — pr(f)|? 
(a,b)EIR2 0 


où pr(f) est le projeté orthogonal de f sur F. 


Comme la famille (cos, sin) est une base orthonormée de F', on a : 


1 27 1 27 
belf)= C/ cor dr) COS + C/ vsin de) sin = —2sin 
90 T5 


27 27 à 

8 
inf | —acosx —bsina) de = | (x + 2sin x)? dx = —4r + —— 
(a,b)EIR? Jo 0 


Ainsi : 


3 


> — 


Proposition 35 Soit & un vecteur directeur de D. La famille (ÿ,ñ) étant une base de IR?, 
= 
il existe (X,u) € IR? tel que AM = Xù + pi. 


Soit B un point de D, il est de la forme À +tü avec t E IR, donc, d'après le théorème 
de Pythagore : 


as 2 1 : 
IBM? = QI + 421. 
Par conséquent, la distance de M à D est égale à |u|||ñ||. 
——— 
Par ailleurs, on a AM : ñ = y||ñ||?, ce qui conduit au résultat. 
Proposition 37 Si à a pour coordonnées (a, B), alors le vecteur ñ de coordonnées (— 5, a) 


est un vecteur normal et pour tout vecteur w, on a w:n— [uw ü . Le résultat découle 
alors de la proposition 35 de la page 150 . 


— 


Proposition 38 Soit 4’ — 57. On complète ce vecteur en une base orthonormée (47, v, wi). 


— 
Il existe alors (À, u,v) € IR° tel que AM = Xù° + pô + vi. 
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Soit B un point de D. Il est de la forme A +tù’ avec t E IR, donc, d'après le théorème 
de Pythagore : 


= 112 
IBM = (1-0 + 2 + 22. 
Par conséquent, la distance de M à D est égale à 4/12 + 12. 


— 
Par ailleurs, on a AM Au = pn0/Aü+ vw /Aù = —pù + vÙv. Le résultat découle alors du 
théorème de Pythagore. 
Proposition 39 Soit &, à deux vecteurs tels que P = À + Vect (ü, ü). La famille (ü, v, n) 
—— 
étant une base de IR*, il existe (À, u,v) € IR° tel que AM = Xù + po + pi. 


Soit B un point de P. Il est de la forme À + tü + sù avec (t,s) € IR?, donc, d’après le 
théorème de Pythagore : 


IBM] = GI + Ga IP +212. 
Par conséquent, la distance de M à P est égale à [v|| ||. 


. ar > : : z 
Par ailleurs, on a AM :n = v||n|?, ce qui conduit au résultat. 


Proposition 41 Comme les vecteurs Ÿ et w dirigent le plan P, ils ne sont pas colinéaires 
et le vecteur v À w est un vecteur normal au plan P, ainsi, d'après la proposition 39 de 
la page 151, on a: 


EE 
A Gao] [ESA] 


ISA IA] 


d(M,P) = 


Proposition 42 D'après la proposition 28 de la page 146, comme H+ est une droite dirigée 
par n, il existe (h, À) € H X IR tel que x = h + An. 
Soit h’ € H, on a donc, grâce au théorème de Pythagore, ||r—h/||? = |h—h/|?+2|n|?. 
Par conséquent, d(x, H) = |\||[n|. Par ailleurs, comme n € H+, on a x.n = Aln|?, 
ce qui conduit au résultat. 


Exercice 15 
1. L'espace vectoriel Æ est le noyau de la forme linéaire non nulle Tr ; il s’agit donc 
d’un hyperplan. 
2. La matrice 1, est telle que VA € M,U{IR), À: 1, = Tr A; il s’agit donc d’un 


\ , M: |TrM| 
vecteur normal à H. Par conséquent, d(M, H) — RAR = - 
_ n 
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S’entraïîner et approfondir 


Soit A = (a;,j)i<i,jen une matrice orthogonale de M, (IR). 


1<i,j<n 


1. Montrer que £n. 


2. Montrer que . lai,;| <nVn. 


1<i,j<n 
On pourra considérer sur M,(IR) le produit scalaire canonique défini par : 


(MIN)=T(MN). 


Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E de dimension n € IN*. Démontrer 
l'existence d’une base (e1,...,e,) de E telle que la famille (u(e:),...,u(ex)) soit 
orthogonale. 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (e;)1<ign une base de E. 


Démontrer qu’il existe un unique produit scalaire sur Æ pour lequel la fa- 
mille (e;)1<ign soit une base orthonormée de £. 


On se place dans IR muni du produit scalaire usuel. 
Soit F' le sous-espace vectoriel de IRŸ défini par le système d'équations : 


T1 + L2 + L3 + La = 0 
Ti — L2 + L3 — La = (0. 


Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F. 


Soit Æ un espace euclidien de norme associée ||.|. On considère deux projecteurs p 
et q de Æ. 


1. Montrer que p est une projection orthogonale si et seulement si : 
VxeE  [p(x)l < [x 


2. Montrer que p et q commutent si, et seulement si, Kerp et Imp sont stables 
par q. 
3. On suppose que p et q sont des projecteurs orthogonaux de Æ. 
(a) Prouver que : V(x,y) € E* (x|p(y)) = (p(x) | y). 
En déduire que Ker p est stable par g si, et seulement si, Imp l’est. 
(b) Prouver que les deux assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) pog—=qop; 
(ii) go p est un projecteur. 
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Exercices 


x 3.6 Soit E —C1([0,1],IR) et ç : E? — IR 
1 
(fig) 5 | (fa + Fa). 
0 


1. Montrer que @ est un produit scalaire sur ÆE. 

2. Soit F={feE|f(0)= f()=0} et G={feEl|f"=f}. 
Montrer que les espaces vectoriels F et G sont supplémentaires orthogonaux et 
exprimer la projection orthogonale de E sur G. 


3. Soit (a,b) ER? et FE, ={f € E|f(0)=aet f(1) = b}. 
(a) Trouver un élément fo de E,v, puis prouver que E,4 = {fo+h; he F} et 
enfin donner le projeté orthogonal de fo sur F. 


(b) À l’aide de la décomposition de fo, déterminer la valeur de : 


1 
inf Fa PA 
ét] (4 Î ) 
3.7 Soit &o, 1, ..., An des réels et : 


n 


@ : IRa[X] X IRa[X] + IR, (P,Q) + Ÿ_ P(ax)Q(ax). 
k=0 


1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels ax pour que & soit un 
produit scalaire. 


2. Déterminer la distance de X° à F = { € IRa[XT] | 3° Par) = o}. 
k=0 


3. Dans cette question n = 3 et Vk € [0,3], ax = k. Déterminer une base orthonor- 
male de IR3[X] pour ce produit scalaire. 


3.8 Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de Æ. 
1. On suppose que F possède un supplémentaire orthogonal, c’est-à-dire qu’il existe 
un supplémentaire G de F orthogonal à F. 
Prouver que G est égal à F+. 
2. On suppose que F admet un supplémentaire orthogonal. Montrer qu’alors F+ 


admet aussi un supplémentaire orthogonal et que l’on a (F1) =. 


1 
x 3.9 Soit E — IR[X] muni du produit scalaire (P, Q) - | Pix) O(x)dæ, 
0 


1. Soit F={PEE]| P(0) = 0}. Déterminer Ft. At-on E=F@Frt? 
En utilisant l’exercice 3.8, on a donc prouvé que F ne possède pas de supplémen- 
taire orthogonal. 


2. Soit 6: E —— IR. Prouver que & est une forme linéaire sur E mais qu'il 
P + P(0) 
n'existe pas de polynôme Q tel que VPEE w(P)=(P|Q). 
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3.10 On munit alors E = C([-1,1]},IR), et donc aussi IR[X], du produit scalaire : 


Ge (rin= /] ON 


1. Montrer qu’il existe une famille orthogonale (Qh)ren de IR[X] telle que, pour 
tout entier n, Q, soit de degré n et de coefficient dominant 1. 

2. En remarquant qu’il est équivalent de dire que Q,, est de degré n, de coefficient 
dominant 1 et orthogonal à IR; _1[X], montrer l’unicité de la famille (Q; )nen - 


3. Déterminer Qo, Q1, Q2 et Q3. 
4. Pour fe E, on note f:tr f(—t). Montrer que pour tout (f,g) € E?, on a : 


(fl) =(f15). 


En déduire la parité de Q,, en fonction de n. 


3.11 On considère les polynômes construits dans l’exercice 3.10. 
Montrer que, pour tout n € IN, Q, admet n racines distinctes dans |—1,1{. 


On pourra introduire le polynôme TI (X — a) où S est l’ensemble des racines de Q, 
a€es 


appartenant à l'intervalle |—-1,1[ et d'ordre impair. 
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Solution des exercices 


3.1 1. Notons X le vecteur de IR" dont tous les coordonnées valent 1. D’après l’inégalité 
de Cauchy-Schwarz dans IR" muni de son produit scalaire canonique, on a, À étant 
une matrice orthogonale : 


ICAX | X)] < AX|IXI = [XI 
Cela donne le résultat souhaité car : 


1<i,j<n 


ICAX | X)| = et IX|? = n. 


2. Considérons sur M, (IR) le produit scalaire canonique défini par : 
(MIN)=T (MN). 


e On a d’une part | A[? = Tr(1,) = n. 
e D'autre part, considérons B = (b;,;)1<i jen la matrice définie par : 


0 si Qi,j — 0 
Vi. lol D — - 
GEL bd Gi on 
|@i,5 


Pour tout (i,j) € [1,n]°,on a |b;,| 1, donc: 
IBP= D &,< D 1m 
1<i,j<n 1<i,j<n 
L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée avec les matrices À et B donne alors : 
2 
5 
( à il) = (AÏB) < |AJ AB? = n? x n. 
1<i,j<n 


On en déduit l’inégalité demandée. 


3.2 Soit (£1,...,€-) une base orthonormale de Im w. Considérons une famille (e1,...,e,) 
d’antécédents, c’est-à-dire telle que u(e;) = €; pour tout à € ]1,r]. Considérons 
maintenant une base (f1,...,f.) de Keru. 

D’après le théorème du rang, r+s = n = dim Æ donc la famille (e1,...,e,, f1,..., fs) 


est une base de ÆE si, et seulement si, elle est libre. 


T° S 
Soit (a1,...,@r,B1,...,15) € IR" tel que Ÿ ae; + 3,2 = 0. En appliquant u, 
i=1 j=1 
F 
on obtient D. aie; = 0 puis, par liberté de la famille (£1,...,€,), on a: 
i=1 


Vie [1,r] a; = 0. 
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On a donc ÿ° B;f; = 0, et par liberté de la famille (f1,...,f,), on obtient : 
j=1 


vViell,s] 8 =0. 


Ainsi, la famille (e1,...,e,, f1,...,f,) est une base de E et la famille : 


Cube). sue utiles 0) = Ets: 0:05) 


est orthogonale. 


Procédons par analyse-synthèse. 


Supposons qu’un tel produit scalaire existe et notons-le &. D’après l’expression du 
produit scalaire dans une base orthonormée, si l’on considère deux vecteurs æ et y 
de E de coordonnées respectives (ti)1gign et (Yi)i<ign dans la base (e;)1<i<n, alors 


10] 
p(x, y) = D œiy:. Ainsi, si un tel produit scalaire existe, alors il est unique. 


4=1 


Considérons maintenant l’application de E? dans IR, qui à deux vecteurs x et y 

de E de coordonnées respectives (æi)igign et (Yyi)igign dans la base (e;)1<i<n, as- 
nm 

socie ÿ_ æ;y;. L'application @ est alors clairement bilinéaire symétrique et positive. 
i=1 

De plus, si un vecteur x de coordonnées (x;)1<i<n dans la base (e;)1<ign véri- 


nm 
fie @(x,x) = 0, alors D x? = 0, puis x; =0 pour tout 4€ [1,n], donc x est le 
i=1 


nm 

vecteur nul. Enfin, pour tout (j,k) € [1,n]”, on a v(e;, él= die = 1; donc 
i=l 

la famille (e;)1<i<n est une base orthonormée de Æ. 


Ainsi, il existe un unique produit scalaire sur Æ pour lequel la famille (e;)1<ign Soit 
une base orthonormée de Æ. 


1 1 
Les vecteurs e1 — on 0,—1,0) et e2 = 70 1,0, —1) forment une base orthonor- 


male de F', donc on a : 
Vr EIR* px) = (x | e1 er + (x | e2 Je 


où p est la projection orthogonale sur F. La matrice de p dans la base canonique est 
donc : 
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e Soit p la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F.Si x est un 


vecteur de E, alors x = p(x) + x — p(x) donc : 
nr 
zeF xeF+ 
cl = GT + le — PGI > Ip). 


Réciproquement supposons que p vérifie la condition.Il existe deux sous- 
espaces vectoriels supplémentaires F et G tels que p soit la projection sur F 
parallèlement à G. Montrons que F et G sont orthogonaux, ce qui, par des 
arguments de dimension prouvera que G = F+. Soit (f,g) € F x G alors : 


VAEIR p(f+Ag)= f. 


Par conséquent : 
VielR |f|?<|f + gl”, 
soit : 
VAER gl +2A(f 19) > 0. 


La fonction polynomiale À + X2||g||? + 2X( f | g) est donc de signe constant 
sur IR donc on en déduit que : 


A0 #2) 0 


puis que ( f | g) = 0. Par suite, les espaces vectoriels F et G sont orthogonaux, 
donc p est une projection orthogonale. 


2. Supposons Kerp et Imp stables par q. 


Soit x € E. Comme E = Kerp @ Im p, il existe (71,12) € Kerp x Imp tel que 
x = %1 + t2. Comme Im p = Ker(p — Idg), on à alors : 


gop(z)=q(z2) et  poqg(x) = p(q(x1)) + p(g(x2)) = q(æ2). 
= = 


€Kerp €Elm p 


Ainsi, p et g commutent. 


Réciproquement, si p et q commutent, alors les espaces propres de p sont stables 
par q; en particulier Kerp et Im p = Ker(p — Idg) le sont. 


3. (a) Soit (x,y) € E?. Comme E = Kerp @ Im p, il existe (x1,y1) € Kerp x Imp 


et (x2,y2) € Kerp x Imp tels que x = x1 +2 et y = y1 + y2. On a alors : 


(x | p(y)) = (x1 +x2 | ya) = (za | y) 
æ 


car Imp = (Kerp) ; et de même : 


(p(x) | y)(x2 | y1 +y2) = (x | ya). 


Ainsi, (x | p(y)) = (p(x) | y). 


Supposons Ker p stable par q et montrons que Imp l’est également. 
Soit x € Imp = (Ker p)” . On veut montrer que q(x) appartient à Im p = (Ker p)” 


Pour cela considérons y € Kerp, on a alors q(y) € Kerp puis : 


(gx) |y) =(x|q(y)) = 0. 
Ainsi, Imp stable par q. 
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Réciproquement, supposons Imp stable par qg et montrons que Kerp l’est 
aussi. Soit x € Kerp — (Imp)- 
y 


. On veut montrer que q(x) appartient 
à Kerp = (Imp 
puis : 


. Pour cela considérons y € Imp, on a alors q(y) € Imp 


(ax) | y) = (xl a(y)) = 0. 

Ainsi, Ker p stable par q. 

(b) Supposons (i). On à alors qopogop=goqgopop=gqop donc gop est un 
projecteur. 
Supposons désormais (ii) et montrons que Imp est stable par q:; ce qui, à 
l’aide des questions précédentes, prouvera (4). 
Soit x € Imp. Il existe donc t € E tel que x = p(t). 
Pour montrer que q(x) = qop(x) appartient à Imp, il suffit de prouver 
que |p(qop(x))| = |q o p(x)||. Or, comme p et q sont des projecteurs or- 
thogonaux, on a : 


go p(aop(x))|] < Ip (ao p(x))] < Îlg o p(x)||. 
Comme gopogop=gop,on en déduit que |p(qo p(x))|]| = {go p(x)||. 
Ainsi, Imp est stable par q ; ce qui achève de prouver l’équivalence. 


1. On montre aisément que & est une forme bilinéaire symétrique. De plus, 


1 
vies [(#+/)>0 
0 


Soit f € E telle que w(f, f) = 0 alors, la fonction f? + f'? étant continue et 
positive sur [0,1], on en déduit que cette fonction est nulle, puis que f est nulle. 
Donc % est un produit scalaire sur Æ. 

2. e Montrons d’abord que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires. 
Soit f € E. Il faut prouver l’existence d’un unique couple (f1, f2) € F x G tel 
que f = f1 + f2. On procède par analyse-synthèse. 

* Supposons qu'il existe un couple (f1,f2) € F x G tel que f = f1 + f2. 
Comme G est l’ensemble des solutions d’une équation différentielle d’ordre 
deux dont l’équation caractéristique a pour racines 1 et —1, il existe deux 
réels a et B tels que, pour tout x € [0,1] : 


f(x) = achzx+Bshx. 
Comme f(0) = f2(0) et f(1) = f2(1), on obtient le système suivant : 


fO)= a | 
f{)=ach1+86sh1” 


fG)- (0) ch1 


ni D'où l’unicité 


ce qui est équivalent à & = f(0) et 5 = 


sous réserve d'existence. 
e Réciproquement, si l’on pose f2 : æ + achzx + Bshx avec à — f(0) et 


B = 0 JU et f1 = f—f2,alorsona (f1,f2) E FxG et f = fi+f2. 


Par suite, les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires. 
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3. Enfin montrons que F et G sont orthogonaux. Si f1 € F et f2 € G, alors la 
fonction f1 est de classe C? et une intégration par parties donne : 


1 
A e Î A+ AFS) 


- [has [A flo - [af 


. bte 


Les espaces F' et G sont donc supplémentaires orthogonaux. 


Le projeté orthogonal sur G de f est égale à : 


oo —— (/(0) sh(1 — x) + f(1)shx). 


4. (a) La fonction + a +(b— a)x appartient à E,4. De plus : 

f(0)=a Le = fo(0) 
& & f—-foer. 

FO) = 0 F() = fo(1) 


Par conséquent, E, = {fo +h; h € Eoo}. 


VfEeE rerue | 


1 
Le projeté orthogonal de f sur G est f1: x EI (ash(1 — x) +bshzx). 
(b) Soit f € Ep, il existe h € F tel que f = fo + h donc 
= fo+h=fo- fit fi +0h 
= ja fs fi 
eG=F+ cF eF 


puis : 


l 
1 U+17) = 1e +0 = 1% fl + If + A2. 


Par conséquent, on a : 
1 
inf F1 Fa = fl? 
DE +7) = ln Al 


On peut même préciser que cette borne inférieure est atteint de façon unique 
en f2 = fo — f1 € G. Par suite : 


are f (+12) = [4+ Prat - [af 


b(bch1 — a) — a(b—achl1) 
=(sñl= Th 


(a? + b?)ch1 — 2ab 
_ sh1 
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3.7 1. L'application ç est clairement une forme bilinéaire symétrique positive. Montrons 


3.8 


3.9 


qu'il s’agit d’un produit scalaire si, et seulement si, les réels ax sont distincts. 
Supposons les réels ax distincts et prouvons que 4 est définie. Soit P € IR,[X] 
nm 
tel que w(P,P) =0,ona alors 5 P(ax)? = 0, donc P a n+1 racines distinctes, 
k=0 
puis P est le polynôme nul. Par conséquent, & est un produit scalaire. 


Supposons désormais les réels ax non distincts. Quitte à renuméroter ces réels, 


supposons a = a2. En posant P = [][(X — a;). On a alors PE IR,[X], P Z 0 
i=2 


nm 
et @(P, P) = S> P(ax)? = 0, ce qui prouve que 4 n’est pas un produit scalaire. 
k=0 


Par suite, & est un produit scalaire si, et seulement si, les réels ax; sont distincts. 


10] 
. En tant que noyau de la forme linéaire PH Ÿ[ Paz) qui est non nulle, l’espace 


k=0 
vectoriel F est un hyperplan. De plus, F = {P € IR;[X] | &(P,1) = 0} donc 
le polynôme constant à 1 est normal à F. En utilisant la proposition 42 de la 
page 152, on a donc : 


> af 
Lin e(L1) vr 


. En considérant une famille (Li)1<i<s telle que V(i, 5) € [0,3]* Li(a;) = 6, on 


obtient une base orthonormale pour %. Il suffit donc de prendre : 
IL = 
OKj<3 
JA | 
II G—5) 
OKj<3 
JA 


Vie[0,3] L:= 


. Supposons E = F@G avec GC Ft. 


Soit x € F+, en écrivant x = f + g avec f € F et g € G, le vecteur f=x-7g 
appartient à F et F+, il est donc nul, ce qui implique que F+ € G. On a donc 
l'égalité G = F+. 


d 
. Puisque E = F@ F+., la question précédente montre que F+ admet un supplé- 


mentaire orthogonal et prouve (F1) =}. 


. Soit Q € FE. On a (Q | XQ) = 0 donc la fonction f : t + tQ(t)? est conti- 


1 

nue, positive sur [0,1] et vérifie | f{t)dt = 0 ; elle est donc nulle sur [0,1]. Le 
0 

polynôme Q a donc une infinité de racines, ce qui prouve sa nullité. 

Par suite F4 C {0} puis F4 = {0}. 

Comme E £F,on n'a pas E=F@Ft. 
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Solution des exercices 


Supposons qu’il existe un polynôme Q tel que VPEE w(P)=(P|Q). 

On aurait donc Q € F+ donc Q = 0, l'application linéaire @ serait alors identi- 
quement nulle, ce qui n’est pas le cas. 

Par conséquent, il n’existe pas de polynôme Q telque VPEE w(P)=(P|Q). 


En appliquant le procédé d’orthogonalisation de Schmidt à la base canonique 
de IR[X], c’est-à-dire en posant Qo = 1 et : 


n—1 
; : (XT1Q@r) 
REIN Q=x"-ÿ 


on obtient une famille orthogonale telle que, pour tout entier n, on ait 
deg(Q,) = n et Q, de coefficient dominant 1. 

Soit (Ph)nen suite de polynômes de coefficient dominant 1 telle que deg(P,) =n 
pour tout n € IN. Alors, pour tout n € IN, on a IR,[X] = Vect(P5,..., Ph). 
Donc P, L IR:-1[X] si, et seulement si, P, est orthogonal à P5,..., Pn_1. D'où 
l’équivalence demandée. 


Soit alors (Ph),ew une telle suite. Soit n € IN ; montrons que P, = Q,. 
Par hypothèse, le polynôme P, — Q, appartient à IR,_1[X]. De plus : 

VPERR.AA] Cé=0:lrPi=(t#|P)I=(0,|rP)=0 
donc le polynôme P, — Q, est nul. 


On à Qo = 1. On cherche Q: de la forme X + a de sorte que (Q1]|1)= 0 et l’on 
obtient Q1 = X. 
On cherche Q2 de la forme X? + aX + b de sorte que : 
(Q211)=(Q|X)=0 
1 


et l’on obtient Q2 = X°? — — 


On cherche Q3 de la forme X° + aX? + bX + c de sorte que : 


(Qs11)=(Q3|X)=(Q3| X2) =0 
3 


et l’on obtient Q3 = X° — EX. 


Le premier résultat est immédiat par changement de variable {++ —t dans l’inté- 
grale. 


Soit neIN et PElR,_1[X]. On a : 
(Qn|P)=(Q|P)=0 
puisque Q, est orthogonal à IR; _1[X] et que PE IR AT. 


La suite de polynômes ((—1)"Q,),.n 
question, donc est égale à (Qh)nen d’après la deuxième. 


vérifie donc les conditions de la première 


Finalement, Q, = (—-1)"Q,, ce qui prouve que Q, est de même parité que n. 
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Supposons, par l’absurde, que Q, ne possède pas n racines simples dans l’inter- 


valle ]—-1,1[ et posons R = JI[(X — a) où S est l’ensemble des racines de Q, 
aes 


appartenant à l'intervalle ]—1,1] et d'ordre impair (si S est vide, alors À = 1). Le 
polynôme R appartient alors à IR;_1[X]. En particulier, on à (Q,| R) = 0 c’'est-à- 


dire Î Qn(t) R(t) dt = 0. 


Or, la fonction t + Q,(t)R(t) est continue et de signe constant [—1,1]. En effet, les 
racines de Q,R appartenant à l'intervalle ]—1,1[ sont de multiplicité paire donc la 
fonction t - Q,(t)R(t) est de signe constant sur ]—1,1[ puis sur le segment [-1,1] 
par continuité. 

Par conséquent, la fonction t + Q,(t)R(t) est nulle sur ]—1,1[ donc le polynôme Q,R 
est le polynôme nul car il possède une infinité de racines, ce qui est absurde. 

On aboutit donc à une contradiction ; ce qui prouve que le polynôme Q, possède n 
racines simples dans l'intervalle ]—1,1!. 
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Isométries et 
endomorphismes 
symétriques d’un 


espace euclidien 


Dans tout ce chapitre, Æ désigne un espace euclidien de dimension n € IN*. 


| Isométries vectorielles d’un espace euclidien 
1 Généralités 
éfinition 1 
Un endomorphisme f de E est une isométrie vectorielle s’il conserve la 
norme c’est-à-dire si : 


VreE |f()| = el 


p.186| Exercice 1 Quelles sont les valeurs propres possibles d’une isométrie vectorielle ? 


roposition 1 
Une isométrie vectorielle est un automorphisme 


Démonstration page 186 
roposition 2 


Un endomorphisme f de E est une isométrie si, et seulement s’il conserve 
le produit scalaire c’est-à-dire si, et seulement si : 


V(ay)eE? (u(x)|u(y))=(x|y). 


Démonstration page 186 


l Isométries vectorielles d’un espace euclidien 


Remarque Cette propriété explique pourquoi une isométrie vectorielle est 
aussi appelée un automorphisme orthogonal. Il s’agit en effet d’un auto- 
morphisme qui conserve l’orthogonalité, au sens où deux vecteurs orthogonaux 
ont des images orthogonales. 


Exemples 
1. Les seules homothéties qui soient des isométries sont Id et — Id. 


2. Contrairement à ce que le terme pourrait laisser penser, une projection orthogonale 
n’est pas un automorphisme orthogonal sauf si c’est l’identité puisque, sinon, elle 
n’est pas bijective. 


3. Toute symétrie orthogonale est une isométrie vectorielle. 


En effet, soit s la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F. 
Pour tout x € E, il existe un couple (unique) (y, 2) € F x F+ tel que x = y+ 2. 
On à alors s(x) = y — z. Par le théorème de Pythagore, on a : 


2 
Is) = y 27 = + NA = Uly + A? = Ill? 


Donc la symétrie s conserve la norme. 


L'exercice suivant prouve que les symétries orthogonales sont les seules qui 
conservent la norme. 


p.186| Exercice 2 Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de Æ et s la 
symétrie par rapport à F parallèlement à G. 


Montrer que, si s est une isométrie, alors s est une symétrie orthogonale, c’est-à-dire 
que F et G sont orthogonaux. 


roposition 3 
e La composée de deux isométries est une isométrie. 


e La réciproque d’une isométrie est une isométrie. 
Démonstration page 186 
roposition 4 


Soit f une isométrie vectorielle et F' un sous-espace vectoriel de E. 


Si F est stable par f, alors F4 est aussi stable par f. 


Principe de démonstration. Commencer par prouver que f(F) = F. 


Démonstration page 186 


p.187] Exercice 3 Soit f une isométrie de E et F un sous-espace vectoriel de Æ stable 
par f. Prouver que l’endomorphisme induit par f sur F' est orthogonal. 


177 


Chapitre 4. Endomorphismes d’un espace euclidien 


roposition 5 
Soit B une base orthonormée de Æ. Un endomorphisme est une isométrie 
vectorielle si, et seulement s’il transforme B en une base orthonormée. 


Démonstration page 187 
roposition 6 


Soit B une base orthonormale de Æ. Un endomorphisme f de E est ortho- 


gonal si, et seulement si, sa matrice dans la base B est orthogonale. 


Démonstration page 187 


2 Isométries d’un espace euclidien de dimension 2 
L'objet de ce qui suit est la description complète de O(E) lorsque ÆE est un 
plan. Dans la suite, E désigne un espace euclidien orienté de dimension 2. 
roposition 7 
Une matrice M € MaiiR) : 
e appartient à SO(2) si, et seulement si, elle est de la forme : 


(ie ms) ve oem; 
e appartient à O(2) \ SO(2) si, et seulement si, elle est de la forme : 


| cos 0 sin Ü 


a | avec 0ERR. 


Principe de démonstration. Démonstration page 187 


Dire que M est une matrice orthogonale signifie que ses deux colonnes forment une base ortho- 
normale de IR?, et que son déterminant vaut 1 dans un cas, —1 dans l’autre. 


Terminologie Pour tout 0 € IR, la matrice R(0) — | cos —sing | _—. 
é i : ; sin 0 cos Ô 
appelée matrice de rotation d’angle 6. 


roposition 8 
Pour tout (41,0) € IR?, on a : 


R(01) R(02) = R(02) R(61) = R(01 + 02). 


Démonstration. 
C'est une simple vérification calculatoire utilisant les formules trigonométriques d’addition.  [] 


Remarques 
e En particulier, deux éléments de SO(2) commutent. 


e L'application IR —> SO(2) est surjective, mais pas injective. 
0 + R(6) 
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roposition 9 (Isométries directes d’un plan vectoriel) 
Soit B une base orthonormale directe de E et u € L(E). 
On a u € SO(E) si, et seulement s’il existe 0 € IR tel que : 
cos® —sinŸ 
M = = 
s(u) | sin  cosÜ | F9) 
Le réel 0 , unique à 2r près, ne dépend pas de la base orthonormale directe B. 
Il est appelé angle de la rotation u. On dit également que u est la 


rotation d’angle 6. 


Démonstration page 188 


p.188| Exercice 4 Soit r une rotation d’angle 0. Déterminer la matrice de w dans une 
base orthonormale indirecte de Æ. Justifier que la matrice obtenue ne dépend pas 


de la base orthonormale indirecte choisie. 


roposition 10 (Isométries indirectes d’un plan vectoriel) 
Soit B = (e1,e2) une base orthonormale de E et u € L(E). 
On a u E O(E) \ SO(E) si, et seulement s’il existe 0 € IR tel que : 


cos 0 sin 0 
Mau) — | sin —cosû l 


L’endomorphisme « est alors la réflexion par rapport à la droite vectorielle : 
Vect(vo) avec Va = COS (f) e1 + sin (f) €. 


Traduire le fait que la matrice Mg(u) est orthogonale et de dé- 


terminant —1. Pour la seconde partie, s'intéresser aux sous-espaces propres de la matrice Mg(u). 


Démonstration page 188 


Principe de démonstration. 


p.189] Exercice 5 Montrer que toute rotation vectorielle de Æ peut s’écrire comme le 
produit de deux réflexions, la première étant choisie arbitrairement. 


p.190) Exercice 6 Déterminer les matrices de M € OA{IR) diagonalisables. 


3 Isométries d’un espace euclidien de dimension 3 


roposition 11 
Soit f est une isométrie d’un espace euclidien orienté de dimension 3. 


Il existe une base orthonormée directe dans laquelle la matrice de f est : 
1 0 0 —1 0 0 
O0 cosû —-sin0 ou O0 cosû —sin0 
O0 sin  cosô O0 sing cosô 


avec 0E IR. 


Démonstration page 190 
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Exercice 7 Soit 0€ IR. 


1 0 0 
Déterminer l’inverse de la matrice À — O0 cosû —sin® 
O sin0 cos0 


p.191| Exercice 8 Soit 0 un réel et à un vecteur unitaire d’un espace euclidien orienté de 
dimension 3. 


On considère deux bases orthonormales directes B et B’ de E commençant par w, 


1 0 0 
et f l'endomorphisme tel que Matg(f) = | 0 cos® —sin0 
0 sin0 cos 


Prouver que Matg(f) = Matg(f). 


Grâce au résultat de cet exercice, on peut poser la : 
éfinition 2 
Soit 0 un réel et à un vecteur non nul d’un espace euclidien orienté de 
dimension 3. 


On appelle rotation d’angle 0 autour de l’axe dirigé par le vecteur ü, 
l’isométrie dont la matrice dans toute base orthonormale directe commençant 


1 0 0 
cos Ô —sin 0 
sin  cosô 


Remarques 

e La rotation d’angle 0 autour de l’axe dirigé par le vecteur ü est aussi la 
rotation d’angle —0 autour de l’axe dirigé par le vecteur —üù. L’angle 0 
n’est donc pas unique. 


e Mais il y a unicité au signe près, puisque si r est une rotation d’angle 0, 
alors Trr = 1 + 2cos 0. L'exercice qui suit permet de déterminer ce signe, 
grâce au signe de sin 0. 


p.191) Exercice 9 


Soit r la rotation d’angle 0 autour de l’axe dirigé par le vecteur unitaire ü. 
1. Soit Ü un vecteur orthogonal à l’axe. Prouver que r (ü) = cos 0 ü + sin 0 ü A ©. 


2. Pour tout vecteur Ÿ, montrer que r (ü) = (1 — cos 0) (+ ü) ü+cos 0 Ü+sin 0 UT. 


3. En déduire que, pour tout © non colinéaire à %w, le produit mixte [a d,r (v) | 
est du signe de sin 0. 
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Remarque Le dernier résultat est très utile en pratique car comme cos ÿ est 
facilement obtenu à l’aide de la trace, il suffit de connaître le signe de sin 0 
pour déterminer 4. Ce résultat est conservé si à n’est pas unitaire. 


Point méthode 


Pour déterminer la direction et l’angle d’une rotation donnée par sa ma- 
trice M dans une base orthonormée directe : 


e on détermine la droite invariante et on en choisit un vecteur directeur à ; 
e on détermine son angle non orienté Ÿ avec la relation Tr M = 1 +2 cos à : 


e on détermine l’angle de la rotation autour de l’axe dirigé par le vecteur àw 
en utilisant la fait que sin 0 est du même signe que [ü, v,r (d) | pour tout 
vecteur Ÿ non colinéaire à ü. 


Exemple Soit r l’endomorphisme de IR? canoniquement associé à : 


1 2 1 2 

M = - —2 2 1 

SA t 22 2 
Il est facile de vérifier que les colonnes C1, C2 et C3 de M forment une base 
orthonormée, donc M € Oä{IR). Comme plus | _o : — 6 > 0, on en dé- 


duit que C3 = C1 A C2 (et non pas C3 = —Ci À C2 qui était l’autre possibilité), 
donc M € Oj{IR). Par suite, r est une rotation 


Déterminons ses éléments géométriques caractéristiques (axe et angle). 


1 
L'’axe de r, c’est-à-dire E1(r), est engendré par le vecteur & = | —1 
1 
L’angle 0 de la rotation autour de l’axe dirigé par üà vérifie 1 + 2cos0 = Tr M = 2 
1 1 2 
donc 8 = +7/3[2r]. De plus, sin 0 est du signe de | —1 0 —2 | = —3. 
1 O —1 
1 
Ainsi, r est la rotation d'angle —Tr/3 autour de l’axe orienté par ü = | —1 
1 


p.192] Exercice 10 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l’endomor- 


(UV? 
phisme de IRŸ canoniquement associé à la matrice M = = | —/2 1 —1 
VE TU 
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Point méthode 
Pour déterminer la matrice d’une rotation r, on peut : 
e déterminer une base adaptée à r et effectuer un changement de base ; 


e ou utiliser la formule de l'exercice 9 de la page 180 (en n’oubliant pas de 
prendre un vecteur unitaire pour diriger l’axe de rotation) : pour tout 
vecteur Ÿ : 


r (0) = (1 — cos 0) (T- à) à + cos 0 Ü + sin 0 à A ©. 


Exemple Déterminons la matrice dans la base canonique de IR de la rotation r 
d'angle r/2 et d’axe dirigé par ü& = (1,2,2). 
Première méthode. On détermine une base adaptée à r et l’on effectue un chan- 


gement de base. 
Pour cela, construisons une base orthonormale dont le premier vecteur soit colinéaire 


à &. On considère : 


1 0 1 0 —4 
1 1 1 
B=|-|2 |. ——| 2 |A L | 1 
2] Ml) 322 =] 3V2 |: 
1 0 0 
On à alors Matg(r) = | O0 0 —1 donc la matrice dans la base canonique 
0 1 0 
de IR° de la rotation r est égale à : 
4 
23 3 33 ||0 0 1]|3%5 ÿ% y 
D 0 1 oO Sd 
V2 3V2 3V2 3V2 3V2 
1 —4 8 
c’est-à-dire à — 8 4 1 
—4 7 4 
Deuxième méthode. On utilise la formule de l’exercice 9 de la page 180 : pour tout 
1 1 
vecteur Ÿ, on à r(ü) = (vd-ù/) à +w' AT où à = = | 2 |.En déterminant l’image 
2 
des trois vecteurs de la base canonique (61,€2,63), on obtient le même résultat. 
1 1 1 0 1 
Par exemple, r (1) = 9 2 | + 3 2 — 8 
2 —2 —4 


p.192) Exercice 11 Déterminer la matrice dans la base canonique de IR° de la rotation r 
d'angle x/3 et d’axe dirigé par à = (1,1,1). 
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Il  Endomorphismes et matrices symétriques 
1 Généralités 

éfinition 3 

Un endomorphisme u de E est dit symétrique s’il vérifie : 


V(x,y)e E? (u(x)| y) = (zx |u(y)). 


Notation On note S(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques de E. 


Exemple Toute homothétie est un endomorphisme symétrique. 


p.193| Exercice 12 Soit p une projection de E. Montrer que p est une projection ortho- 


gonale si, et seulement si, p est symétrique. 


p.193| Exercice 13 Soit s une symétrie de Æ. Montrer que s est une symétrie orthogo- 


nale si, et seulement si, s est symétrique. 


roposition 12 
L'ensemble des endomorphismes symétriques de Æ est un sous-espace vec- 
toriel de L(E). 


Démonstration page 194 


Attention La composée de deux endomorphismes symétriques n’est pas, en 
général, un endomorphisme symétrique, comme le précise l’exercice suivant. 


p.194| Exercice 14 Soit u et v deux endomorphismes symétriques. Montrer que u o v est 


symétrique si, et seulement si, u et v commutent. 


roposition 13 2" 
Soit u un endomorphisme symétrique de E. Si Fest un sous-espace vectoriel 
stable par u, alors : 


e l’endomorphisme induit par u sur F est symétrique ; 


eonau(F+)cC Ft, ie. l’orthogonal de F est également stable par u. 


Démonstration page 194 


Remarque Dans l’énoncé de la proposition précédente, le sous-espace vecto- 


riel F est un espace euclidien, implicitement muni de la restriction à F? du 
produit scalaire de E. 
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Caractérisation matricielle 


p.195) Exercice 15 Soit B = (e,...,e,) une base de Æ. 
Montrer qu’un endomorphisme u est symétrique si, et seulement si : 


Vi,j)efin] MÉéMN eee) (x) 


roposition 14 
Soit B une base orthonormale de ÆE. Un endomorphisme u € £(E) est 


symétrique si, et seulement si, sa matrice dans la base B est symétrique. 


Principe de démonstration. Comme la base B est orthonormale, les coefficients de la matrice 


de u dans cette base s’interprètent comme des produits scalaires. | Démonstration page 195 


Attention Dans le résultat précédent, il est important que la base considérée 
soit orthonormale. 
Exemple Si l’on munit IR? de son produit scalaire canonique et si u est l’endomor- 


; : 5 1 1 

phisme dont la matrice dans la base canonique (e:,e2) est ( 1 ) , alors : 

e u est un endomorphisme symétrique car sa matrice dans la base canonique (qui 
est orthonormale) est symétrique ; 


e en revanche, si l’on écrit la matrice de uw dans la base (e1 + e2,e2), on ob- 


tient ( . ; ) qui n’est pas une matrice symétrique. 


Rappel 
L'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n est noté S,(IR). 


orollaire 15 
Soit B une base orthonormale de E. En notant n = dim FE, l’application : 


S(E) — S,A(IR) 
u + Mg(u) 


est un isomorphisme. En particulier, on a dimS(ÆE) = = 


2 Réduction des endomorphismes symétriques 
Dans ce qui suit, l’espace euclidien Æ est supposé de dimension n > 1. Le 
résultat de l’exercice suivant sera utilisé dans la démonstration du théorème 16. 


p.195) Exercice 16 


1. Soit À € S, (IR). Soit À € € une valeur propre éventuellement complexe de À 
et X € €” un vecteur propre associé. 


En considérant le produit matriciel ue , montrer que À € IR. 


2. Montrer que tout endomorphisme symétrique de Æ possède au moins une valeur 
propre. 
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héorème 16 (Théorème spectral) 
Soit u un endomorphisme symétrique de Æ. Alors il existe une base ortho- 
normale de Æ constituée de vecteurs propres de u. 


Principe de démonstration.  Raisonner par récurrence sur la dimension de Æ. 
Pour l'hérédité, considérer un vecteur propre unitaire + et considérer l'endomorphisme induit 


par u sur Vect(x)*. Démonstration page 196 


p.196| Exercice 17 Soit Æ un espace euclidien, s un endomorphisme symétrique de Æ 


et kE IR. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 


() VreE [s(x)|] <klx (ii) VAesp(s) |A <k. 


orollaire 17 (Interprétation matricielle) 


Si À € S,(IR) est une matrice symétrique réelle, alors il existe une matrice 
diagonale réelle D ainsi que P € O, (IR) telles que : 


A=PDP 1. 


Démonstration. Soit À € S, (IR). L'endomorphisme u canoniquement associé à À est un 
endomorphisme symétrique de IR” muni de son produit scalaire canonique. Donc, d'après le 
théorème spectral, il existe une base B de vecteurs propres de u. 

En notant P la matrice de passage de la base canonique vers la base B, la formule de changement 
de base donne : 


A=PDP 
où D est la matrice de u dans la base B, donc est une matrice diagonale. 
La matrice P étant une matrice de passage d'une base orthonormale vers une autre base ortho- 


normale, elle appartient à ©, (IR). [ 
Remarque 
Dans le résultat ci-dessus, comme P € O, (IR), on a P-! = 'P, et donc : 

A =-PD'P. 


Attention Dans le résultat ci-dessus, le fait que la matrice soit réelle est 
important : une matrice symétrique complexe n’est pas nécessairement diago- 
nalisable. 


p.197| Exercice 18 Justifier le « Attention » ci-dessus à l’aide de la matrice complexe : 
1 î 
a (1) 


p.197| Exercice 19 Démontrer que les symétries orthogonales sont les seuls endomor- 


phismes à la fois symétriques et orthogonaux. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 Soit f une isométrie vectorielle et À une valeur propre. Considérons x un 
vecteur propre de f associé à la valeur propre À. On a alors f(x) — Àx puis, comme f 
est une isométrie [|x|| = || f(x) = [A[|x|. Comme x n’est pas le vecteur nul, on en 
déduit que |A] = 1, c’est-à-dire que À = +1. Ainsi spu C {—1,1}. 


Proposition 1 Soit f une isométrie de Æ. Comme Æ est de dimension finie, f est un 
automorphisme si, et seulement s'il est injectif. 


Soit x € Keru. On a alors {x = |f(x)] — 0 donc x — 0. Par suite, f est un 
automorphisme. 


On aurait aussi pu conclure à l’aide de l'exercice précédent en remarquant que 0 & sp f. 


Proposition 2 


e Si l'endomorphisme f conserve le produit scalaire, alors pour tout x € E,on a: 


HOIMOOMOA PE 
ce qui prouve que f est une isométrie. 


e Si f est une isométrie, alors pour tout (x,y) € E?, une identité de polarisation 
donne : 


AC) | F@)) = |f@) + FO — 1) - FH 
= |f&+w -|f&-w|f  (linéarité de f) 
= [x +yl? — 1x — y? 
=A(x|y). 


Ce qui prouve que l'endomorphisme f conserve le produit scalaire 


Exercice 2 Montrons que F et G sont orthogonaux. Soit (x,y) € F x G. Alors : 
(æly)= (sx) sy) =(-xlu). 
Par conséquent, GC F+, puis G = F+ pour des raisons de dimension. 
Proposition 3 


1. Siles endomorphismes f et g conservent la norme, il en est de même pour fo g. 
2. Si l'endomorphisme f est orthogonal, alors, pour x € E, on a: 


IF) = EC) = llel 
ce qui prouve que l'endomorphisme f 1 conserve la norme. 
Proposition 4 Comme f est un automorphisme et que À est de dimension finie, on 
a dim f(F) = dim F. La stabilité de F par f implique donc f(F) = F. 
Pour tout yEe F,ona: 
(f(x) | f(y)) = (xly)=0, 
ce qui prouve que f(x) € f(F)+ =Ft. 
Donc F+ est stable par f. 
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Exercice 3 


Pour tout x € F,ona | fir(x)|| = ||f(x)|| = |x|| donc fr est une isométrie. 
Proposition 5 Soit B —(e,...,e,) une base orthonormée de E et f un endomorphisme 
de FE. 


e Si f est une isométrie vectorielle, alors : 


V(i,5) € [1,n]° ( f(e:) [f(e))=(ale;)= 6; 
donc (f(e1),...,f(en)) est une base orthonormée de Æ. 
e Supposons que (f(e1),..., f(en)) soit une base orthonormée de E. 
SOIE-S = de € E. On a f(x) = S zx; f(e;) et puisque f(B) et B sont 
i=1 


i=1 
orthonormées : 


GT = D 2? = el. 
i=1 


Donc f est une isométrie. 


Proposition 6 Un endomorphisme f est orthogonal si, et seulement si, l'image de la 
base B — (e1,...,e,) est orthonormale donc si, et seulement si, la matrice de pas- 
sage de (f(e1),...,f(en)) dans B est orthogonale, c'est-à-dire si, et seulement si, sa 
matrice dans la base B est orthogonale. 


Proposition 7 


e Supposons M € O(2). La famille (C1,C2) des colonnes de M est donc une base 
orthonormale de IR?. 
* La première colonne Cï est de norme 1, donc il existe 0 € IR tel que : 


* La deuxième colonne C2 est orthogonale à la première. Or, le supplémentaire 
orthogonal dans IR? de la droite vectorielle Vect(C1) est la droite vectorielle 


dirigée par le vecteur ne 
Es? cos } 


jp | . — sin Ô 
On en déduit que C2 est proportionnelle à ( ue ) : 
x Enfin, comme ||C2|| = 1, il n'y a que deux possibilités : 


— sin 0 sin 0 
C2 ( cos Ô ) Li ( — cos Ô ) 
La matrice M est donc l’une des deux matrices suivantes : 


cos —sin0 cos Ô sin 0 
sin 0 cos Ô sin0 —cos0 } 
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La première étant de déterminant 1 et la seconde de déterminant —1, ces deux ma- 
trices correspondent respectivement aux cas M € SO(2) et M E O(2) \ SO(2). 
e  Réciproquement, il est facile de vérifier que pour tout 0 E IR, les deux matrices : 


cosû —sin0 £ cos Ô sin 
sinO  cosô : sinÿ —cos 
appartiennent respectivement à SO(2) et à O(2) \ SO(2). 


Proposition 9 
e D'après la proposition 6 de la page 178, l'endomorphisme uw appartient à O(E) si, et 
seulement si, sa matrice dans la base B appartient à O@(2). Comme de plus : 


det(u) = det (My(u)), 
on en déduit que u € SO(E) si, et seulement si, Mg(u) € SO(2), ie. est de la 
forme R(0) avec 0 € IR. L'unicité de 0 à 2x près est évidente car : 


cos 01 = cos 6 


sin 01 = sin 6 A 


V(@1,02) EIR? R(61) = R(@2) { 


e Il reste à prouver que 0 ne dépend pas de la base orthonormée directe B choisie. 
Soit B/ une autre base orthonormée directe. En notant P la matrice de passage de B 
vers B”, la formule de changement de base donne : 


Mgr(u) = PT} Mg(u) P. 


Comme les deux bases orthonormées B et B/ ont même sens, la matrice de passage P 
appartient à SO(2), donc est de la forme : 


COSA —sin« 
p=f ) = At) avec aE€lR. 
sin @ COS @ 


La matrice P commute donc avec R(0), d'où le résultat. 


Exercice 4 
e Soit B — (e1,e2) une base orthonormale indirecte de Æ. 
La famille (e1,—e2) est alors une base orthonormale directe de E, dans laquelle 
la matrice de u est la matrice R() — Foie n 
sin 0 cos Ô 


On obtient alors la matrice de w dans la base B : 


cosô sin0 
He ( —sin0 cosô ) ne 


e La matrice R(—06) obtenue ne dépend pas de la base orthonormale indirecte choi- 
sie car, d’après la proposition 9 de la page 179, la matrice R(0) de r dans la 
base (e1,—e2) ne dépend pas de la base orthonormale directe (e1, —e2). 


Proposition 10 
e La matrice de uw dans la base B est une matrice orthogonale de déterminant —1, 
donc, d'après la proposition 7 de la page 178, il existe 0 € IR tel que : 


cos Ô sin 0 
Ms(u) — ( sin0 —cos0 ) 
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e Le polynôme caractéristique de la matrice Mg(u) est : 
XMstu) = X?—1=(X+1)(X —1). 
Par suite, l'endomorphisme «x est diagonalisable et l'on a : 
E = Ker(u — Idg) @ Ker(u + Idg). 


À ce stade, on sait déjà que u est une symétrie. L'étude des deux sous-espaces propres 
de la matrice Mg(u) nous donne deux vecteurs propres associés respectivement aux 
valeurs propres 1 et —1 : 


cos (5) — sin ($) 
4 — . 0 et VV: — 0 ; 
sin (£) cos (£) 
ce qui donne, vis-à-vis de u, deux vecteurs propres associés aux valeurs propres 1 
et—1 respectivement : 


0 . 70 …. 0 ] 
V1 = COS () €1 + Sin (:) e92 et V_1] = —Sin 5 € + COS 5 e2. 


Comme les vecteurs v1 et v_1 sont orthogonaux, on en déduit que u est la réflexion 
par rapport à la droite vectorielle Vect(w:). 

Remarque. Ce vecteur v, est le même que le vecteur vs introduit dans l'énoncé de 
la proposition. 


Exercice 5 Soit r, une rotation de E d’angle 4. Soit B une base orthonormale directe 
de Æ. On sait que la matrice de r9 dans la base B est : 


cos —sin0 
Mg(re) = M(6) — ( sin 0 cos Ô ) ‘ 


Il s’agit alors de trouver deux réflexions 51 et 52 telles que la matrice de 52051 dans 
la base B soit 11(0). Comme la base B est orthonormale, deux réflexions 51 et 52 
ont des matrices dans la base B de la forme : 


Mate) = ( cos @ sin & ) et Mg(s2) — ( . sin 5 1 


sina —Cosa — cos B 
En effectuant le produit matriciel, la composée 52051 a pour matrice dans la base B : 


cos(B — a) —sin(B — à) ) 
sin(B—-a)  cos(B—-a) }: 


Mg(s2 0 81) — ( 


Ainsi, il suffit de choisir (a, 5) tel que B — à = 0 [27] pour avoir 82 0 s1 = ro. 
On peut donc choisir à comme on souhaite (ce qui revient à choisir la réflexion s1 
comme on souhaite), et fixer 8 (c’est-à-dire s2) en fonction. 
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Remarque 
En reprenant les notations de la proposi- 
tion 10 de la page 179, 51 et s2 sont les 


réflexions par rapport aux droites : 


(va) = ralvs) 
D: = Vect(v,) et Da = Vect(us) 


où vA et vs ont respectivement pour com- - V8 
posantes dans la base orthonormale di- 
recte B : D, 9 


(ab) e (ab) + 


La condition $ = a + 0[2r] signifie 
alors que l’on passe de la droite D; à la 


droite D2 par rotation d’angle £. 


Au passage, signalons une manière plus géométrique de justifier que la composée 
82 0 81 est la rotation d’angle à : 


tout d’abord, 52 o s: est une isométrie vectorielle directe, .e. une rotation, car 
c’est la composée de deux isométries vectorielles indirectes ; 

il reste à déterminer l’angle de cette rotation; pour cela, il suffit de déterminer 
l’image par 52 0 s, du vecteur vw, ; ce vecteur est invariant par la symétrie 51, et 
son image par s2 n’est rien d’autre que ro(va). 


Exercice 6 Soit M € Oj(IR). 


Supposons que M € SOIR). 


cosÔ —sin® 


Il existe alors 0 € IR tel que M — ( sin @ cos 0 


) . Son polynôme caractéris- 
tique est donc xx (X) = X? — 2cos0X +1 dont le discriminant vaut —4sin? 0. 
Ainsi : 

* si 0 Æ Olr], alors m ne possède pas de valeur propre réelle donc n’est pas 


diagonalisable ; 
* si 0 = 0[2x|, alors M = 12 est diagonalisable; 
* si 0 = r[2r|, alors M — —]; est diagonalisable. 


Supposons que M € O2(IR) \ SOIR). 


cos Ô sin 0 


Il existe alors 0 € IR tel que M = ( Ne 


) . Son polynôme caractéris- 


tique est donc Xm(X) = X?—1—(X —1)(X +1). Il est scindé à racines simples 
dans IR donc M est diagonalisable. Dans ce cas, M est semblable à la matrice 


. 1 0 
diagonale D — ( 0 1 JL 


Proposition 11 Pour tout /E IR, notons : 


1 0 0 —1 0 0 
A(0) = | O cosô —sin0 et B(0) = O0 cosû —sin0 
0 sinO cosô O0 sin0 cosô 
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Le polynôme caractéristique de f étant de degré 3, il possède au moins une racine réelle À 
donc À est une valeur propre de f ; d'après l'exercice 1, elle est égale à +1. Considérons un 


vecteur propre u associé à À. D'après la proposition 4 de la page 177, le plan P — (IRu)— 
est stable par f. L'endomorphisme induit par f sur P est alors orthogonal d'après 
l'exercice 3 de la page 177. 


e Si f,? est une rotation, alors, dans une base orthonormée adaptée (en complétant Tel 


avec une base orthonormale directe de P), la matrice de f est égale à A(0) ou B(4) 


avec 0 € IR. 
e Si fi? est une réflexion, alors, dans une base orthonormée adaptée (e1,e2,e3), la 
À 0 O0 
matrice de f est égale à 0 1 0 
0 0 —-1 


*x Si À — 1, alors dans la base (e3,e1,e2) la matrice de f égale à la matrice 
diagonale B(0). 
*x Si À = —1, alors dans la base (e2,e3,e1) la matrice de f égale à la matrice 
diagonale A(rT). 
Dans tous les cas, il existe une base orthonormale B — (£1,...,€,) dans laquelle la 
matrice de f est A(0) ou B(4) avec ER. 
Si B n'est pas directe, alors B' — (—£1,€2,€3) l'est et la matrice de f dans B' est la 
même que celle dans B. 


1 0 0 
Exercice 7 Ona A-!—'A(0)— | O cos® sing 
0 —sin®0 cosû 


Exercice 8 Comme B — (e1,e2,e3) et B' = (e1,e,,e,) sont orthonormales directes, la 
matrice de passage P de B à B' appartient à SO3(IR). 
De plus, Vect(e, e3) = Vect(e,e4) = (IRe1) = donc il existe y € IR tel que : 


1 0 0 
P= O0 cosw —sing |. Par suite : 
O0 sing cosw 


Matg(f) = P7!Matg(f) P 


1 0 0 1 0 0 1 0 0 
= | O cosy sing O0 cos —sin® O0 cosy —sinv 
O0 —sing cos O0 sing cos O0 sing cosy 


ce qui donne, grâce à la proposition 8 de la page 178, Matg(f) = Matg/(f). 


Exercice 9 
1. On pose w — T1 


— 


, de sorte que la famille B = (ü, w,ü 1 w) soit une base ortho- 


1 () 0 
normale directe. Ainsi, la matrice de r dans la base B est O0 cosû —sin@ 
O0 sing cosô 


— 


donc r (&) = cos 0 à + sin 0 ü À &w puis r (0) = cos 0 Ÿ + sin 0 à A Ÿ. 
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2. On décompose le vecteur Ÿ en (0-üù) üu+v — (v-üù) à. Les vecteurs colinéaires 
ERü E(IRa)+ 
à à étant invariants, la linéarité de r et la question précédente donnent : 
r (©) = (Ÿ-ü) ü +cos0 (0 — (V-ü) à) +sin0 à A (ù — (TV -ü) à), 
donc r (ü) = (1—cosô) (ü-üù) ü+cos0v+singü AT 
3. Soit © un vecteur non colinéaire à ü. D’après la question précédente et les pro- 
priétés du produit vectoriel, on à : 


La, d, r (0) ] = [d, v, (1 — cos 0) (T-ü) ü+cos0 0 + sind Ad] 


RS Pl + 
= [ü, d, sin 9 ü À ©] = ||ü]? Ê Ed A Ti] 7 sin 0||ü||*, 
car la famille (à, Ÿ,sin 0 ü A |) est une base orthonormale directe. Par suite, 
Toi El 


| 
le signe de sin est celui de [&,v,r (ü) |. 


Exercice 10 Les vecteurs colonnes de M forment une base orthonormale de IR° et 
det M = 1 donc M € SO3(R) et r est une rotation. 


0 
La droite invariante par M est engendrée par ü = 1 |. L’angle 0 de la rotation 
—1 
autour de l’axe dirigé par à vérifie 1 +2 cos0 = Tr M = —1 donc 0 = +r/2[2r]. De 
0 il 0 
plus, sin 0 est du signe de 1 0 —V2 | =22. 
—1 0 -V2 


Ainsi, r est la rotation d’angle 7/2 autour de l’axe orienté par ü. 


Exercice 11 Première méthode. On détermine une base adaptée à r et l’on effectue 
un changement de base. 
Pour cela, construisons une base orthonormale dont le premier vecteur soit colinéaire 
à ü. On considère : 


V3 1 v2 1 V6 1 1 v6 1 
1 0 0 
On a alors Matg(r) = | 0 1/2 —43/2 | donc la la matrice dans la base ca- 
0 3/2 1/2 


nonique de IR° de la rotation r est égale à : 


{V2 0 -2\f10 0 \, [V2 V2 V2 


r|2 S : D LU AGE MN CG NS = 
FA es 1 0 43/2 1/2 DR ST 
: Du 
c’est-à-dire à 3 2 2 —1 
= 
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Deuxième méthode. On utilise la formule de l'exercice 9 : pour tout vecteur Ÿ, on 


1 
a r(0) = 0-0 W + S0+ v3 d AT où # = NE 1 |. En déterminant l’image des 
1 
trois vecteurs de la base canonique (&1,€2,€3), on obtient le même résultat. 
1 1 0 2 
1 1 1 1 
Par exemple, r (1) = 5 L + 5 0 | + 5 1 | =- 2 
1 0 —] —] 


Exercice 12 Soit F' et G les deux sous-espaces supplémentaires dans Æ tels que 
p soit la projection sur F parallèlement à G. Pour tout vecteur x de E s’écri- 
vant x = x1 +x2 avec x1 € F et x2 € G, on a donc p(x) = 1. 


e Supposons que p soit une projection orthogonale, c’est-à-dire que F' et G soient 
supplémentaires orthogonaux. Soit (x,y) € E?. En écrivant : 
T=mtr) et y=yit+y avec  (x1,ÿ1,70,ÿ2) € F? x GC, 
Hd: 
(p(x \\a)= (21 | y1 +y2) =(z1l y) + (21 y2) 
es ——/ 
=0OcarG=F+ 
Ca | p(y)) =(t1 +tlyn)=(xly1)+(xly). 
 ———”/ 
=0car F=G+ 
On obtient donc ( p(x) | y) = (x | p(y) ce qui prouve que p est un endomor- 
phisme symétrique. 
e  Réciproquement, si p est symétrique, alors, pour tout (x,y)EFxG,ona: 
(p(x) |y) = (x|p(y)) ce qui donne (x|y)=(x|0)=0, 


et donc æ L y. Comme x et y ont été pris quelconques dans F et G respec- 
tivement, on obtient que F et G sont orthogonaux, c’est-à-dire que p est une 
projection orthogonale. 


Exercice 13 Soit F et G les deux sous-espaces supplémentaires dans Æ tels que s 
soit la symétrie par rapport à F parallèlement à G. Pour tout vecteur x de E 
s’écrivant x = x1 + v2 avec 21 € F et x2 € G, on a donc s(x) = x1 — x2. 

e Supposons que s soit une symétrie orthogonale, c’est-à-dire que F et G soient 
supplémentaires orthogonaux. Soit (x,y) € E?. Écrivons : 
TZ = Xi + X2 et y = Y1 + Y2 avec (x1,Y1, to, yo) € F? x GP. 


Comme F et G sont supplémentaires orthogonaux, on à æ1 L y2 et æ2 L y1. 
On en déduit les deux calculs suivants : 


(s(x He (1 — 20 | y1 + y2) = (1 | y) — (x2 | Ya) 
(x | s(y)) =(21 +22 [ya — 2) = (ai l'y) — (x | yo). 
On obtient donc (s(x) | y) = (x | s(y)), ce qui prouve que s est un endomor- 


phisme symétrique. 


193 


Chapitre 4. Endomorphismes d’un espace euclidien 


e  Réciproquement, si s est symétrique, alors, pour tout (x,y) € F x G, on a : 


(s(x) |y)=(x}s(y))  cequidonne  (x|y)=(x|-y), 
d’où l’on déduit (x | 2y) =0,1.e. x L y. Comme x et y ont été pris quelconques 
dans F et G respectivement, on obtient que F et G sont orthogonaux, c’est-à-dire 
que s est une symétrie orthogonale. 


Proposition 12 L'endomorphisme nul est évidemment un endomorphisme symétrique. Il 
reste à prouver qu'une combinaison linéaire d'endomorphismes symétriques est symétrique. 
Soit u et v deux endomorphismes symétriques de E et À€ IR. 

Pour tout (x,y) € E?, on a: 


((Au + v)(x) | y) = (au(x) +v(x) | y) 


= X(u(x) | y) +(v(x) | y) (linéarité / 1" variable) 
= (xl u(y)) + (x | u(y)) (u et v sont symétriques) 
= (x | Au(y) +v(y)) (linéarité / 2° variable) 
= (x | Qu+v)(y)), 
d'où le résultat. 
Exercice 14 Pour tout (x,y) € E?,on a 
((uov)(x) | y) = (u(o(x)) | y) 
= (vu(x) | u(y)) (u est symétrique) 
= (x |v(u(y))) (v est symétrique) 


= (x | (v o u)(y) ). 


En revenant à la définition d’un endomorphisme symétrique puis en utilisant la linéa- 
rité du produit scalaire par rapport à la seconde variable, on obtient que uov est un 
endomorphisme symétrique si, et seulement si : 


V(z y)EeE? (x [(uov—vou)(y)) =0, 
ce qui se reformule : 
VyeE (uov—vou)(y) € Et = {0}, 
et traduit finalement le fait que u et vu commutent. 
Proposition 13 Soit F un sous-espace stable par u. 
e Le fait que u soit symétrique s'écrit : 
V(x, y) € E? (u(x)|y) = (x |u(y)), 
ce qui donne en particulier : 
V(x,y) € F7 (u(x) [y) = (x |u(y)). 
Autrement dit, en notant & l'endomorphisme induit par u sur F : 
V(a,y) € F?  (ü(x) | y) = (x | a(y)). 
Donc à est un endomorphisme symétrique. 
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e Soitx € Ft. Montrons que u(x) € F+. Pour cela, donnons-nous y € F et prouvons 
que (u(x) | y) — 0. Comme « est un endomorphisme symétrique, on a : 


Qu(x) [y) = (x l'u(y)). 
Comme F est stable par u, on a u(y) € F. Comme x € FT, on a (x | u(y)) =0, 


ce qui donne le résultat souhaité. 


Exercice 15 Soit u un endomorphisme de E. 


e Si u est symétrique, alors on obtient immédiatement la propriété (x) en appliquant 
la définition avec les vecteurs e; et e;. 


e RÉORRS ER supposons la POAe (x) vérifiée. Soit (x,y) € E?. 
Écrivons æ = _ Trek et y — » yrer. Par linéarité de w et par bilinéarité du 


k=1 k=1 
produit scalaire, on a : 


(u(x) | y) =, > (u(e;) | e) 


i=1 j=1 
(x | u(y) Sp e; | u(e;)). 
= 1 :7—=1 
La propriété (x) vérifiée par u donne alors (u(x) | }= (CE | u(y) ), ce qui prouve 


que u est un endomorphisme symétrique. 


Proposition 14 Écrivons B — (e1,...,e); notons À — (@i5)c,pennj la matrice de u 
dans la base B. Les coordonnées du vecteur u(e;) dans la base B forment la j-ème co- 
lonne de la matrice A. Comme la base B est orthonormale, la composante de u(e;) 
selon e; vaut (u(e;) | e;). On a donc: 


- 2 
VG,j) en] (u(e;) | ei) = ai. (o) 
De plus d’après l'exercice 15, l'endomorphisme u est symétrique si, et seulement si : 
. 2 
V(i, 5) = [1,n] (u(e;) | ei) = (es | u(e;)), 

ce qui s'interprète, d'après la relation (+), par le fait que la matrice À est symétrique. 
Exercice 16 

1. Par hypothèse, on a AX = ÀX. Un premier calcul donne donc : 

XAX= X(X)=A1XX 


Comme À est à coefficients réels, la relation AX = ÀX donne AX = XX, et 
comme À est symétrique, on a ‘AX = 1\X. 
On en déduit que : 


XAX=YAX)X = OX)X=IXX 
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On en déduit que XX X = XX X, autrement dit (À — A) X X — 0. 
En notant (x%1,...,%,) les composantes de X, on a : 


XX dt = S 70 car X£0. 
k=1 k=1 


On en déduit finalement que À = À, c’est-à-dire À € IR. 

Soit u un endomorphisme symétrique de Æ. Si B est une base orthonormale 
de E, alors la matrice À de u dans la base B appartient à S, (IR) où n désigne 
la dimension de Æ. Comme E n'est pas l’espace nul, on a n > 1. La matrice À, 
vue comme élément de M,(C), possède donc au moins une valeur propre À € €. 
D’après la question précédente, cette valeur propre À est en fait réelle, et est donc 
également une valeur propre de l’endomorphisme u. 


Théorème 16 Raisonnons par récurrence sur n = dimÆ. 


Le résultat est évident si n — 1 : tout vecteur unitaire de Æ constitue alors une base 

orthonormale de vecteurs propres pour u. 

Soit n € IN*. Supposons le résultat vrai au rang n et montrons-le au rang n +1. 

Soit donc Æ un espace euclidien de dimension n +1 et uw un endomorphisme symé- 

trique de Æ. Montrons qu'il existe une base orthonormale de E constituée de vecteurs 

propres de u. 

* D'après le résultat de l'exercice 16 de la page 184, u possède au moins une valeur 
propre À. Soit x un vecteur propre associé. Comme x est non nul, on peut, quitte 
à le diviser par sa norme, le supposer unitaire. 

* Comme Vect(x) est un sous-espace stable par uw, la proposition 13 de la page 183 
assure que son supplémentaire orthogonal l’est aussi, et l'endomorphisme à induit 
par u sur Vect(x)l est encore un endomorphisme symétrique. 

x Comme Vect(x)+ est de dimension n, l'hypothèse de récurrence s'applique : il 


existe une base orthonormale (e1,...,e,) de Vect(x)= constituée de vecteurs 
propres de ü. 
* La famille (x,e1,...,e,) est alors une base orthonormale de Æ constituée de 


vecteurs propres de u. D'où le résultat. 


Exercice 17 Supposons (i) et considérons À € sp(s). Il existe alors un vecteur x non 


nul tel que s(x) = Àx donc [A[|x|| = |[s(x)|| < k|x|| puis en simplifiant par |x|| > 0, 
on obtient [À] < Kk. 

Réciproquement, supposons (ii). Comme s est symétrique, il existe d’après le théo- 
rème spectral, une base orthonormale (e:,...,e,) de E constituée de vecteurs propres 
de s. Notons (A1,...,),) les valeurs propres associées. 


nm nm 
Soit x = D æie;, on a s(x) = N° Axe; donc, en utilisant le théorème de Pythagore, 


i=1 i=1 


on obtient : 


nm nm 
Is? = SC Xe? < Sa = rl. 
i=1 i=1l 


Les quantités considérées étant positives, on obtient donc ||s(x)|| < k|x|. 
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, : il ) . . 
Exercice 18 La matrice À = ( ; … ) a pour polynôme caractéristique : 
Nix, 


on à donc spç(A) = {0}. Possédant 0 comme unique valeur propre et n'étant pas 
nulle, la matrice À n’est pas diagonalisable. 


Exercice 19 

e Il a déjà été vu qu’une symétrie orthogonale est à la fois une isométrie et un 
endomorphisme symétrique (cf. exercice 13 de la page 183). 

e Réciproquement, supposons que u soit à la fois une isométrie et un endomor- 
phisme symétrique. Comme uw est un endomorphisme symétrique, il existe une 
base orthonormale B = (e1,...,e,) de vecteurs propres. Notons À1,...,X, les 
valeurs propres associées. Soit k € [1,n]. On a : 


u(ex) = Arex etdonc |lu(ez)] = [Ag |lexll = |Axl. 
Or, comme « est une isométrie, on a |u(ez)|| = ||ex|| = 1. 
On en déduit que |Àg| = 1, c’est-à-dire Àx € {—1,1}. 
Quitte à réordonner les vecteurs de la base B = (e1,...,e,), on obtient donc une 


matrice de la forme suivante : 


Mat) = (LR —) 


Comme la base B est orthonormale, on en déduit que u est la symétrie orthogonale 
par rapport au sous-espace vectoriel Vect(e1,...,e»). 
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S’entraïîner et approfondir 


Prouver que l’endomorphisme p de IR? canoniquement associé à la matrice 
1 2, 3 à 
P = TI 3 10 —1 
3 —1 10 


est une projection orthogonale. 


Déterminer la matrice dans la base canonique de IR* de : 
1. la symétrie orthogonale s par rapport à la droite dirigée par le vecteur à = (1,2,2) ; 
2. la rotation r1 d'angle r/2 et d’axe dirigé par ü& = (0,1,—1). 


Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l’endomorphisme de IR? ca- 
1 8 —4 

noniquement associé à la matrice : M = — | —4 4 7 
8 1 4 


Dans l’espace euclidien IR°, on considère l’endomorphisme f dont la matrice dans la 
base canonique est : 


Calculer 4? et décrire l’endomorphisme f. 


Soit x et y deux vecteurs de même norme d’un espace euclidien ÆE, avec x £ y. 
Montrer qu’il existe une unique réflexion de Æ (c’est-à-dire une symétrie orthogonale 
par rapport à un hyperplan) échangeant x et y. 


Étant donné deux matrices À et B dans M, (IR), on dit que À et B sont ortho- 
semblables s’il existe P € O, (IR) telle que B ='P AP. 

Le but de cet exercice est de montrer que toute matrice de MA(IR) est orthosemblable 
à une matrice dont les deux coefficients diagonaux sont égaux. 

: a b 
Soit M — ( oi 
à M. 

1. On se place dans IR? muni de son produit scalaire canonique et l’on note (e1,e2) 
la base canonique. Justifier que l'application : 


h: IR —— IR 
0 (u(cos 8 e1 + sin@e2) | cos@e1 +sinfe2) 


) € MAR). Notons u l’endomorphisme canoniquement associé 


est continue. 
Tr M 


2 


2. Montrer qu’il existe 0 € (0, : tel que (0) — 


3. Conclure. 
Cet résultat sera prolongé dans l’exercice 6.12 de la page 303. 
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4.7 Soit E un IR-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € £L(E) un endomorphisme 


4.8 


4.9 


x 4.10 


4.11 


4.12 


diagonalisable. 


1. Montrer qu’il existe un produit scalaire sur Æ pour lequel « est un endomorphisme 
symétrique. 

2. En déduire que si F' est un sous-espace de Æ stable par u, alors l’endomorphisme 
induit par u sur F est diagonalisable. 


1. Soit Æ un espace euclidien et uw un endomorphisme symétrique de Æ. Montrer 
que les deux assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) toute valeur propre de u est positive: 
(ii) VxeE (xlu(x)) >0. 
Terminologie. L’endomorphisme symétrique uw est alors dit positif. 
2. Soit AE S, (IR). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) toute valeur propre de À est positive; 
(ii) VX € MuaiR) XAX > 0; 


Terminologie. La matrice symétrique réelle À est alors dite positive. 


Démontrer qu'une matrice À € M,{IR) est symétrique positive (cf. exercice 4.8) si, 
et seulement s’il existe une matrice M € M, {IR) telle que À = MM. 


Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique positif de Æ (cf. exer- 
cice 4.8). Montrer qu'il existe un unique endomorphisme symétrique positif r de E 
vérifiant r? = u. 


1. Soit deux familles (ti)1gi<p et (yj)i<;<n de p vecteurs d’un espace euclidien E 
de dimension n, vérifiant : 


— 2 
V(,5) EÎLr] (mil) = Cu lus). 
Montrer qu’il existe une isométrie u de Æ vérifiant : 
Viell,p] u(xi) = y. 


2. Que peut-on dire de deux matrices À et B de M, (IR) telles que tAA= BB? 


Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien Æ. 


1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u* de Æ vérifiant : 


2 
V(x, y) € E? (u(x)|y) = (x | u*(y)). 
L’endomorphisme u* est appelé l’adjoint de u. 
Déterminer (u*)”. 
Donner une condition nécessaire et suffisante sur u* pour que u soit symétrique. 
Donner une condition nécessaire et suffisante sur u* pour que u soit une isométrie. 


EE En 


Montrer que Keru* = (Imu) et Imu* = (Keru)” 
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4.13 Soit (E,(.]|.)) un espace euclidien et f : E — E telle que : 


Vay er (f(x) |f()=(zly). 


1. Montrer que f envoie toute base orthonormée de Æ sur une base orthonormée 
de E. 


2. Montrer que f est linéaire. 


4.14 Soit (E,(.|.)) un espace euclidien et f un endomorphisme de Æ tel que : 
V(ay)eE? (xly)=0= (f(x) | f(y)) = 0. 


Soit (e;)i<ign une base orthonormée de E. 

1. Que peut-on dire de la famille (f(e;))1<ign ? 

2. En calculant le produit scalaire ( f(e;) + f(e;) | f(e:) — f(e;)) de deux façons 
différentes, montrer qu'il existe a € IR+ tel que VxEE  ||f(x)] = ax]. 


3. En déduire que f est la composée d’une homothétie et d’une isométrie vectorielle. 


4.15 Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien Æ. 

1. Montrer qu’il y a équivalence entre : 
(1) VxeE (xlu(x))=0; 
(2) Va y) € E? (u(x)|y) =-(x|u(y)). 

2. Montrer que deux quelconques des trois propositions suivantes impliquent la troi- 
sième : 
(i) u est une isométrie ; 
(ii) u? = — Id; 

(iii) VxeE (xl|u(x))=0. 
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Solution des exercices 


On vérifie aisément que P? — P donc p est une projection. Comme il s’agit de la 
projection sur Im p parallèlement à Ker p, il reste à prouver que ces deux sous-espaces 
vectoriels sont orthogonaux. 


On a : 
2 8 3 
Im p = Vect 3 |, 10 À}, —1 ; 
5 —1 10 
3 LE 33 3 1 
= Vect 10 |,1 33 | ,| 99 = Vect 10 | ,| 3 
—1 0 0 —1 0 
—3 
et, après résolution du système associé, Ker p = Vect 1 
1 
—3 : —3 1 
Comme 1 |: 10 | — 1 |-[ 3 | —0, on en déduit que p est une 
1 —1 1 0 
projection orthogonale. 
1. Pour tout vecteur Ÿ, on a s (0) = 2 (ÿ-ü’) d’ —Ü où à — 3(1 2,2), ce qui permet 
1 7 —4 —-4 
d'obtenir Matg(s) = 9 —4 1 —8 
—4 —8 1 


2. En procédant de même que dans l’exemple de la page 182, on obtient : 


; Ü 42 2 
Matg(r1) = - F- 1 —1 
—V2 —I 1 


On vérifie que les colonnes de M forment une base orthonormale et que det M = 1 
donc l’endomorphisme r canoniquement associé à M est une rotation. 


Un vecteur invariant est à = (1,2,2). L'’angle 0 de la rotation r autour de l’axe dirigé 
par & vérifie 1 +2cos0 = Tr M = 1 donc 0 = +r/2{27]. De plus, sin 0 est du signe 


1 1 1 
de | 2 O0 —4 | = —24. 
2 0 8 


Ainsi, r est la rotation d’angle —T/2 autour de l’axe orienté par ü. 
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On trouve A? —9J3. 
1 

On en déduit que la matrice S — 3 A vérifie $? — J3, c’est donc une matrice de 
symétrie. Comme d’autre part À est symétrique, la matrice S l’est aussi. 
On en déduit que S est une matrice de symétrie orthogonale (cf. exercice 13 de la 
page 183). Pour la décrire complètement, il s’agit d’expliciter Ker(S — Z3). 
Après calculs, on obtient : 

1 

Ker(S — 13) = Vect{(u) avec u = | 2 
1 


En conclusion, l’application f est la composée de la symétrie orthogonale par rapport 
à la droite vectorielle Vect(u) et de l’homothétie vectorielle de rapport 3. 


Procédons par analyse-synthèse. Notons n la dimension de Æ. 


e Analyse. Supposons que s soit une réflexion de Æ échangeant x et y, c’est-à-dire 
vérifiant s(x) = y et s(y) = x. Il est alors clair que x — y est vecteur propre 
pour 5 associé à la valeur propre —1. D’autre part, comme s est une réflexion, les 
deux sous-espace Ker(s—Idx%) et Ker(s+Id#) sont supplémentaires orthogonaux 
dans ÆE et l’on a dim Ker(s — Idg) = n — 1. On à donc nécessairement : 

Ker(s + Idg) — Vect(x — y) et Ker(s — Idg) = Vect(x — y)*. 
Autrement dit, s est la réflexion par rapport à Vect(x — y)+. 
e Synthèse. Réciproquement, considérons la réflexion s par rapport à Vect(x — y)+. 
On a : 
LATE 
Ker(s + Idg) = (Vect(x — y) ) = Vect(x — y). 
Comme les vecteurs æ et y ont même norme, on a : 
(æ—ylx+y)=l|xl?-|yl?=0 et donc x+ye Ker(s - Idg). 


Par suite, l'écriture : 


_T+Y Z—Y 
T à 7 à 
entraîne que : 
T+Y T—-Y 
sul = — = 
2 2 


Puisque s? = Idg, on a ensuite s(y) = s?(x) = x. 
Donc, la réflexion s échange x et y. 


1. On peut calculer A(0) = a cos? 0 + (b + c) sin@ cos0 + d sin? 0 pour prouver la 
continuité de h, mais on peut aussi raisonner de la façon suivante en utilisant les 
résultats du chapitre 6. 

e L'application IR — IR? est continue puisque ses deux ap- 
0 + cosôe; +sinfes 
plications composantes dans la base (e1,e2), qui ne sont rien d’autre que cos 
et sin, sont continues. 
e L'application uw est continue car elle est linéaire et que son espace de départ 
est de dimension finie. 
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e L'application produit scalaire est continue car c’est une application bilinéaire 
dont l’espace de départ est de dimension finie. 
Donc, par opérations sur les fonctions continues, l’application h est continue. 


2. On a A(0) = (u(es) | e1) = a et n(3) = (u(e2) | e2) = d. 
Tr M _ a + d 


Comme le réel est compris entre a et d, et que l’application À est 
continue, le théorème des valeurs intermédiaires assure l’existence de 0 € (0, : | 


2 
tel que A(0) = _ 


3. e Fixons 0€ 10, | tel que h(0) — 


Tr M 


Notons &1 = cos@ ei + sin@e2. Alors, en posant &2 — —sinde; + cos@e>, la 


famille (1,62) est une base orthonormée de IR?. Notons M = ( ; : ) la 


matrice de uw dans la base (&1,ë62). Comme la base (ë:,ë&2) est orthonormée, 
on à : 

Tr M 
—— 
De plus, comme M et M représentent toutes deux l’endomorphisme «, elles 
ont même trace : 


à = (u(ë:) | &) et donc à = h(8) 


à + d= Tr(M) = Tr(M). 
Tr M 


On en déduit qu’on a finalement d = — à ; les deux coefficients diago- 


naux de la matrice M sont donc égaux. 
e Pour obtenir le résultat souhaité, il reste à justifier que les deux matrices M 


et M sont orthosemblables. Ces deux matrices sont liées par la relation : 
M=P MP 
où P est la matrice de passage de la base (e1,e2) vers la base (ë1,ë2). Comme 


ces deux bases sont orthonormées, on a P € OA(IR), et P-1 ='P. 
D'où le résultat. 


4.7 1. L’endomorphisme w étant diagonalisable, on peut considérer B — (e1,...,e,) une 
base de vecteurs propres de u. S'il existe un produit scalaire sur Æ pour lequel la 
base B est orthonormée, alors l’endomorphisme w sera symétrique pour ce produit 
scalaire car possèdera une base orthonormée de vecteurs propres. 

Un tel produit scalaire existe et on peut le définir explicitement en posant, pour 


tout (x,y) € E? : 


10] 
(x|v)= 3 can, 
k=1 


Où (t1,...,%n) et (y1,...,Yn) sont les composantes respectives des vecteurs x 
et y dans la base B. 

2. Munissons Æ d’un produit scalaire pour lequel u est symétrique. Alors, on sait 
que l’endomorphisme induit par u sur F est aussi symétrique (cf. proposition 13). 
Alors, par le théorème spectral, cet endomorphisme induit est diagonalisable. 
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4.8 1. °e Supposons (i) et montrons (ii). Comme « est un endomorphisme symétrique, 
le théorème spectral assure qu’il existe une base orthonormée formée de vec- 
teurs propres de u. 
Soit B = (e1,...,e,) une telle base, et À1,...,X, les valeurs propres associées. 
Par hypothèse, on a : 
nm 
Sot x € E. Décomposons x dans la base B : x = Ÿ° yeg. 
k=1 
Par linéarité de u, on a : 


u(&) = DS u(ex) = Ÿ_zrre. 
k=1 k=1 


Puisque B est une base orthonormée, on a alors : 


(x |u(x)) => M et donc (æx|u(x)) > 0. 


k=1 >0 


e Supposons (ii) et montrons (4). 
Soit À une valeur propre de u ; soit x un vecteur propre associé. On a alors : 
(a | u(x)) =(x|Xx) = X|x|°. 
D'après (ii), on a donc À|x|? > 0. Comme de plus |x|} > 0 car x est non 
nul, on en déduit À > 0. 

2. Notons u l’endomorphisme de IR" canoniquement associé à la matrice A. 
Comme À est symétrique, u est un endomorphisme symétrique de IR” muni de 
son produit scalaire canonique. 

e On a alors sp(A) = sp(u), donc l’assertion (i) n’est qu’une reformulation de 
l’assertion (i) de la première question. 

e Pour x € IR”, si l’on note X la matrice de ses composantes dans la base 
canonique de IR”, alors on a : 


(æ|u(x)) ='X(AX)= XX AX. 
Par suite l’assertion (ii) n’est que la formulation matricielle de l’assertion (ii) 


de la question précédente. 
En conséquence, l’équivalence entre (4) et (ii) découle de la question précédente. 


4.9 e Supposons que À s’écrive À = MM avec M € M, (IR). 
* D'une part, on a : 


tA = (MM) = MM) = MM = À, 
donc À est symétrique. 


* D'autre part, pour X € IR”, on a : ù 
: 1 


XAX='XMMX=\(MX)(MX)=N y avec MX= 
k=1 

Un 

Comme les coefficients y, sont réels, on en déduit que ‘X A X > 0. 


Donc, d’après l’exercice 4.8 de la page 199, la matrice À est positive. 
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e Supposons que À soit symétrique positive. Comme À est symétrique réelle, et 
d’après le théorème spectral, il existe une matrice P € O,{IR) et une matrice 
À1 
diagonale À — telles que A = PA PT. 
An 

* Puisque P € O, (IR), on a P-1 =‘P. 
* La matrice À étant positive, toutes ses valeurs propres sont positives. 

Ainsi on peut poser, pour tout à € [1,n], pi = VX. 

H1 
En notant alors Ô la matrice diagonale Ô — &, : ONE 0 = AÀ 


Un 
et puisque 6 est symétrique, on a aussi 60 = A. 
On constate alors qu’en posant M = 6'P, on a : 


M M = (6'P)(6'P) = P56!P = A. 


4.10 Raiïisonnons par analyse-synthèse. 
e Soit r un endomorphisme symétrique positif de E vérifiant r? = a. 
Comme l’endomorphisme a est symétrique, a est diagonalisable. 
Notons À1,...,), les valeurs propres deux à deux distinctes de a, on a : 


E =E,,(a) @-:-@E), (a). 


2 — a, les endomorphismes a et r commutent. Par suite, chaque sous- 


Comme r 
espace propre de a est stable par r. Pour tout k € [1,p], notons r4 l’endomor- 
phisme induit par r sur E,, (a). 
Puisque r est un endomorphisme symétrique, chaque endomorphisme induit rx 
est aussi symétrique (cf. proposition 13 de la page 183), donc diagonalisable. 
De plus, si u est valeur propre de r4, et si x est un vecteur propre associé, alors 
on à : 

Leur puis u? x = rê(x) = a(x) = Àx 
et donc, comme x Z 0, on obtient y? — À. Comme on a de plus par hypo- 
thèse sp(r) C IR+, on en déduit que y = y. Par suite, l’endomorphisme rz est 
diagonalisable et vérifie sp(rz) € { V\x }. On a donc nécessairement : 


TR — V À& Idy,, (a) . 


Puisque E = E,,(a)®---@E,, (a), l'endomorphisme r est entièrement caractérisé 
par ses endomorphismes induits r; pour k € [1,p]. 
On a ainsi prouvé l’unicité de r. 

e Synthèse. Réciproquement, l’endomorphisme r défini par : 


Vk € [1,p] TE, (a) = A/ ÀE Idy,, (a) 
est symétrique, car il est diagonalisable dans toute base orthonormée formée de 
vecteurs propres pour @, il vérifie sp(r) = {VX ; k € [1,p»]} C IR}, et est tel 


que 7? = a. 
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4.11 1. Soit V le sous-espace vectoriel engendré par les (x;)1<i<p et d sa dimension. 


Quitte à réindexer, on peut supposer que la famille (x;)1<i<a est une base de V. 


e Commençons par montrer un résultat préliminaire : si (\)1<i<? est un famille 


de réels, alors . En effet, on a : 


p 
> 
i=1 


p 
2 MU: 


2 


1<i,5<p 1<i,5<p 


p 
) Al 
i=1 


p 
>» Ài Yi 
i=1 


e Montrons que (y;)1<i<a est une base de W, le sous-espace vectoriel engendré 


par les ()1<i<p 


Pour tout (À;)1<i<a € IRd, on a = d’après ce qui précède, 


d d 
>, Aiyi >, Ait: 
i=1 i=1 


donc la liberté de la famille (y;)1<i<a découle de celle de la famille (x;)1<i<a. 


On démontre exactement de la même manière qu’une égalité de la forme 
d 


d 
Ti — D. Agtx = 0 implique y; — Agyr = 0; ce qui prouve que la fa- 
k=1 


k=1 

mille (yi)i<iga engendre W. Il s’agit donc d’une base de W qui est donc 
de dimension d. 

Considérons une base orthonormée (x4,,,...,æ,) de VT, une base orthonor- 


imée (uéu6-:2,02)-dé W+ et considérons l’endomorphisme « telle que : 


Viell,d] u(xi) = y; et Vied+1,n] u(x!) = y. 


d d 
On a pour tout à € ]1,p], u(x;) = y; car si x; = ÿ[ Ar alors y; = Ÿ ÀAgyr. 
k=1 


k=1 
lu(x)]] = [x]. Par définition, u 
transforme une base orthonormée de V+ en une base orthonormée donc, pour 
tout x EVE, ona [fu(z’)| = ||x’||. 
Pour tout (x,x/)e V x V{,on a (u(x}),u(x')) € W x W+ donc, en utilisant 
le théorème de Pythagore, on a : 


On a déjà prouvé que pour tout æ € V, 


Vue +2) = ut) + le = el? + le? = Île + 2/12 


ce qui prouve que uw est une isométrie. 


2. Soit (ti)igicp et (Yi)1<i<? les vecteurs colonnes de À et B. L'égalité ‘AA = ‘BB 


donne, pour tout (,j) € [1,p], (xi | M) = Qi |) où (= || =) est ls 
produit scalaire canonique de IR". On peut donc appliquer le résultat ci-dessus. 
La matrice Q de u dans la base canonique vérifie l'égalité B = QA qui traduit 
les égalités y; — u(x;). Une telle matrice est orthogonale comme matrice d’une 
isométrie. 


Inversement, une égalité de la forme B = QA avec ‘QQ = TI implique ‘AA = ‘BB ;: 
c’est donc une condition nécessaire et suffisante. 
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4.12 1. Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de E. 
e Si un tel endomorphisme existe, alors : 


nm nm 


VyeE u*“(y) = Ÿ_(u*(y) lee Ÿ_(u(e;) |y)es. 


i=1 i=1 
Il y a donc unicité sous réserve d’existence. 
10] 
e Soit u* : EE, y D (ule;) | y )ei. L'application u* est alors un 
i=1 


endomorphisme de E et : 


V(x,y) € E°? (sw )= Een (u(e;) ly)e; 


Il 
FE * 
à 
£ 
LT à 
Fr 
a 
PS 
o 
TL 
& 
Là 

Il 

PTT 
07: 
"in 

à 
SL 
Le à 
S 
se 
o 
NE 


2. Par définition de u*, on a : 
V(r,y)e E? (u*(x)|y) = (y u*(x)) = (x |u(y)). 
L’unicité de (u*)* donne alors u = (u*)”. 
3. Par définition et du fait de l’unicité de l’adjoint, u est symétrique si, et seulement 
si, d° =. 
4. Si u est une isométrie, alors u est bijectif et : 
V(x,y) € E?  (u(x) | y) = (u(x) [u(u-"(y))) = (x[u (y) 
donc u* = u !. De même, si w est bijectif et si u* = u_!, alors : 
V(x,y) € E* (u(x) |u(y)) = (x | u*(u(y))) =(x|y) 


donc « est une isométrie. 
1 


Par conséquent, u est une isométrie si, et seulement si, u est bijectif et u* = u 
5. e Soi xeE,ona: 
zEKeru* &u*(x)=0&VyEE (u“*(x) | y) =0 


&VyeE (x|u(y)=064xe(Imu) 


Ainsi, Keru* = (Imu)- 
e Comme (u*)* — u, en appliquant le résultat précédent à u*, on obtient 


Keru = (Imu*)= puis Imu* = (Keru)= car E est de dimension finie. 


4.13 1. Soit (e;)i<ign une base orthonormée de E. Grâce à l’hypothèse sur f, on a : 


vG,j) eTLnf (fe) | fe;)) = (ailes) = di 


donc la famille (f(ei)),<;<, est une base orthonormée de E. 
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4.14 1. 


4.15 1. 


2; 


Soit (r,y, À) € E? XIR et (e;)1<icn une base orthonormée de E. 


Pour tout 4e [1,n],on a: 
(f(x + y) | f(e)) = (Az+yle) 
= X(zlei)+(yle:) = A(F(x) | F(ei)) + (Fu) | Fe) ). 


Ainsi, le vecteur f(Ax + y) — (Af(x) + f(y)) est orthogonal à tous les f(e;). Il 
est donc orthogonal aux vecteurs d’une base, ce qui implique sa nullité et donc 
l'égalité f(Ax + y) = f(x) + f(y). Par suite, f est linéaire. 


La famille (f(e;))1<ign est immédiatement orthogonale. 
Soit (i,7) € [1,r]”, on à d’une part : 
(ei) + Fes) | Se) — Fe) = [ff 
et d’autre part (f(ei) + f(e;) | F(e:) — f(e;)) = 0 


f(ei)| 
,ona donc Viefi,n] |f(ei)|] = a. 


car (e;+e;|e; —e;) ={|le;||? —|le;||? = 0. Ainsi, 


En notant a = ||f(e1) 


10 nm 

Soit re E,ona x = > (x |e)e; donc f(x) = >_(x | e)f(e:). D’après la 
i=1 i=1 

question précédente, le théorème de Pythagore donne : 


n 


HORS CONTIENT 


i=1 
Par conséquent, les quantités considérées étant positives, on obtient : 


VxeE {|f(x)] = alxil. 


. L’endomorphisme g — f/a est donc une isométrie vectorielle et la relation f = a g 


montre que f est la composée de g avec l’homothétie a Idg. 


Il est clair que (2) = (1). 

Réciproquement, supposons (1) et montrons (2). Soit (x,y) € E?, on a : 

et comme (x +y | u(x+y)) = (x | u(x)) = (y | u(y)) = 0, on en dé- 
duit (u(z) | y) =—(x|u(y)). 


e Supposons (4) et (ii) et montrons (iii). 
Soit x € E. On a : 
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e Supposons (ii) et (iii) et montrons (4). 
Soit (x, y) € E?. En utilisant la question précédente, on a : 
(zu) = (-u(x) | y) = (u(x) |'u(y)) 


donc u est une isométrie. 
e Supposons (4) et (iii) et montrons (ii). 
Soit (x,y) € E?. En utilisant la question précédente, on a : 


(u?(x) | y) =—(u(x) [u(y)) =-(z|y)=(-x|y) 


donc (u?(x) +x | y) =0. 
Ainsi, pour tout x € E,on a w?{x) +x = 0 ie. u? = — Id. 


209 


Chapitre 5 : Espaces vectoriels normés 


I CénérEalltés ee à à à 0 ne à eee D UE EE e à 212 
1 Définitions 2: : 2.4 4: LUS LIRE R ESA. 212 
2 Autour de l'inégalité triangulaire . . . . . . . . .. 214 
3 Distance associée à une norme ........... 215 
4 Boule ouverte, boule fermée . ............ 217 
5 Partie convexe . ................... 218 
6 Partie bornée, application bornée . . ........ 218 
7 Exemples d’espaces vectoriels normés . ...... 219 
8 Obtention de nouveaux espaces vectoriels normés . 222 


IT Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé . . 223 


ii Suite convergente . .................. 225 
2 DUIÉS ÉRÉTAUTÉ à à à à à à Du dx Éd RUES 225 
3 Relations de comparaison .............. 226 
IIT Topologie d’un espace vectoriel normé . . . . . .. 226 
1 Point intérieur, intérieur d’une partie, partie ouverte 226 
2 Point adhérent, adhérence, partie fermée . . . . .. 229 
3 Frontière d’une partie . ............... 232 
IV Limite d’une application ............... 233 
1 Définitions, généralités . . . . . . . . . . . . . . .. 233 
2 Prolongement par continuité ............ 235 
3 Relations de comparaison .............. 235 
4 Opérations sur les limites . ............. 236 
V Continuibé globale 4 2 4 à à us d'au use 60 a 237 
! Applications continues 22 2 4 4 2e 2 da boo is 4 à 4 231 
2 Application lipschitzienne . ............. 238 
3 Opérations sur les applications continues . . . .. 239 
4 Applications continues et images réciproques ... 241 


Démonstrations et solutions des exercices du cours . . 243 


EXELCICÉS.» à à à 0 à à à à à ee te 0 $ à à 0e à 6 4e a se 262 


Espaces vectoriels 
normés 


Dans tout le chapitre, IK désigne le corps IR ou €. Tous les espaces vectoriels 
considérés sont donc des espaces vectoriels réels ou complexes. 


I Généralités 
1 Définition 
éfinition 1 


Étant donné un IK-espace vectoriel E, on appelle norme sur ÆE toute 
application N de E dans IR} vérifiant les trois propriétés suivantes : 


e homogénéité : V(A x) EKXE N(Ax) = |A N(x); 
e inégalité triangulaire : V{r,y) € E? N(x+y) < N(x) + N(y); 
e séparation : VreE N(x)=0— x=0. 


éfinition 2 
Tout IK-espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel 


normé. 


Notations 

e On note (E,N) l’espace vectoriel E muni de la norme N. Lorsqu'il n’y a 
pas risque d’ambiguïté quant à la norme utilisée, on peut ne pas la préciser 
et se contenter de noter FE. 


e Ilest souvent d'usage de noter ||:|| la norme utilisée, et donc ||x|| la norme 
d’un vecteur x. 


1 Généralités 


Remarque 
Si N est une norme, alors la propriété d’homogénéité implique que N(0) — 0. 


Exemples 


1. L'application x + |x| est une norme sur IK (où |x| désigne la valeur absolue de x 
si IK=IR et le module de x si IK=C). 


2. Les applications : 


IK? —> IR, et IK? —> IR, 
(ay) + max(|x},|yl) y) > xl +lyl 


sont des normes sur IK?, appelées respectivement norme infinie et norme un, 


et notées ||-|R et ||-||1. 


p.243| Exercice 1 Soit E un espace préhilbertien réel, c’est-à-dire un IR-espace vectoriel 


muni d’un produit scalaire (- | :). Montrer que l’application : 


ze (x|x) 


est une norme sur Æ. 


Remarque Avec les notations de l’exercice 1, la norme définie par : 
Ir = /(xlz) 


est appelée norme euclidienne associée au produit scalaire (: |). 


Exemples De l’exercice 1, on déduit que les espaces préhilbertiens réels suivants sont 
naturellement munis d’une structure d’espace vectoriel normé : 


1. l’espace IR?, muni du produit scalaire : 
((x1,y1) | (x2, y2)) = T1T2 + Y1Y2, 


dont la norme associée est donnée par LC, y)|] = 


2. plus généralement, l’espace IR”, muni du produit scalaire canonique : 
nm 
(és ° ,Tn) | (yi : — _. D UE, 
k=1 


dont la norme associée est donnée par (x, 1. )|l = ai +... +ax2 ; 


3. l’espace C([a,b],IR) (avec a < b) des fonctions continues de [a,b] dans IR, 


b 
muni du produit scalaire (f | g) = | fg, dont la norme associée est donnée 
(e2 


b 
par [= 4) #2: 
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Terminologie Dans chacun des trois exemples précédents, la norme eucli- 
dienne considérée est appelée norme deux (cf. section [.7 à la page 219). 


Dans toute la suite de ce chapitre, et sauf mention du contraire, (E,||-||) est 
un espace vectoriel normé. 


Vecteur unitaire 
éfinition 3 
On dit qu’un vecteur x de E est unitaire si |x|| = 1. 


p.243| Exercice 2 On suppose dans cet exercice que IK = IR. 


Soit x un vecteur non nul de Æ. Montrer qu’il existe un unique vecteur unitaire 
colinéaire à æ et de même sens que lui. 


Terminologie Étant donné x un vecteur non nul de E, le vecteur Tel est 
É 


appelé le vecteur unitaire associé à x. 


p.243| Exercice 3 Donner une condition nécessaire et suffisante sur Æ pour qu’il existe 
dans ÆE des vecteurs unitaires. 


2 Autour de l'inégalité triangulaire 
Nous avons défini l'inégalité triangu- 

laire (propriété vérifiée par toute norme 
d’après la définition 1 de la page 212) de 

la manière suivante : 


Ve,y) € E° Ix+yl < Iell + ul. ni, 


Cette inégalité s’interprète en disant que ÿ 
dans un triangle, la longueur d’un côté 
est inférieure à la somme des longueurs 
des deux autres. 


L’inégalité suivante est appelée seconde inégalité triangulaire. 


roposition 1 (Seconde inégalité triangulaire) 
Soit x et y des éléments de Æ. Alors on a : 


Miel ylll < le — y. 


Principe de démonstration. Démonstration page 243 


Commencer par appliquer l'inégalité triangulaire aux vecteurs x — y et y. 
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Conséquence Finalement, étant donné deux vecteurs x et y de E, on a : 


Miel ylt< le £ gl < Il + y 


p.244) Exercice 4 (Cas d'égalité dans l'inégalité triangulaire ?) 
On se place dans IR? muni de la norme un définie par : 
V(x1, to) € IR? (a, 2)||, = || + [x]. 


On considère les vecteurs x = (1,0) et y = (0,1). 
Bien que les vecteurs x et y ne soient pas colinéaires, que donne l’inégalité trian- 
gulaire appliquée avec ces vecteurs ? 


Attention 
e Si deux vecteurs x et y sont positivement proportionnels, alors ils vérifient 
le cas d'égalité de l'inégalité triangulaire : |x + y|| = |x|| + ||y||. 


En revanche, contrairement à l’intuition géométrique et comme l’a montré 
l'exercice précédent, il existe des normes pour lesquelles deux vecteurs x 
et y peuvent vérifier |x+7| = |[x||+||y|| sans pour autant être colinéaires. 


e Néanmoins, si IK — IR et si la norme considérée est euclidienne, c’est-à-dire 
si elle est associée à un produit scalaire, alors le cas d’égalité dans l’inégalité 
triangulaire est celui où les deux vecteurs sont positivement colinéaires. 


p.244| Exercice 5 {Démonstration de l’affirmation précédente). 


Rappeler pourquoi si || - || est une norme euclidienne, et si x et y sont deux vecteurs, 
alors on à |x + y| = |x|| + ||[y|| si, et seulement si, æ et y sont positivement 
colinéaires. 


Extension de l’inégalité triangulaire à n vecteurs La propriété d’homogé- 
néité de la norme combinée à l’inégalité triangulaire permet de montrer par 
récurrence que si æ1,...,2n sont des éléments de E et À1,...,,, des scalaires, 
alors : 


< DA [Irell: 
bi 


D ARGE 
k=1 
3 Distance associée à une norme 


éfinition 4 
On appelle distance associée à la norme ||: || l’application : 


d = E? — IR. 


(œ,y) > y - xl. 
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Remarques 

e Avec les notations précédentes, on a: VreÆE [x = d(0,x). 
Autrement dit, la norme d’un vecteur x est sa distance au vecteur nul. 

e Il est parfois plus naturel, lorsque l’on considère des distances entre des 
éléments de Æ, d'utiliser des notations affines plutôt que vectorielles, c’est- 
à-dire de voir les éléments de Æ comme des points plutôt que comme des 
vecteurs. Ainsi, avec les notations de la définition 4 de la page précédente, 


la distance entre deux points M et N est donnée par d(M, N) = |M N IE 
L'exercice 6 utilise de telles notations. 


p.244) Exercice 6 


Montrer que la distance d associée à la norme ||: || vérifie les propriétés suivantes : 
e séparation : VIM.N)EeE? dMN)=0= M=N; 

e symétrie : V(M,N)eE? d(M,N)=d(N,M); 

e inégalité triangulaire : V(M,N,P)eE* d(M,P)<dM,N)+d{(N,P); 

e invariance par translation : V(M,N,u)€e E* d(M+u,N +u) = d(M,N). 


Les propriétés de l’exercice ci-dessus seront désormais utilisées librement. 
Formulation des inégalités triangulaires en terme de distance 
Donnons la traduction en terme de distance de la proposition 1 de la page 214 : 


roposition 2 
Si M, N et P désignent trois points de E, alors on a : 


\d(M, N) — d(N, P)| < d(M, P) < (M, N) + d(N, P). 


De manière moins formelle, l’inégalité P 
d(M, P) < d(M,N)+d(N,P) 
signifie que, dans un espace vectoriel 


normé, les propriétés « géométriquement M N 
intuitives » suivantes sont vraies : 


e dans un triangle, la longueur d’un côté est inférieure à la somme des lon- 
gueurs des deux autres ; 
e un plus court chemin entre deux points est la ligne droite. 


Attention Bien comprendre la raison du choix de l’article indéfini un dans 
la phrase « un plus court chemin entre deux points » : la ligne droite est 
un plus court chemin entre deux points, mais ce n’est pas nécessairement 
le seul (cf. exercice 4 de la page précédente avec M — (0,0), N = (1,0) 
ét P=(i,1))} 

Dans la suite, et sauf mention du contraire, (E,||:|) est un espace vectoriel 
normé et d désigne la distance associée à la norme ||: ||. 
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4 Boule ouverte, boule fermée 


éfinition 5 
Soit a un élément de ÆE et r un réel strictement positif. 


e On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, et l’on 
note B(a,r), la partie : 


B(a;r)={xeE |d(a,x) <r}. 


e On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, et l’on 
note Br(a,r), la partie : 


Br(a,r)={xeE|d(a,x) <r}. 


e On appelle sphère de centre a et de rayon r, et l’on note S{a,r), 
la partie : 


S(a,r)={xeE |d(a,x) =r}. 
Remarque On constate que S(a,r) = Br(a,r)\B(a,r). 


Exemple Dessinons, pour les trois normes usuelles, les boules unités de IR? : 


A A 


L 1 


x, db, EM 
(7 


norme un norme deux norme infinie 


Suivant qu’il s'agisse de la boule ouverte ou fermée, le bord est inclus ou non. 


Remarque L'exemple précédent montre que les boules dépendent de la norme 
considérée sur Æ : une partie de ÆE peut être une boule pour une norme et 
pas pour une autre. 


Notation Lorsque l’on travaille dans un espace euclidien de dimension 2, 
il peut être plus intuitif de parler de disque plutôt que de boule. On uti- 
lise alors respectivement les notations D(a,r) et Dr(a,r) au lieu de B(a,r) 
et Br(a,r). 
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5 Partie convexe 
éfinition 6 
Une partie À de E est convexe si : 


V(x,y)e A Vel0,1] Xx+(1—))ye À. 


Lorsque À décrit [0,1], l'élément Àx +(1—À)y décrit le segment [x, y] reliant 
les points x et y. Aïnsi, dire que À est convexe signifie que tout segment 
reliant deux points de À est inclus dans À. 

roposition 3 

Toute boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe de E. 


Démonstration page 244 
p.245] Exercice 7 (Fonction convexe) 


Soit Z un intervalle de IR et f : 1 — IR une fonc- 
tion. 
On appelle épigraphe de f le sous-ensemble 


de IR? : Er 
Es = {(x,y) ET XIR| (x) < y}, 


ie. € est l’ensemble des points situés « au des- 


sus » du graphe de f. 
On dit que la fonction f est convexe si pour EE do : 


tout (x1,72) € I? et À € [0,1] : 

fÜx “+ (1 — À) 2) & À ni) + (1 = À) f(æ2). 
Montrer que f est convexe si, et seulement si, son épigraphe est une partie convexe 
de IR?. 


6 Partie bornée, application bornée 


Partie bornée 
éfinition 7 
Une partie À de E est dite bornée s’il existe un réel positif À tel que : 


Va€e À {al < 2. 


Dire qu’une partie est bornée signifie donc qu’il existe une boule fermée 
centrée en l’origine qui la contient. 


p.245] Exercice 8 Montrer que si une partie À est contenue dans une boule quelconque 


(non nécessairement centrée en l’origine et non nécessairement fermée), alors À est 
bornée. 
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p.246| Exercice 9 Soit À une partie non vide et bornée. Montrer que l’ensemble : 
{d(x,y); (&,y) € 4°} 


possède une borne supérieure. 


Remarque Si À est une partie bornée, alors la quantité : 
sup {d(æ,y); (x,y) € A°}, 


dont l’exercice précédent justifie l’existence, est appelée diamètre de À. 


p.246] Exercice 10 (Diamètre d’une boule) 


Supposons que Æ ne soit pas l’espace nul. Déterminer, en fonction de son rayon r, 
le diamètre d’une boule B (ouverte ou fermée). 


Application bornée, suite bornée 


éfinition 8 
On dit qu’une application f d’un ensemble non vide X dans E est bornée 
si f(X) est une partie bornée de E, t.e. s’il existe M € IR} tel que : 


VrexX {|f(x)| <M. 


Remarques 

e Une suite (un)hnem d'éléments de Æ n’est rien d’autre qu’une applica- 
tion de IN dans Æ. Donc, d’après la définition précédente, une telle 
suite (un)nen est bornée s’il existe M € IR; tel que : 


VneIN u,l < M. 
e Ilest facile de vérifier que l’ensemble des applications bornées de X dans E 


est un sous-espace vectoriel du IK-espace vectoriel F(X,E) des fonctions 
de X dans €. 


7 Exemples d'espaces vectoriels normés 


L'espace IK” 

Si æ désigne un vecteur de IK”, alors on note (x1,...,%,) ses composantes. 
L'espace IK” peut être muni d’une structure d’espace vectoriel normé à l’aide 
de différentes normes, dont les trois normes classiques suivantes : 

e la norme infinie, définie par : [x = max (|x1l,...,[tal) : 


e la norme un, définie par : [xl = [21] +. + [xl : 


e la norme deux définie par : {x|l2 = {2112 +: +]r,[2. 


Dans le cas où IK = IR, on l’appelle également norme euclidienne. 
8 
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roposition 4 
Les trois applications : 


IK® + Ro, IK® — IRS et IK® — IR, 
z + [flo x > xl x > (ris 


sont des normes. Chacune d’entre elles munit donc IK” d’une structure d’es- 
pace vectoriel normé. 


Démonstration page 246 


Remarque Si IK —IR, alors on a |x||2 = 4/25 +: +x2. 


En revanche, si IK = €, la présence des modules dans la définition de |x|l2 est 
nécessaire. 


Généralisation à tout espace vectoriel de dimension finie 

Plus généralement, si Æ est un IK-espace vectoriel de dimension finie n et 
si B — (e1,...,e,) en est une base, alors on dispose sur Æ des trois normes sui- 
vantes, appelées respectivement norme infinie, norme un et norme deux 
dans la base B : 


nm nm 

Ill = max (ail); eh =D rl et [xl = |) xl 
iell,n] 5=1 =) 

Où (41,...,Xn) désigne la famille des composantes de x dans la base B. 


p.248| Exercice 11 En reprenant les notations ci-dessus, justifier que les applications : 
E — IR}, E — IR+ et E — IR+ 
Te file 2 > [xl z > [xl 


sont bien des normes. 


Espace des fonctions bornées 
L'ensemble B(X, E) des fonctions bornées d’un ensemble non vide X à valeurs 


dans un espace vectoriel normé Æ est un sous-espace vectoriel du IK-espace 
vectoriel F(X,E) des applications de X dans £. 


éfinition 9 
On munit l’espace B(X, E) d’une norme, appelé norme infinie et noté NW, 
en posant, pour tout f € B(X, E) : 


Na(f)= sup f(æ)I|: 


Cette définition exige quelques justifications qui sont l’objet de l’exercice suivant. 
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Exercice 12 
1. Pour f € B(X,E), justifier l'existence de N,(f). 


2. Montrer que l’application B(X,E) —> IR}, est une norme. 


f > Naf) 


La norme NW, munit donc l’espace B(X, E) d’une structure d’espace vectoriel 
normé. Cela s'applique en particulier à l’espace vectoriel B(IN,E) des suites 
bornées à valeurs dans Æ£. Pour u = (uy)nen € EN, on a : 


No(u) = sup|lur ||. 
nEIN 
Espace des fonctions continues sur un segment 
Soit a et b deux réels tels que a < b. On note C({a,b]|,IK) l’ensemble des 
fonctions continues du segment [a,b] dans IK. On sait que C({a, b],IK) est un 


sous-espace vectoriel de F([a, b],IK), et même de B([a, b],IK). 
On dispose sur C([a,b],IK) des deux normes classiques suivantes : 


b 
e la norme un, définie par Wi(f) =} [fl : 


p.250) Exercice 13 Montrer que l'application Ca, b],IK) —> IR} est une norme. 
ON) 


b 
e la norme deux, définie par N2(f) — || | fl2. 


* Si IK = IR, alors la norme deux n’est rien d’autre que la norme eucli- 
b 
dienne associée au produit scalaire usuel défini par ( f | g) = [ F9; 
(#2 


* en revanche, le cas IK = € est un peu plus compliqué car l’argument 
précédent en s’applique plus. 


Exercice 14 Montrer que l’application C(la,b],€) —+ IR} est une norme. 
0) 


Remarque Sur l’espace C(la, b],IK), en plus des normes un et deux, on peut 
également considérer la norme infinie (cf. page 222, exemple 2). 


Espace des polynômes 
Sur IK[X], on dispose des normes suivantes : 
e celles qui sont définies à partir de la suite (an)hem des coefficients d’un 


+00 
polynôme P = SN a, X”, dont on sait qu’elle est presque nulle (4.e. nulle 
n=0 
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à partir d’un certain rang) : 


+00 +00 
MPa = D lant Pa = 4) lanl et Pl = max lan : 
n=0 n=0 BEN 


nous passons sur la justification du fait que ce sont bien des normes, ce qui 
ne présente pas de difficulté particulière ; 


e celles définies à l’aide de la fonction polynomiale t + P(t) ; dans ce qui 
suit, a et b désignent deux réels vérifiant a < b : 


b b 
N(P)= max |P(#)| N(P}= | lPtbldt et M(P)= [ POPar: 


sans rentrer dans les détails, pour justifier que ce sont des normes, 
* l’homogénéité et l'inégalité triangulaire s’obtiennent de la même ma- 
nière que lors des exercices 12, 13 et 14, 


* pour la séparation, on utilise de plus le fait qu’un polynôme possédant 
une infinité de racines est le polynôme nul. 


8 Obtention de nouveaux espaces vectoriels normés 


Norme induite 


Si F est un sous-espace vectoriel de Æ, alors la norme ||-|| dont on dispose 
sur E induit naturellement une structure d’espace vectoriel normé sur F', par 
sa restriction à F : 


EF — IR+ 


Cette restriction est appelée norme induite sur F par la norme ||: ||. 
Exemples 
1. La valeur absolue sur IR est la norme induite par le module sur C. 


2. Soit a et b deux réels tels que a < b. Il est clair que C([a,b],IK) est un sous- 
espace vectoriel de B([a,b],1K), dont on a vu que la norme infinie le munissait 
d’une structure d’espace vectoriel normé. La norme induite associée : 


C(la,b,IK) —+ IR+ 
f — N(f) 


est donc une norme sur C({a, b], IK). 
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Produit fini d'espaces vectoriels normés 


p.251| Exercice 15 Soit p € IN* ainsi que p espaces vectoriels normés sur KK : 


CERN PES NE 
Montrer que l’application suivante est une norme : 


CN RCE AIRE 
Gi 2) ee max (Nr) NN (æ) 


Il Suites d'éléments d’un espace vectoriel normé 


On rappelle qu’une suite a à valeurs dans un ensemble X est une application 
de IN dans X. Une telle suite est souvent notée (as )»en, voire plus simple- 
ment (ah). 

L'élément a,, quant à lui, est appelé terme général de la suite a. 


1 Suite convergente 


éfinition 10 
Soit (an)nen une suite d'éléments de Æ. On dit que la suite (a»)neiN 
converge vers un élément { de E si la suite réelle (|la, — £|) tend 


neEIN 


vers (0. 


La suite (ay )nen converge donc vers £ si, et seulement si : 


Ve>0 nn eIN VnelN n>n0 — [lan —{| <e, 
ce qui s'écrit en terme de distance : 
Ve>0 nEelIN VnelN n>n0— d(an,l) <Ee 


ou encore, en terme de boules : 


Ve>0 nelN VnelN n2>n0 — an € Br(Ll,e). 


Notation Pour signifier qu’une suite (as )nemn tend vers £, on écrit a» =. £ 
nm OO 


ou plus simplement ay — £. 


roposition 5 (Unicité de la limite) 
Soit (an)nen une suite d'éléments de Æ ainsi que £; et {2 appartenant à Æ. 
Si an — L1 et an — L2, alors {1 = Lo. 


Démonstration. Soit (a, )»en une suite tendant à la fois vers {1 et 42. 
L'inégalité triangulaire donne : 


VneIN 0< 1-41 < Ilan —41l+ lan — &l|. 
= —— — 


—0 —0 


En passant à la limite, on obtient |{2 — £1|| — 0, c'est-à-dire {1 — L2. [] 
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éfinition 11 
e Une suite (an)nen est dite convergente s’il existe un élément £ de E 
tel que la suite (an)hem converge vers £. Cet unique élément / est alors 
appelé limite de la suite (a )neIN 


On le note lima, ou lim a. 
n— +00 


e Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. 


Terminologie Pour dire qu’une suite est convergente (respectivement diver- 
gente), on dit parfois simplement qu’elle converge (respectivement diverge). 


Attention La convergence d’une suite à valeurs dans un espace vectoriel 
normé dépend par définition de la norme avec laquelle on travaille. Une suite 
peut en effet converger pour une norme et diverger pour une autre. 

En cas d’ambiguïté, il est donc important de préciser la norme utilisée. 


Exercice 16 


Dans l’espace C([0, 1],IR), on considère la suite (fh)nen définie par fh(x) = x”. 
1. Montrer que (f,) converge, au sens de la norme un, vers la fonction nulle. 


2. On souhaite montrer par l’absurde que la suite (f,) n’est pas convergente au 
sens de la norme infinie : supposons que (f,) converge, et notons f sa limite. 


(a) Déterminer, en fonction de x € [0,1], la valeur de f(x). 


(b) Expliquer pourquoi on aboutit à une contradiction. 


Opérations algébriques sur les suites convergentes 


roposition 6 (Combinaison linéaire de deux suites convergentes) 


Si deux suites (an)neIN et (bn)neiN convergent respectivement vers {1 et L2, 
et si À et u sont deux scalaires, alors la suite de terme général Aa, + ub, 
converge vers Àl1 + pibo. 


Démonstration. Cela découle de l'inégalité triangulaire et de l'homogénéité de la norme : 
Vn EIN (an + pbn) — (Ma + ul2)|| = | A(an — L1) + (bn — L2)|] 
< A] Îlan — 41] +lul [bn — 421]. = 
—— ——- 


Remarques ai oi 
e Par récurrence, on généralise le résultat précédent à une combinaison li- 


(1) (p) 


néaire quelconque : si p suites de termes généraux respectifs an°,...,an 
convergent respectivement vers L1,...,/{,, et si À1,...,AN sont des sca- 


p p 
laires, alors la suite de terme général ÿ° Aa converge vers > ÀAglg. 
k=1 k=1 
e La proposition 6 nous indique que l’ensemble des suites convergentes est 


un sous-espace vectoriel de l’espace F(IN, E) des suites à valeurs dans E. 
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roposition 7 
Soit (An)neN et (an)nen deux suites à valeurs respectivement dans IK et Æ. 
Si ces deux suites convergent respectivement vers & et £, alors la suite de 
terme général À, a converge vers à £. 


Principe de démonstration. Écrire À, a, — @£ — An (an — £) + (An — a)£. 
Démonstration page 251 


roposition 8 
Si une suite (anne converge vers £, alors la suite réelle de terme géné- 


ral |a,| converge vers ||/||. 


Démonstration. Cela découle de la seconde inégalité triangulaire : 
VnEIN 0< | Ilan || — EI < [an — £||. Ü 
es 
—0 


orollaire 9 
Toute suite convergente est bornée. 


Démonstration. Supposons que (an)nen soit convergente. D'après la proposition précédente, 


la suite réelle (||an||}hen est également convergente, donc bornée. D'où le résultat. (m 


2 Suite extraite 

Comme dans le cas des suites à valeurs réelles ou complexes, on ap- 
pelle suite extraite ou sous-suite d’une suite (a»)nen toute suite de la 
forme (&{(n) em Où & est une application strictement croissante de IN 
dans IN. 


roposition 10 
Toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et a même limite. 


Démonstration. Si (ar)nen est une suite convergeant vers L, et si (an) en en est une 


sous-suite, alors la suite réelle de terme général ||a,,ç, — {|| tend vers O car c'est une sous-suite 


de la suite réelle (Ilan L 1) 


new di tend vers 0. ( 


Point méthode 


La proposition 10 offre une méthode pour prouver qu’une suite diverge. Il 
suffit, au choix : 


e d’en exhiber une sous-suite qui diverge ; 


e d’en exhiber deux sous-suites convergeant vers deux limites différentes. 


Exemple La suite réelle de terme général a, = (—1)" est divergente, car ses deux sous- 
suites (G2n)nen €t (a2n+1)nen Sont constantes, égales respectivement à 1 et —1, donc 
convergent respectivement vers 1 et —1. 
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3 Relations de comparaison 
On étend ici les notations o et O déjà vues en première année pour des suites 


à valeurs réelles ou complexes. 


éfinition 12 


Soit (an)neIN €t (bn)nen deux suites à valeurs dans E. 


1. On dit que (an)nen est dominée par (by)nem s'il existe une 
constante C' > 0 et un entier no tels que : 


VneEIN n>n0— {[lanl < C [bal ; 
on note alors a = O(b) ou an = O(bà). 


. On dit que (ay)nen est négligeable devant (b,),em si pour tout € > 0, 
il existe un rang no € IN tel que : 


VnelIN n2>n0— [all <E€/|lball : 


on note alors a = o(b) ou ay = o(b,). 


III  Topologie d’un espace vectoriel normé 
1 Point intérieur, intérieur d’une partie, partie ouverte 


Point intérieur à une partie 


éfinition 13 
On dit qu’un point x est intérieur à une partie À de E s’il existe r > 0 


tel que B(x,r) € À. 


Remarques 


e Dans la définition précédente, on peut remplacer la boule ouverte B(x,r) 
par la boule fermée Br(x,r). En effet : 


* si Br(x,r) C À, alors B(x,r) C À; 


* si B(x,r) C À, alors Br(x, ;) C À. 


e Tout point intérieur à À appartient à À. 


p.252| Exercice 17 Supposons que Æ ne soit pas l’espace nul. Soit a un point de E. 


Le point a est-il un point intérieur au singleton {a} ? 
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Exercice 18 


1. Soit À1,...,4, des parties de E. Montrer que si x est un point intérieur à 
p 
chacune des parties A1,...,4,, alors x est un point intérieur à ff 4x. 
k=1 


2. Prouver, à l’aide d’un exemple, que le résultat de la question précédente ne 
subsiste pas si l’on considère une infinité de parties. 


On pourra se placer dans IR et considérer (A A avec À, = Ï-2, |. 
nEIN* 
Intérieur d’une partie 


éfinition 14 
L'ensemble des points intérieurs à À est appelé intérieur de À ; on le 


note À ou Int(A). 


Exemple On a Int(E) = E et Int(S) = g. 


Résultats 
e Si un point est intérieur à À, alors il appartient à À. On a donc À € A. 


e Si A et B sont deux parties vérifiant À C B, alors on a AC B. 


Attention La réciproque du dernier point évoqué est fausse : on peut trouver 


(e] (e] 
deux parties À et B vérifiant À C B sans pour autant avoir À C B. 
On peut même trouver deux ensembles qui ne sont pas égaux mais qui ont 
même intérieur. Par exemple, dans IR, si À = [0,1] et B = [0,1{, alors on 


a A=B=]0,1{, et pourtant À £ B. 


Partie ouverte 


éfinition 15 
Soit U une partie de E. 


e On dit que U est un ouvert de E, ou une partie ouverte de E, si 
tout point de U est intérieur à U, c’est-à-dire si U € Int(U). 


e L’inclusion Int(U) C U étant vraie en toute généralité, U est un ouvert 
de E si, et seulement si, Int(U) = U. 


Reformulation Pour démontrer qu’une partie U de E est un ouvert de E, 
il s’agit donc de prouver que : 


VRrEU 20 Blar)eEL 
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Exemple Il est clair, d’après la définition, que E et S sont des parties ouvertes de E. 


Exercice 19 Soit À une partie de E. 


1. Montrer que l’intérieur de À est un ouvert de E. 


2. Montrer que l’intérieur de À est le plus grand ouvert (au sens de l’inclusion) 
inclus dans À. 


roposition 11 
Toute boule ouverte est une partie ouverte de E. 


Principe de démonstration. 


Pour x appartenant à une boule de 
centre a de rayon À, considérer la 
boule ouverte de centre x et de rayon : 


R—|x—a||. 


Démonstration page 253 


Remarque Le dessin fait lors de la démonstration précédente correspond à 
une norme euclidienne, mais nous à permis de trouver une démonstration 
valable pour toute norme. Cette représentation des boules n’induit en général 
pas de fausse intuition lors de considérations topologiques, c’est pourquoi on 
l'utilise couramment. ! 


p.253] Exercice 20 Montrer que l’intérieur d’une boule est la boule ouverte de mêmes 


centre et rayon. 


Exercice 21 Soit a et b deux réels tels que a < b. 


1. L’intervalle ouvert |a, b[ est-il un ouvert de IR (muni de la valeur absolue) ? 


2. L’intervalle ouvert |a, b[ est-il un ouvert de € (muni du module) ? 


Remarque Plus généralement, tout intervalle ouvert non vide de IR, c’est-à- 
dire de la forme |—-c,b[, Ja, +o! ou |a,b[ avec a < b, est un ouvert de IR, 
mais pas de €. 


Attention Comme l’illustre l’exercice précédent, le caractère ouvert ou non 
d’un ensemble n’est pas une notion intrinsèque à cet ensemble, mais dépend 
de l’espace dans lequel on le considère. 


1. Concrètement, le risque majeur de cette vision euclidienne concerne le cas d’égalité 
dans l'inégalité triangulaire (cf. le « attention » de la page 215). 


228 


111 Topologie d’un espace vectoriel normé 


roposition 12 
e La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert de Æ. 


e L'’intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert de E. 


Démonstration page 253 


Remarque En particulier, une réunion quelconque de boules ouvertes est un 
ouvert de Æ. La réciproque est également vraie (cf. exercice suivant). 


p.254) Exercice 22 Montrer que toute partie ouverte de E peut s’écrire comme une réunion 


de boules ouvertes. 


Attention Avant d'affirmer qu’une intersection d’ouverts est un ouvert, il 
faut bien vérifier le caractère fini de cette intersection. En effet, une inter- 
section quelconque de parties ouvertes n’est en général pas ouverte, comme 
l’illustre l’exercice suivant. 


il Ï 
p.254) Exercice 23 Pour tout n € IN*, on note U, — | — | Montrer que, bien que 


nn 
chacun des U,, soit un ouvert de IR, leur intersection ne l’est pas. 


2 Point adhérent, adhérence, partie fermée 
Point adhérent à une partie 


éfinition 16 
On dit qu’un point x est adhérent à une partie À de E si pour tout r > O0, 


on a B(z,r)N À £ SG. 


Dire que x est adhérent à À signifie qu’on peut trouver des éléments de A 
aussi proches que l’on veut de x. 


Exemple Tout point de À est adhérent à A. 


Caractérisation séquentielle des points adhérents 
Le résultat suivant donne une caractérisation très importante des points adhé- 
rents à une partie À. 


roposition 13 (Caractérisation séquentielle des points adhérents) 
Un point x est adhérent à une partie À si, et seulement s’il existe une suite 
d'éléments de À qui converge vers x. 


Démonstration page 254 


Ce résultat peut aussi s’énoncer ainsi : l’adhérence d’une partie À est l’en- 
semble des limites des suites convergentes d'éléments de À. 
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Adhérence d’une partie 


éfinition 17 
L'ensemble des points adhérents à À est appelé adhérence de À ; on le 


note À ou Adh(A). 


Résultats 
e Tout point de À est adhérent à À. On a donc À C Adh(A). 


e Dire qu'un point x n'appartient pas à l’adhérence de À signifie que l’on 
peut trouver r > 0 tel que B(x,r)"N À = (ou encore B(x,r) CE \A), 
ce qui signifie que æ appartient à l’intérieur de Æ \ A. D'où la relation : 


E \ (Adh À) = Int(E \ À), 
ce qui mène également aux deux relations suivantes : 
Adh(A) = E\Int(E \ À) et Int(A) = E\Adh(E \ À). 
e La caractérisation séquentielle des points adhérents à À nous dit que 


l’adhérence de À est l’ensemble des limites des suites convergentes d’élé- 
ments de À. 


Terminologie On dit que À est dense dans E si l’on a Adh(A) = FE, ce qui 
signifie que tout élément de Æ est limite d’une suite d'éléments de À. 

Par exemple, ID (l’ensemble des nombres décimaux), Q et IR \ Q sont des 
parties denses dans IR. 


p.254] Exercice 24 Montrer que l’adhérence d’un sous-espace vectoriel de Æ est aussi un 


sous-espace vectoriel. 


Partie fermée 


roposition 14 
Soit À une partie de Æ. Les trois assertions suivantes sont équivalentes : 


(à) Adh(A) = À; 
(ii) la limite de toute suite convergente d’éléments de À appartient à À ; 


(iii) E\ À, le complémentaire de À dans E, est un ouvert de E. 


On dit alors que À est un fermé de E ou une partie fermée de E. 


Principe de démonstration. Démonstration page 255 


e L'assertion (ii) est une reformulation de (1). 
e Pour (i) — (iii), utiliser le fait qu'une partie est ouverte si, et seulement si, elle est égale 
à son intérieur. 
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Exemples 
e Ilest clair que Æ et S sont des parties fermées de Æ, puisque leurs complémen- 
taires sont des ouverts de Æ. 


e Pour tout a € E, le singleton {a} est un fermé de E ; en effet, E \ {a} est un 
ouvert de Æ car pour tout point x £a,ona B(x,|x — a) C E\{a}. 


Terminologie Dans la proposition 14 de la page ci-contre, l’assertion (ii) est 
appelée caractérisation séquentielle des parties fermées. 


p.255] Exercice 25 Montrer que tout intervalle fermé de IR, c’est-à-dire tout intervalle de 


la forme |—co,b], [a, oo! ou {a, b] avec a < b, est un fermé de IR. 


Attention Il ne faut pas croire, par jeu de mots, qu’une partie qui n’est 
pas ouverte est nécessairement fermée. En effet, dans tout IK-espace vectoriel 
normé non réduit à {0}, il existe des parties ni ouvertes ni fermées. 

C’est le cas, par exemple, de l'intervalle [0,1] dans IR. 


Exercice 26 


1. Montrer que l’adhérence d’une partie À est un fermé de E. 


2. Montrer que l’adhérence de À est le plus petit fermé (au sens de l’inclusion) 
contenant À. 


roposition 15 
Toute boule fermée est une partie fermée de ÆE. 


Principe de démonstration. 


On montre que le complémentaire de 

toute boule fermée est un ouvert. 

Pour x n'appartenant pas à la boule 

fermée de centre a et de rayon À, 

considérer, comme y incite le dessin, x — al] — R 


la boule ouverte centrée en x et de 
rayon |x — a|| — R. 


Démonstration page 255 


Exemple Tout segment de IR est un fermé de IR. En effet, si a < b, alors le seg- 
b—a 


a +b 
ment |[a,b] n’est rien d’autre que la boule fermée de centre je rayon 


p.256] Exercice 27 Montrer que l’adhérence d’une boule est la boule fermée de mêmes 


centre et rayon. 
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roposition 16 
e L'intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé. 


e La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé. 


Démonstration. En considérant les complémentaires, ce résultat découle de la proposition 12 
de la page 229. En effet, si (A;);er est une famille de fermés, alors on a : 


F\(U4)=N(\4) et B\(Q4)=U(&\a) O 


icl icl icl icl 


p.256| Exercice 28 Montrer, en l’obtenant comme une intersection de fermés, que toute 


sphère est une partie fermée. 


Attention Avant d'affirmer qu’une réunion de fermés est fermée, il faut bien 
vérifier le caractère fini de cette réunion. En effet, une réunion quelconque de 
fermés n’est en général pas fermée, comme l’illustre l’exercice suivant. 


ÎL il 
p.256| Exercice 29 On se place dans IR. Pour tout entier n > 2, on note F} — È 1 — : : 
n 


n 


Déterminer l’ensemble À — |) F,. Cet ensemble À est-il fermé ? 
m2 


Remarque Plus généralement, toute partie À peut-être obtenue comme une 
réunion de fermés : il suffit d'écrire À = {]J {a}. 


ac A 
3 Frontière d’une partie 


éfinition 18 
Soit À une partie de E. On appelle frontière de A, et on note Fr(A), 
l’ensemble défini par : 


Fr(4) = Adh(4) \ Int(4). 


On à Fr(A) = Adh(A)N(E \Int(A)), te. puisque E \ Int(A) = Adh(E \ À) : 
Fr(A) = Adh(A)nNAdh(E \ À). 
Dire qu’un point x appartient à la frontière de À signifie donc que toute boule 


centrée en x rencontre à la fois À et son complémentaire. 


Remarque De ce qui précède il résulte que : 

e la frontière de À est une partie fermée (car elle est l’intersection de deux 
parties fermées) ; 

e Act E\A ont même frontière. 


Exemples 
1. On a Int(E) = Adh(E) = E, donc Fr(E)=E\E = G. 
2. On a Adh(S) = S, donc Fr(@) = G. 
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Exercice 30 Soit B une boule de centre a € E et de rayon r > 0. 


Montrer que Fr(B) est la sphère de mêmes centre et rayon. 


Exercice 31 Soit À une partie de Æ. Montrer que les trois parties : 


A, E(A) et E\Z 


sont deux à deux disjointes et que leur réunion est Æ. 


IV Limite d’une application 


Dans ce qui suit, en l’absence de précision supplémentaire, E, F et G dési- 
gnent des IK-espaces vectoriels normés, et À désigne une partie de Æ. 


1 Définitions, généralités 
éfinition 19 


Soit f : À — F' une application, ainsi que a un point adhérent à Aet{e F. 
On dit que f tend vers £ en a si: 


Ve>0 M>0 VreA r-al<n—{|f(x) -4l<e. 


Notation Pour signifier que f tend vers £/ en a, on note : 
f — £ ouencore f(x) — 4. 
(e2 T—a 


Remarque La définition précédente peut s’écrire : 
e en terme de distance : 


Ve>0 7>0 VreA d(sa)<n—d{(f(z) à <e: 


e en terme de boules : 
Ve>0 n>0 Vre Br(an)NA f(x) e Br(le); 


ou encore : 


Ve>0 >0 f(Br(amNA)C Br(L,e). 


Attention Ne pas confondre les notations dans ce qui précède : la nota- 
tion Br est utilisée pour désigner une boule fermée et n’a aucun lien avec le 
nom F du domaine d’arrivée de l’application f. 


Dans ce qui suit, afin d’alléger les énoncés, nous convenons qu’en l’absence de 
précision supplémentaire : 
e f désigne une application de À dans F 


e a un point adhérent à À 


e { un élément de F. 
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EYE 17 


Si f:A—F tend vers { en a, alors £ est adhérent à f(A). 


Démonstration page 256 


Remarque Si a appartient à À et si f admet une limite en a, alors celle-ci 
vaut nécessairement f(a). 


éfinition 20 
On dit que f est continue en a € À si f admet une limite en a. 


Caractérisation séquentielle de la limite 


La proposition suivante va nous permettre d'utiliser les résultats déjà obtenus 
précédemment sur les suites pour établir rapidement de nombreuses propriétés 
sur les limites d’applications. 


roposition 18 (Caractérisation séquentielle de la limite) 
L'application f tend vers £ en a si, et seulement si, pour toute suite (uy ne 
d'éléments de À tendant vers a, on a f(un) — L. 


Démonstration page 257 


p.257] Exercice 32 (Stabilité par restriction) 


Supposons que f : À — F tende vers une limite £ en a. Si B est une partie 
de À telle que a soit adhérent à B, montrer que la restriction f.Z de f à B tend 
également vers £ en a. 


orollaire 19 (Caractérisation séquentielle de la continuité) 
L'application f est continue en a € À si, et seulement si, pour toute 
suite (ün)nen d'éléments de À tendant vers a, on a f(u,) — f(a). 


Unicité de la limite 


roposition 20 (Unicité de la limite) 
Si deux éléments £: et & de F' vérifient f — £1 et f — £2, alors {1 = bo. 


Démonstration. Supposons que {1 et {2 soient tels que f — {1 et f — {2. Soit (un )nen 
a a 


une suite d'éléments de À qui tend vers a (une telle suite existe car a est adhérent à À). 
D'après la proposition 18, on a alors f(ux) — {1 et fur) — £2. Par unicité de la limite d'une 
suite, il en résulte que £1 = £2. ( 
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On dit que f admet une limite en a s’il existe £ € F' tel que f — £. 
(#2 


Cet unique élément £ s’appelle alors la limite de f en a et se note lim f 
(#2 


ou lim f( ). 


2 Prolongement par continuité 


éfinition 22 


Si f possède une limite { € F en un point a € À \ À, alors l’application : 


Fi AUS + 
— i TEA 
il T—=a 


est continue en a, et s'appelle prolongement de f par continuité en a. 


Remarque L'’unicité de la limite entraîne que l’application Î de la définition 
précédente est l’unique prolongement de f à AU {a} qui soit continu en a. 


3 Relations de comparaison 


On étend ici les notations o et O déjà vues en première année pour des 
fonctions de la variable réelle et à valeurs réelles ou complexes. 


éfinition 23 
Soit f:A—F et 6: A — G deux applications ainsi que a € Adh(À). 


e On dit que f est dominée par ç au voisinage de a si 


3C>0 3R>0 We ANB(R) |f@)| <C [et] : 


on note alors f = O( ke 


e On dit que f est négligeable devant & au voisinage de a si 


Ve>0 2R>0 Vre ANB(aR) |f(x)] <ely(x)| ; 


on note alors f = 0(p). 


Remarque D’après la définition précédente : 
e ilest équivalent de dire f = O(w) et f = O(||)) : 


e ilest équivalent de dire f = 0(4) et f = o(|pll). 


C’est pourquoi dans la pratique, dans une relation de domination ou de négli- 
geabilité, on se limite souvent à une fonction & à valeurs réelles positives. 
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4 Opérations sur les limites 


roposition 21 (Limite d’une combinaison linéaire) 2" 

Soit f1 et f2 deux applications de À dans F aïnsi que À1 et À2 deux 

scalaires. Si l’on à f1, —> {€ F'et f2 — LE F, alors : 
a a 


À fi +2 fe — Ali + As to. 


Principe de démonstration. Par caractérisation séquentielle de la limite, et par opérations sur 


les suites convergentes. Démonstration page 257 


roposition 22 (Produit par une fonction à valeurs scalaires) 
Si f —>  £ € F et si & est une fonction de À dans IK tendant en a 
a 


vers }E K,alors wxf: À — F tend vers À£ en a. 
x ++ p(x)f(x) 


Principe de démonstration. Par caractérisation séquentielle de la limite, et par opérations 
sur les suites convergentes (produit d'une suite convergente par une suite à valeurs dans lK). 


Démonstration page 257 


roposition 23 (Inverse) 


Soit f : À — IK une fonction ne s’annulant pas. 


1 1 
ec Mass 


l 


Démonstration page 258 


Remarque Dans la proposition 23, si la fonction f s’annule sur À, alors la 


1 
fonction f n’est pas définie sur À tout entier. 


En revanche, si f —> { € IK \ {0}, alors il existe une boule B centrée en à 
a 


tel que la restriction de f à B NA ne s’annule pas. C’est à cette restriction 
que le résultat s’applique. 


Quotient d'applications à valeurs scalaires Il résulte des deux résultats pré- 
cédents que si f1 : À — IK et f2 : À — IK sont deux applications véri- 
fiant f1 — L et fo — L 0, et si f2 ne s’annule pas, alors : 

(e2 (e2 


fi A 
—— — ne 
f2 à Lo 
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roposition 24 (Limite d’une fonction composée) 

Soit Æ, F et G trois IK-espaces vectoriels normés, ainsi que À € E 
et BCF. 

Soit f: A Fet g:B — G deux applications, avec f(A) C B. 


e Si f ed b, alors b est adhérent à B. 


e Si de plus on à g —+ €, alors gof —£. 


Principe de démonstration. Par caractérisation séquentielle. Démonstration page 258 


Conséquence en termes de continuité ponctuelle 

Les résultats précédents sur les limites donnent immédiatement des résultats 

analogues sur les applications continues en un point : 

e toute combinaison linéaire d’applications continues en a est également 
continue en à ; 


e tout produit d’une fonction continue en a par une fonction scalaire continue 
en a est également continue en à ; 


| 1 
e si f est continue en a et si f ne s’annule pas, alors F est continue en a ; 


e si f et g sont continues en a et si g ne s’annule pas, alors = est continue 
g 
en à; 


e si f : A — B est continue en a et g: B — G continue en f(a), alors go f 
est continue en @. 


V Continuité globale 
1 Applications continues 


éfinition 24 
On dit qu’une application est continue si elle est continue en tout point de 


son domaine de définition. 


p.258| Exercice 33 Soit f : À — F une application continue. Montrer que si B C À, 
alors la restriction f|8 est continue. 
Le résultat de l’exercice suivant sera utile dans les chapitres 10 et 12. 


p.258| Exercice 34 Soit 7 un intervalle de IR non vide et non réduit à un point et f : 1 — F 


une application. Montrer que si pour tout segment [a,b] € I la restriction de f 
à [a,b] est continue, alors f est continue. 
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p.259) Exercice 35 Soit u : E — F' une application linéaire. 


Montrer que uw est continue si, et seulement si, w est continue en (0. 


2 Application lipschitzienne 


éfinition 25 
e Soit k > 0. On dit que l’application f est k-lipschitzienne ou lip- 
schitzienne de rapport k si : 


V(x,y) € A? f(x) — f(u)] < klx — vil. 


e Dire f est lipschitzienne signifie qu’il existe une constante k > 0 tel 
que f soit k-lipschitzienne. 


Résultats 
1. Si f est k-lipschitzienne, alors f est k’-lipschitzienne pour tout k’ > k. 


2. L'ensemble des applications lipschitziennes de À dans F est un sous-espace 
vectoriel de F(A, F) : en effet, la fonction nulle est lipschitzienne, et si f] 
et f2 sont lipschitziennes de rapports respectifs k1 et k2 et si À et À 
sont deux scalaires, alors l’application À1f1 + ÀA2f2 est lipschitzienne de 
rapport |A] &1 + [Al ko. 

3. La composée d’une application k-lipschitzienne et d’une application k2- 
lipschitzienne est une application (k1k2)-lipschitzienne. 


roposition 25 
Toute application lipschitzienne est continue. 


Principe de démonstration. Revenir à la définition d'une application continue. 


Démonstration page 259 


Point méthode 


Pour montrer qu’une application est continue, on commence souvent par 
regarder si elle est lipschitzienne car, si c’est le cas, c’est en général la manière 
la plus rapide de justifier la continuité. 


Exemple L'application norme : E —> IR est 1-lipschitzienne, donc continue. 
x > (x 
En effet, on à par la seconde inégalité triangulaire : 


V(x,y) EE? [ll —lylll < ]fe — vi]. 
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Exercice 36 On munit Æ? de la norme définie par (cf. exercice 15 de la page 223) : 


N(x,y) = max (|x||,||y||). 
Prouver que l’application distance : 
LE PIE 


est lipschitizienne, donc continue. 


Exercice 37 Soit u : E — F' une application linéaire. 


Montrer que u est k-lipschitzienne si, et seulement si : 


Exercice 38 (Distance à une partie non vide) 


Soit À une partie non vide de Æ. Pour x € E, on appelle distance de x à À la 
quantité : 
d(x, À) = inf d : 
(æ, À) = inf dx, a) 
Montrer que l'application E —> lIR est 1-lipschitzienne, donc continue. 
zx — d(x, À) 


Indication : on pourra commencer par montrer que d(x, À) — d(y, A) < d(x,y) pour 
tout (x, y) € E?. 


3 Opérations sur les applications continues 


Les résultats suivants sont les versions globales des propositions 21 à 24. 


roposition 26 (Combinaison linéaire, produit, composée) 
e Une combinaison linéaire de deux applications continues est continue. 


e Le produit d’une application continue avec une application continue à 
valeurs dans IK est continue. 


e La composée de deux applications continues est continue. 


Remarque L'ensemble des applications continues de À dans F' est donc un 
sous-espace vectoriel de F(A,F). On le note C(A,F). 
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Exemple Munissons IK? de la norme infinie. Les applications composantes de IK? 
dans K : 

Gy)rz et  (xy)ry 
sont 1-lipchitzienne donc continues. 


e Par somme, l’application IK2 > IK est donc continue. 
(x,y) > z+y 


e Par produit, l’application IK? — IK est continue. 
(x,y) > ay 


Remarque Dans l’exemple précédent, si l’on ne veut pas utiliser le caractère 
lipschitzien, alors on peut utiliser la caractérisation séquentielle et se ramener 
aux résultats déjà connus sur les suites. Dans le cas de l’application : 


Po 5 K 
ŒU) + 4 


si (x,y) est un élément de IK?, et si (up, Un)nen est une suite d'éléments 
de IK? qui tend vers (x,y), alors on a u, — x et wy — y, et donc, par somme 
de deux suites convergentes, on a : 


(Un Un) = Un + Un — z + y = f(x, y). 


p.260| Exercice 39 Justifier que si f est continue, alors l’application Æ — IR 
x > |f(x)l 


est continue. 


roposition 27 (Inverse) 
Soit f : À — IK une application continue ne s’annulant pas. 


L'application inverse de f : 


A ——= K 
1 
ES — 


f(x) 


- 
/ 


est continue. 


Démonstration. L'application x > —— est continue, comme composée des deux applications 


f(x) 
Q 


continues f et IK* —> IK 
1 


À =. 
ur 4 x 


240 


V Continuité globale 


Conséquence : quotient d'applications continues Si f : A — IK et g: À — IK 
sont deux applications continues à valeurs scalaires, et si de plus g ne s’annule 


pas, alors la fonction Î est continue, comme produit des deux applications 


: 1 
continues f et —- 
9 


4 Applications continues et images réciproques 
roposition 28 
Soit f : E — IR une application continue. 


e Les ensembles {x € E | f(x) =0}et {x€e E | f(x) > 0} sont des parties 
fermées de E. 


e L'ensemble {x € E | f(x) > 0} est une partie ouverte de ÆE. 


Démonstration page 260 


Remarque Les trois ensembles considérés dans la proposition précédente sont 
en fait les images réciproques par f de IR}, {0} et IR. 
Ainsi, si f : E — IR est une application continue, alors : 


e les ensembles f-1({0}) et f—!(IR:) sont des fermés de E ; 


e l’ensemble f7 (IR?) est un ouvert de E. 


Exemple Munissons IR? d’une des normes usuelles. L'application : 


f : IR? — IR 
y) > x 
est continue car 1-lipschitizienne. Ainsi, d’après la proposition 28 : 
1. le demi-plan {(x,y) € IR? | x > 0} est un fermé de IR? car c’est l’image réciproque 
de IR; par f ; 
2. le demi-plan {(x,y) € IR? |x > 0} est un ouvert de IR? car c’est l’image réciproque 
de IR par f. 


Attention Pour pouvoir appliquer la proposition 28, il est important que 
l’application continue f soit définie sur Æ tout entier. 
Par exemple, si l’on prend E = IR et que l’on considère la fonction : 


f: RCIR — 
re l+Vx 


alors on à f-T(IR*) = IR+. Ainsi f (IR) n’est pas un ouvert de IR bien que 
l’application f soit continue. 
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p.261) Exercice 40 On se place dans IR?. 


1. Prouver que la partie suivante est un ouvert : 
À = {{x,y) ER |0<r<y<1l. 
Indication : écrire À comme l'intersection de trois ouverts. 
2. Prouver que la partie suivante est un fermé : 


B = {{x,y) IR |0O<z<y<i}. 


p.261] Exercice 41 {Approfondissement : généralisation de la proposition 28) 
Soit f : E — F une application continue. 


1. Montrer que si À est une partie fermée de F', alors f (A) est une partie fermée 
de FE. 
Procéder par caractérisation séquentielle. 

2. Montrer que si U est une partie ouverte de F, alors f-!(U) est une partie 


ouverte de E. 
Passer par le complémentaire et utiliser la première question. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 
Pour alléger l'écriture, notons |[x|| = 4/(x | x) (même si cette notation est abusive 


car nous n'avons pas encore démontré qu’il s’agit d’une norme). 


e L’homogénéité et la séparation sont faciles à vérifier : 
* en effet, si x € E vérifie |x|| = 0, alors on a (x | x) = 0, ce qui, par le 
caractère défini positif du produit scalaire, entraîne que x est nul ; 
* pour (À,4æ)E Rx E, la bilinéarité du produit scalaire donne : 


Az = (ax Ar) = VX (xx) = AV (xx) = TA x xl]. 
e Il reste à démontrer l'inégalité triangulaire. Soit (x,y) € E?. On a : 


x + y =(x+y|x+y) 


= |x? + yl?+2(xly) (bilinéarité et symétrie) 

< ||xl? + ul? +211x|| |yl| (inégalité de Cauchy-Schwarz) 
2 

= (Ile + 11y1)" 


On obtient donc l'inégalité ||x + y|| < ||r|| + ||y|| souhaitée. 


Exercice 2 Par homogénéité de la norme, on a, pour tout AE IR, |A] = À] x |x||. 
Ainsi, le vecteur Àx est unitaire si, et seulement si, |A] x x] — 1, c’est-à- 
1 
dire À = +— 
Eal 
Il existe donc deux vecteurs unitaires colinéaires à æ qui sont GI de même sens 
Ë 


T À 
que æ, et RCE de sens opposé à x. 


Exercice 3 Il existe des vecteurs unitaires dans Æ dès que Æ contient au moins un 
vecteur non nul, c’est-à-dire dès que Æ n’est pas l’espace nul. En revanche, si Æ est 
l’espace nul, alors il ne contient pas de vecteur unitaire puisqu’alors le seul vecteur 
qu’il contient est de norme nulle. 

Proposition 1 
e En appliquant l'inégalité triangualire aux vecteurs x — y et y, il vient : 

el = 1x — y) + gi < Ie — y + Ilyll, 
d'où : 
el — Ty < Îx — vi. 
e En échangeant les rôles de x et y dans l'inégalité ci-dessus, on a : 


gl — el < 1x — yl 
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Finalement, les deux inégalités obtenues se résument en : 


Mel — gl} < le — y: 


Exercice 4 On a x +y = (1,1), donc [fx + y|1 = 2. Comme {rfi = {y = 1, les 
vecteurs x et y vérifient le cas d'égalité de l’inégalité triangulaire, bien qu’il ne soient 
pas colinéaires. 


Exercice 5 Notons (:|-:) le produit scalaire considéré. Soit x et y deux vecteurs. 


e D'une part, en écrivant ||r+y||? = (x+y | x+y) et grâce aux propriétés du produit 
scalaire (bilinéarité et symétrie), on obtient |x + y|? = [x]? + ||y||? +2(x | y). 


2 
=| 


e_ D'autre part, on a (|x| +{|y|]) ef? + ul? +21ell lu. 


On obtient : 


le + ul = el + ll > Ce l'y) = Ie Ill 


= (xly) = ll et (xly)>0. 


Cela prouve le résultat souhaité car deux vecteurs vérifient le cas d'égalité dans 
Cauchy-Schwarz si, et seulement s’il sont colinéaires, et leur produit scalaire est alors 
positif si, et seulement s’il sont de même sens. 


Exercice 6 


e Séparation. C’est évident, car pour (M,N) € E?, on a d(M,N) = 0 si, et 
seulement si, | 1 N | = 0, ce qui, par propriété de séparation de la norme, revient 
.. NS D 
à dire que MN = O0 , c’est-à-dire M = N. 


e Symétrie. C’est une conséquence de l’homogénéité de la norme. 
En effet, pour (M,N)E€ E?, on a : 


dM,N) = MN = |-N| = INTË| = d(N, M). 
e Inégalité triangulaire. Pour (M,N,P)€e E*,ona: 
(M, P) = |MP| = MN + NË| 
_ IMN| + INBI (inégalité triangulaire sur ||: ||) 
= A(M, N) + d(N, P). 


e Invariance par translation. 


N' 
Pour (M, N,u) € E*, si l’on note : M’ 
M'=M+u et N'=N+u, A ü 
—— 
alors les vecteur MN et M'N° sont égaux. . N 
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Proposition 3 
Soit B une boule (ouverte ou fermée). Soit x Àx + (1 — À)y 
et y deux éléments de B et À € [0,1]. Mon- 
trons que Àx + (1 — À)y € B. 
Pour cela, il suffit de montrer qu'en notant a 
le centre de B,on a: 


| (Ax+(1—))y) -a| < max ( x—a/|, ly—all). 


Cela s'obtient en écrivant : 
(Az + (1 — y) _ a|| = | (x — a) +(1— À)(y a)|| 


< [A(x— a) + |] — X)(y— a) (inégalité triangulaire) 
< À|x — a + (1 — À)||y — a] (homogénéité) 
€ max (| — al, y — al) (car À € (0,1) 


Exercice 7 
e_ Supposons €; convexe. Soit (x1,12) € 1? et À € [0,1]. Les deux points (x1, f(æ1)) 
et (x, Fi (x2)) appartiennent à €; donc, par convexité de €, on a : 
\(æ1, f(x1)) + (1— À) (x, f(x2)) € Er 
c’est-à-dire 
Qar +(1— 22, A1) + (1) f(2)) € €. 
Par définition de £}, cela signifie que : 
JA + (1 x) < Xf(æ1) + (1 — A)f(æ2). 
Donc f est une fonction convexe. 
e  Réciproquement, supposons que la fonction f soit convexe. Soit M1 = (x1,y1) 
et Mo = (x2,y2) deux points appartenant à €; et À € [0,1]. 
Montrons que AM: + (1 — À)M € Er, ce qui revient à montrer que : 
JA + (1 — Aro) < Ag + (1 — Ayo. (x) 
Comme M; et M2 appartiennent à €}, on a : 
f(r1) < y et f(x2) < y2. 
De plus, comme f est une fonction convexe, on a : 
fi + (1 nu X)x2) < À JE) +(1 En À) f(x2) 
= = 
<y1 <y2 
ce qui, comme À > 0 et 1 — À > 0, permet d’obtenir l'inégalité (x) souhaitée. 
Exercice 8 Soit À une partie contenue dans une boule B de centre a et de 


rayon r. Que la boule B soit fermée ou ouverte, on à toujours B € Br(a,r), et 
donc À C Br(a,r). Alors, par l'inégalité triangulaire : 


VxE A fx]<lal+lx-al <lal+r, 


donc À est bornée. 
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Exercice 9 Notons l = {d(x,y); (x,y) € 4?}. 


e Le caractère non vide de À assure que [ est une partie non vide de IR. 


e Montrons que L' est majorée. 
Soit RE IR} tel que Va e À {la < R (un tel R existe car À est bornée). 
Alors F est majorée par 2R car par inégalité triangulaire : 


V(a,y) € A? d(z,y) = [x — yl| < [xl] + Ilyll < 2R. 
Ainsi [est une partie de IR non vide et majorée, donc possède une borne supérieure. 


Exercice 10 Notons a le centre de B et T l’ensemble {d(r,y); (x,y) € B?}. 


e L’inégalité triangulaire assure que l’ensemble l° est majoré par 2r. En effet, si x 
et y sont deux éléments de B, alors on a : 


d(x,y) < d(x,a) + d{y,a) <r+r=2r. 


e D'autre part, soit uw est un vecteur unitaire de Æ (un tel vecteur existe car E 
n’est pas l’espace nul). Alors, pour n € IN, les éléments : 


En =a+r(l-2 ju et Yyn=a-r(1—-2 "ju 
appartiennent à B et vérifient : 


d(£n; Yn) = 2r(1—-277) — 2r. 


n— +00 


Cela montre, par caractérisation de la borne supérieure, que sup(T) = 2r. 
Donc B a pour diamètre 2r. 


Proposition 4 
e Norme infinie. 


* Séparation. Si x € IK" vérifie |x|[. = 0, alors on a es Ixx| = 0, et donc : 
keEÏ1,n 


Vkell,n] xx =0, 


c'est-à-dire que x est le vecteur nul. 
*  Homogénéité. Pour x € IR" et À € IK, on a: 


I\xlle = max {Axel ; k € [1,n]} 
= max {|| |(æl; ke [1,n]} 
= A] max {|axl; &E[1,n]} = JA] Ille. 
x  Inégalité triangulaire. Pour (x, y) € (IK”)?, on a : 
x +yll = max {|re +uxl; ke [1n]}. 
Comme pour tout k € [1,n] on a : 


me + url < ll + lurl < Îalloe + |ylloc 


il en résulte que {xl + lys majore l'ensemble {{xx + vx: k € [1in]}, et 
donc que {x + Ye < |It|ls + ||ylloe - 


246 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


e Norme un. 


nm 
* Séparation. Si x € IK" vérifie |x||1 — 0, alors on a Ÿ° |xx| — 0, et donc : 


k=1 
Vkell,n] xx =0, 
c'est-à-dire que x est le vecteur nul. 
*  Homogénéité. Pour x € IK” et À E IK, on a : 
nm nm nm 
Aa = JC Aaxl = SCD art) = IA el = VA Ille 
k=1 k=1 k=1 


x  Inégalité triangulaire. Pour (x, y) € (IK”)?, on à: 


n 


le + gl = D lex +ul < D (mel + lue) = D ltel + Duel = Ill + lvl. 
k=1 k=1 


k=—1 k=1 


e Norme deux. 
* Cas IK =IR. Pour x E IR”, on a |x|2 = 4/v(x, x), où 4 est l'application : 


@: (IR) — IR 
k=1 


L'application & est un produit scalaire, donc l'application x + |[x|2 est une 
norme car c'est la euclidienne associée au produit scalaire ©. 
* Cas IK = €. L'argument précédent ne s'applique pas. 


x 


X 


x 


nm 
Séparation. Si x € C” vérifie ||xll2 — 0, alors on a D |xx|? — 0, et donc : 
k=1 


Vk € [1,n] æk = (. 


Homogénéité. Pour x € Cet AE C,ona: 


Sal = 
k=1 


Inégalité triangulaire. Soit (x, y) € (C")?. 
Considérons les vecteurs de IR” suivants : 


= (aih...,tnl) et ÿ= (al... lun). 


Axe = 


nm 
DRE 
k=1 


n 


D [ler +unl < 4) D (Irxl + Iel)” = 115 + 52. 
k=1 k=1 


En appliquant avec % et ÿ l'inégalité triangulaire déjà obtenue pour la norme 
I-]l2 sur IR”, il vient : 


Ie + ylle < Ille + 112. 


En constatant alors que |x|l2 = ||f|l2 et [[yll2 = ||ÿ|l2, on obtient le résultat : 


Ie + ylle < 1xlle + Tylla- 
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Exercice 11 


e Norme infinie. 
* Séparation. 
Sixe E vérifie [x] = 0, alors il est clair que Vi € [1,n] x; = 0, c’est-à- 
dire que x est nul. 
*  Homogénéité. 
Pour ze E et 1€ K,ona: 
IAxlle = max{|Axl; iefl,n]} 
= max{|à| [x];  E[1,n]} 
= JA] max{xi|; à € [1,n]} = JA Ixiloc. 


*  Inégalité triangulaire. 
Pour (x,y) € E?, on à [x + y = max{ix; +yil; ie [1,n]}. 
Comme pour tout à € [1,n] on a : 
ri + gl < lil + lil < Îrlloo + 1]yllo0 
il en résulte que {x + [y majore l’ensemble {|x; + vil; à € [1,n]}, et 
donc que [x + yllx < [til + |ylloo 
e Norme un. 


* Séparation. 
Sixe E vérifie |x|1 = 0, alors il est clair que : Vie [1,n] x; = 0, c’est-à- 
dire que x est nul. 

*  Homogénéité. 
Pour xe E et A€ÏK, on a: 


JA x = DhxI= = \ AI el) = IN D lil = VAI ll. 
i=1 i=1 


*  Inégalité triangulaire. 
Pour (x,y) € E?,ona: 


nm nm 


Île + gl = D ei + vil < D (lil + lul) = Del + Del = Ill + y. 


i=1 i=1 i=1 i=1 
e Norme deux. 


nm 
x Séparation. Si x € E vérifie |[x|2 = 0, alors 5° |x;l? = 0, et donc : 
i=1 


Vieli,n] x =0 


c’est-à-dire x = 0. 
* _Homogénéité. Pour x € E et AE K, on a : 


S hzP=h 
i=1l 


Axe = 


nm 
Di? = A xl. 
2—=1 
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*  Inégalité triangulaire. 
x Résultat préliminaire. Dans l’espace IR" muni du produit scalaire : 


(a, b) are 2 a;b; 
i=1 


la norme euclidienne associée est donnée par : 


D (lil + ll)”. 


i=1 


Les familles (|t;l)ieqi ny et (|ÿil)ieping appartenant à IR”, on peut appli- 
quer l'inégalité (x), ce qui donne le résultat souhaité : 

nm 
D_ lil + 
i=1 


Ir + yll2 < 


nm 
D yl2 = Ilxlle + Ille. 
i=1 


Exercice 12 
1. Comme X est non vide et que f est bornée, la partie : 


{|f(&)l; x e X} 
possède une borne supérieure car c’est une partie non vide et majorée de IR. 
2. e Séparation. Si f vérifie NW, (f) = 0, alors on a || f(x)|| = 0 pour tout x EX, 
et donc f est la fonction nulle. 
e Homogénéité. Soit f € B(X,E) et AE IK. 
Montrons que NL (Af) = [AI Wk(f), ce qui revient à montrer qu’en notant À 
l’ensemble {|X f(x)||; x € X}, alors on a sup(A) = [A] Ne (f). 
* Tout d’abord, À est majoré par [A] N(f). 
En effet, si a appartient à À, alors on peut trouver x € X tel 
que a = |} f(x)||. On à alors, par homogénéité, a = |A] ||f(x)||, et donc 
a A N(f). 
* Il suffit alors pour conclure de prouver qu’il existe une suite à valeurs dans À 
tendant vers |A] No (f). 
Comme W(f) = sup{||f(x)||; x € X}, par caractérisation de la borne 
supérieure, on peut trouver une suite (x,) à valeurs dans X telle que 


fan) + No (F). 
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En notant alors a, = || À f(x,)||, on a : 
An = [A f(æn)| — TA NS (F). 
e Inégalité triangulaire. Soit (f,g) € (B(X, E)). Montrons que : 
No(F +9) < Noo(F) + No (9). 


En notant A l’ensemble {||f(x)+g(x)|| ; x € X}, cela revient à montrer que À 
est majoré par NW, (f) + Ns(g). C’est évident, car pour tout € X,ona: 


IG) +@I < GI Il - 


Dre (#) NO (g) 


Exercice 13 
e Séparation. Si f € C([a,b],IK) vérifie Ni(f) = 0, alors |f| est la fonction nulle 
car continue, positive et d’intégrale nulle (l'intervalle d'intégration étant d'intérieur 
non vide), et donc f est nulle. 
e Homogénéité. Pour f € C([a,b],IK) et À € IK, on a : 


b b b 
MAN= fase f (= [= ai: 


e Inégalité triangulaire. Pour (f,g) € (C([a,b|, IK)}”, on à : 


Mi(+9)= | f+a< | (1+ 16) = / #1+ / el = MA(F) + Mi (9). 


Exercice 14 


e Séparation. Si f € C([a,b],IR) vérifie W2(f) = 0, alors |f|? est la fonction nulle, 
en tant que fonction continue, positive et d’intégrale nulle (l'intervalle d'intégration 
étant d'intérieur non vide), et donc f est la fonction nulle. 


e Homogénéité. Pour f € C([a,b],€) et AE C,ona: 


b 
WAP) = fase = f\ NUE = he [= Dr 


et l’on en déduit que A2(à f) = [A N(f). 
e Inégalité triangulaire. Soit f et g deux éléments de C([a, b], €). 
L’inégalité triangulaire donne |f + g| <|f|+{gl, et donc : 


Naf + 9) = / [ua < / "Qf1+ le)? = N(|f1+ 91): (1) 


Mais alors, comme l'application f - N2(f) est une norme sur C([a, b]|, IR), nous 
pouvons appliquer l'inégalité triangulaire associée avec les fonctions |f| et |g| : 


Naf + lol) < A2 + AG (Ia). a) 
Comme on à A2(|f|) = M2(f) et M(lgl) = N2(9), les relations (1) et (2) per- 


mettent de conclure. 
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Exercice 15 Notons ÆE l’espace E1 x --- x E,,. 


e Séparation. Si x = (x1,...,2p) vérifie w(x) = 0, alors, par définition de +, 
on à : 


Nm) == N)(xp) = 0, 


ce qui, par propriété de séparation des normes N4, entraîne x1 = -:: = x, = 0, 
c’est-à-dire x = 0. 


e Homogénéité. Pour x = (x1,...,1,)€ E et € lK,ona: 
Dir) =p(Diri, 2) = max (Mr)... Ne (Am) 
Par homogénéité de chacune des normes N:,...,N, donne alors : 
pÜA x) = max (JA Ni(x1),..., JAN, (æp)) = [A p(x). 
e Inégalité triangulaire. Soit x = (x1,...,x,) et y = (y1,...,Y) dans E.Ona: 
ox + y) = p((ei + y1,...,%p + Up)) = max (Ni +y1),..., No(tp + Yp)). 


Soit k € [1,p] tel que (x + y) = Ni(xx + yx). L’inégalité triangulaire appliquée 
avec la norme N4 donne alors le résultat : 


p(z +y) < Nrzx) + Ney). 
mr” mn,” 
<g(x) <p(y) 
Exercice 16 


1 
1. Il suffit d'écrire Ni(fn) = | x" dr = = 0. 
0 


n +1 


2.(a) La convergence de (f,) vers f au sens de la norme infinie implique la conver- 
gence simple de (f,) vers f, c’est-à-dire : 


Ve [0,1] fn(x) — f(x). 
En effet, pour tout x € [0,1] et pour tout n € IN, on a : 
te) HER AC PS0: 


0 si æel0,1l 


On en déduit que f(x) = { 1 à »=1 


(b) On aboutit à une contradiction, car la fonction f obtenue n’est pas continue. 


Proposition 7 Supposons que À, — à et an — £. Pour n EIN, on a: 
ÀÂn An — QL = Àn (an — L) + (An — &) £, 
et donc par inégalité triangulaire : 
Jan an — a2|| < Jul lan — 4 + Ps — al AI. 


e Puisque la suite (À,) converge, elle est bornée. Comme produit d'une suite réelle 
bornée par une suite réelle qui tend vers 0, on obtient |,||[a, — {|| — 0. 
e Puisque À, — @, on a |A, — a] — 0 et donc |A, — a|||£| — 0. 


On en déduit que || À, a, — a {|| — 0, c'est-à-dire À, a, — a 4. 
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Exercice 17 Pour tout r > 0, on a B(a,r) S {a} car il existe, dans la boule ou- 
verte B(a,r), d’autres éléments que a. Par exemple, si u est un vecteur non nul 
de Æ (un tel vecteur existe car ÆE n’est pas l’espace nul), alors on a : 


a + Ze] € B(a,r) \ {a}. 


Donc, a n’est pas un point intérieur au singleton {a}. 


Exercice 18 


1. Supposons que x soit intérieur à A1,...,A,. Pour tout k € [1,p], il existe rx > 0 
tel que B(x,re) € Az. En notant r = min(r1,...,r,), on à alors r > 0 et : 


p 
VkeT1,p] B(x;r) CAx donc B(x,r)c M A. 


ES 
Il 
à 


p 
Donc x est un point intérieur à [7 A4. 
k=1 


2. Plaçons-nous dans IR muni de la valeur absolue et posons : 


Vn € IN* a=|-22] ainsi que À = N An. 
mn 
nEIN* 


e Pour tout n € IN*, O est évidemment un point intérieur à À, car la partie À, 
est une boule ouverte contenant 0 et incluse dans elle-même. 
e En revanche, on a A = {0}, car : 
* il est clair que O0 appartient à chacun des ensembles À, et donc à leur 
intersection ; 
1 
* si x Z 0, alors on a x € À, dès que n > FA x é À; 
Æ 
donc, d’après l’exercice 17 de la page 226, 0 n’est pas un point intérieur à À. 


Exercice 19 


1. Soit x € Int(A). Montrons qu’il existe r > 0 tel que B(x,r) C Int(A). Par 
définition de Int(A), on peut trouver R > 0 tel que B(x, R) € A. Notons r = À. 
On constate alors que pour tout y € B(x,r), on a: 

Eur) E AG, R) E A. 
et donc y € Int(A). Cela prouve que B(x,r) € Int(A). Donc Int(A) est un ouvert 
de E. 

2. On sait déjà que l’intérieur de À est un ouvert inclus dans À. Il reste à prouver 
que si U est un ouvert inclus dans À, alors on a U € Int(A). Soit U un tel ouvert. 
Pour tout x € U, comme Ü est ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) C U et 
donc B(x,r) C À, d’où x € Int(À). 

On a donc U C Int(A). 
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Proposition 11 Soit B une boule ouverte. Notons a son centre et À son rayon. 
Pour x E B,on a x —- al < R, et il est clair, d'après l'inégalité triangulaire, que la 
boule ouverte de centre x et de rayon À — ||x — a]| est contenue dans B. 


En effet, si u vérifie [lu — x|| < R — ||x — a], alors on a : 


Ju — al < lu — x] + 1x — al < Rx al +1x— a] = 2. 
Donc B est une partie ouverte. 


Exercice 20 Soit B une boule de centre a et de rayon r. 


e Si B est la boule ouverte B(a,r), alors d’après la proposition 11 de la page 228, 
B est une partie ouverte et donc est son propre intérieur. 


e Supposons que B soit la boule fermée Br(a,r). 


* Comme B(a,r) est un ouvert contenu dans B, on a B(a,r) C Int(B) d’après 
la deuxième question de l’exercice 19 de la page 228. 
* __ Prouvons l’autre inclusion. 


Si x est un point de B\ B(a,r), i.e. de 
la sphère S(a,r), alors pour tout € > 0 
la boule B(x,e) n’est pas incluse 


dans B car elle contient le point : & 
€ 
y= + ——— (x—a) 
2 ||x — al 
qui vérifie : 
€ 
d(a, y) =T+ 2 > T, 


et donc x € Int(B). 


On a donc dans tous les cas Int(B) = B(a,r). 


Exercice 21 


a + b 


1. L’intervalle Ja, b|] est un ouvert de R, car c’est la boule ouverte de centre 


et de rayon 


2. L’intervalle ouvert Ja, b[ n’est pas un ouvert de C. 


En effet, pour x € la, b[ et r > 0, la boule ou- 
verte de centre æ de rayon r > 0 n’est pas in- 
cluse dans ]a,b[. Par exemple, le nombre com- 


+ ir 
DA a 


“ 
plexe x + is appartient à cette boule mais pas à 


l'intervalle ]a, b|. B(a,r)” 


Proposition 12 


e Soit (U;);er une famille d'ouverts, et U leur réunion. Pour x € U, on peut trou- 
ver à € Î tel que x appartienne à U;. Comme Ü; est ouvert, il existe une boule 
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ouverte centrée en x et de rayon strictement positif qui soit contenue dans Ü;, et 
donc dans U. Donc U est un ouvert. 

e Soit (U;);er une famille finie d'ouverts, et U leur intersection. 
Soit x € U. Pour tout à € I, l'ensemble L/; est un ouvert, donc on peut trouver r; > 0 
tel que la boule ouverte B(x,r;) soit contenue dans U,. 
Puisque J est fini, le nombre réel : 


nd 


existe et est strictement positif. La boule ouverte B(x,r) est alors contenue dans 


chacun des U;, et donc dans leur intersection U. 
Donc U est un ouvert. 


Exercice 22 Soit U une partie ouverte de Æ. Soit x € U ; toute boule centrée en x 
et de rayon suffisamment petit est incluse dans U. En notant, par exemple : 


1 
nx = min {n € IN* |B(x,=) cu}, 
n 


1 
et en notant r; = —, alors on a B(x,r3) C U. On a alors par double inclusion : 
ZT 


LU = U BCE re). 


xeU 


Exercice 23 Notons À = ff) U,. On a À = {0} (cf. exercice 18 de la page 227) 
nEIN* 


donc À n’est pas un ouvert car pour tout r > 0, la boule ouverte centrée en 0 et de 
rayon r (c’est-à-dire l'intervalle |-r,r|[) n’est pas incluse dans À. 


Proposition 13 


e Soit x un point adhérent à À. Alors, pour tout n € IN, l'ensemble B(x,27”7) NA 
est non vide, ce qui nous permet d'y choisir un élément a,;. On construit ainsi une 
suite (an)nen d'éléments de À qui converge vers x puisque : 


VnelIN d(an,t) <277 — 0. 


n— +00 


e  Réciproquement, supposons que x soit limite d'une suite (a, )»en d'éléments de À, 
et montrons que x est adhérent à A. Soit r > 0. Montrons que B(x,r) NA £ G. 
Comme a, — x, on peut trouver un entier no tel que |las, — || < r. Alors, as, 
appartient à la fois à À et à B(x,r), et donc B(x,r)N À £ SG. 


Exercice 24 Soit F' un sous-espace vectoriel de Æ. 


e Tout d’abord, F contient F et donc contient le vecteur nul. 


e Soit (À,x,y) € K x F° : montrons que Àr +y € F. Comme x et y appartiennent 
à F, il existe des suites (r,) et (y) d'éléments de F convergeant vers x et y 
respectivement. La suite (Az, + y.) est une suite d'éléments de F convergeant 
vers À + y; cela prouve, par caractérisation séquentielle, que Âr +y€ F. 
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Proposition 14 


(Gi) > (ii) 
* En tout généralité, on a À € Adh(A). L'assertion (i) est donc équivalente 
à Adh(AÀ) C A. 
* D'autre part, il a été vu que l'adhérence de À est l'ensemble des limites des 
suites à valeurs dans À qui convergent. L'assertion (ii) est donc équivalente 
à Adh(AÀ) C A. 
D'où l'équivalence entre (i) et (ii). 
(i) > (iii) Il a été vu (cf. remarque de la page 230) que : 
Int(E \ À) = E \Adh(A) 
et donc : 
Adh(4) = A Int(E \ A)=E \A. 
Puisqu'une partie est ouverte si, et seulement si, elle est égale à son intérieur, l'équi- 
valence précédente n'est rien d'autre que (i) — (iii). 


Exercice 25 Les complémentaires des intervalles ]—co,b], [a,+oo[ et [a,b] sont res- 


pectivement |b, +oo{, | —oo, al et ]—co,a[U]b, +, qui sont des ouverts de IR. 


Exercice 26 


Le 


On à vu (cf. résultats de la page 230) que l’adhérence de A vérifie : 
Adh(A4) = E\ (Int(E \ A)). 
Comme Int(ÆE \ À) est un ouvert de E, il en résulte, par passage au complémen- 
taire, que Adh(A) est un fermé de Æ. 
Il à été vu que l’adhérence de À est un fermé contenant À. Il reste à démontrer que 
c’est le plus petit, c’est-à-dire que tout fermé contenant À contient aussi Adh(A). 
Soit F un fermé contenant À. Alors E \ F est un ouvert inclus dans Æ \ À, ce 
qui entraîne Int(E \ F) C Int(E \ À) et donc, puisque E \ F est un ouvert et est 
ainsi égal à son intérieur : 
E\FCInt(E \ À). 

En prenant le complémentaire de chacun des ensembles, on obtient : 

E\(Nnt(E\A)cEF, 

ee” 

=Adh(A) 


ce qui donne le résultat souhaité. 


Proposition 15 Soit B une boule fermée. Notons a son centre et À son rayon. 
Pour xE E\B,ona{x-al > R, et il est clair que la boule ouverte centrée en x et 
de rayon ||x — a|| — R est incluse dans E \ B. 
En effet, si u vérifie [lu — x|| < ||x — al] — R, alors on a: 


Îu — all > [x — al] — [lu — x|| (seconde inégalité triangulaire) 


>|x-all-(lIz-al-2R)=28, 


et donc ue E\B. 


Cela montre que E \ B est une partie ouverte, et donc que B est une partie fermée. 
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Exercice 27 Soit B une boule de centre a et de rayon r. 

e Si B est la boule fermée Br(a,r), alors d’après la proposition 15 de la page 231, 
B est fermée et donc est sa propre adhérence. 

e Supposons que B soit la boule ouverte B(a,r). 
* Comme Br(a,r) est un fermé contenant B, on a Adh(B) C Br(a,r). 
*  Prouvons l’autre inclusion par caractérisation séquentielle : tout point 

x E Br(a,r) est limite d’une suite de points appartenant à B : 
= lim (a+(1—-27")(x—a)). 


n— +00 


On a donc dans tous les cas Adh(B) = Br(a,r). 


Exercice 28 Soit S une sphère. Notons a son centre et r son rayon. Par définition, 
on a S = Br(a,r) \ B(a,r), c’est-à-dire S = Br(a;r)N (E\B(a,r)). 
Comme la boule ouverte B(a,r) est un ouvert, son complémentaire est un fermé. 
Ainsi, la partie S est l'intersection de deux parties fermées, donc est fermée. 
Exercice 29 
On a A=]0,1|. En effet : 


e pour tout n >2,ona F, C]0,1[,et donc AC]0,1|; 
e sixEe|0,1{, alors on a x € F, dès que n >  _— et donc x € À. 
min(|x|,|x —1}) 

L'ensemble À n’est pas fermé; prouvons-le de deux manières : 

e première méthode, par caractérisation séquentielle : la suite de terme général 1/n 
pour n > 2 est à valeurs dans À et tend vers 0 € À: 

e deuxième méthode : le complémentaire de À : IR\ À = ]-æ,0] U[1,+o, n’est 
pas ouvert, car il contient 1 mais ne contient aucune boule centrée en 1. 


Exercice 30 Par définition, on a Fr(B) — Adh(B) \ Int(B). D’après les exercices 20 
de la page 228 et 27 de la page 231, on a : 
Adh(B) = Br(a,r) et IntfB)=B(a,r). 
On obtient Fr(B) = Br(a,r)\B(a,r), c’est donc la sphère de centre a et de rayon r. 


Exercice 31 o 
Sachant que À C À, la relation Fr(A) = A\ À 


assure que À et Fr(A) sont disjointes puis que 
leur réunion vaut À. n. | 
Par suite, les trois parties À, Fr(A) et E\ A 
sont deux à deux disjointes et leur réunion 
vaut E. 


Fr(A) 
E\A 


Lemme 17 Supposons que f tende vers { en a et montrons que £ est adhérent à f(A). 
Il s'agit, pour € > 0 quelconque, de montrer que f(A)N Br(£,e) £ SG. 
Comme f + L, il existe 7 > 0 tel que : 
VxEA r-al<n—|f(x) -£|<e. 
Il suffit donc de trouver au moins un élément x € À tel que [x — al < n. Un tel x existe 
car a est adhérent à À. 
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Proposition 18 


e Supposons que f tend vers £ en a. Soit (u,) une suite tendant vers a. Montrons 
que f(u») — L£. Pour cela, fixons £ > 0, et montrons qu'il existe un rang no € IN tel 
que : 


VnEIN n>n0 — |f(un) —£|<e. (x) 


Comme f —> £, on peut trouver 7 > 0 tel que : 
(e2 


VreA |r-al<n—{|jf(x) -2|<e. 
La convergence de la suite (u,) vers a assure alors l'existence de no € IN tel que : 
VnelIN n>n0— [ur — al < 7. 


La suite (u,) étant à valeurs dans À, ce rang no vérifie la propriété (x). 


e Montrons l'autre implication par la contraposée : supposons que f ne tende pas 
vers { en a, et construisons une suite (u,) d'éléments de À tendant vers a telle que 


la suite (flux)) ne tende pas vers £. Le fait que f ne tende pas vers / en a s'écrit : 


Æ>0 Vn>0 17E€A r-al <n et [f(x)—-{| >e. 


Cela nous assure de pouvoir trouver, pour tout n € IN, un élément u, € A vérifiant : 
lun — al] < 27° et I f(un) — LI > €. 


On construit ainsi une suite (u,) d'éléments de À qui tend vers a et telle que la 
suite (f(un)) ne tende pas vers €. 


Exercice 32 C’est immédiat par caractérisation séquentielle. En effet, si (u,) est une 
suite d'éléments de B tendant vers à, alors (u,) étant également une suite à valeurs 
dans À, et comme f — {, on a f(ur) — £, et donc fip(un) — £. 

(2 


Proposition 21 Supposons que f1 —+ {1 et f2 —> £2. Soit (u,) une suite d'éléments 
a a 


de À tendant vers a. Alors on à fi(ur) — l1 et fo(un) — {2. Donc, par opéra- 
tions sur les suites convergentes, la suite de terme général À1 f(u») + À2 fo(u,) tend 
vers À {y + Ào bo. 

Par caractérisation séquentielle de la limite, on a donc : 


À fi + À fo + Ai + 2 2. 


Proposition 22 Supposons que f —> { et 4 —> À. Soit (u,) une suite d'éléments 
a a 


de À tendant vers a. Alors on a f(u,) — £ et q(ur) — À. Donc, par produit d'une 
suite convergente avec une suite convergente à valeurs dans ÎK, la suite de terme géné- 
ral p(un)f(un) tend vers À£. Par caractérisation séquentielle de la limite, on a donc : 


p x f — À. 
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Proposition 23 Soit (u,) une suite d'éléments de À tendant vers a. 
On a alors f(u,) — £ et donc, comme £ Æ 0, on a, par opérations sur les suites à valeurs 


Lai il e 1 
scalaires, ——— — —. 
f(un) l 
à : — 1 1 
Par caractérisation séquentielle de la limite, cela prouve que F — 7’ 
a 


Proposition 24 Soit (u,) une suite d'éléments de À qui tend vers a. 
Comme f —> b,on a (f(un)) — b. Cela montre déjà que b est un point adhérent 
(e2 


à f(A), et donc à B. Puis, comme g Eu L, la suite de terme général g(f(un)) tend 


vers £. 
Par caractérisation séquentielle de la limite, on a donc : 


go f —+ £. 


Exercice 33 Pour tout b € B, comme f est continue, donc en particulier continue 
en b,ona f rs f(b). Par stabilité de la limite par restriction (cf. exercice 32 de la 


page 234), on a donc également 7 f(b) = fi#(b). Par suite, f\g est continue 


en b. 


Exercice 34 Notons respectivement « et 5 les extrémités inférieures et supérieures 
de 1 (on a donc —æ < a < B < +oco). Supposons que pour tout [a,b] € I, la 
restriction de f à [a,b] soit continue, et montrons que f est continue. 

Soit x € I. Montrons que f est continue au point æ par caractérisation séquentielle : 
soit (u,) une suite à valeurs dans 7 tendant vers x. Montrons que fu») — f(x). 
Justifions d’abord que pour 7 > 0 suffisamment petit, l’ensemble 7 N [x — n,x +n] 
est un segment de 1 : 


e si x n’est pas une extrémité de J, alors, pour 7 > 0 suffisamment petit, on 
a [x—mn,x+n|CI et done INfr—-n,x + =[r-1n,x+1]; 

e six—a (ce qui sous-entend à £ —-æ et à € Î), alors, pour 7 > 0 suffisamment 
petit, on a 1N[x—1,x+n] = {a,x +1]; 

e six —/$5 (ce qui sous-entend B £ + et BE T), alors, pour 7 > 0 suffisamment 
petit, on a 1NÎx—17,x +1] = [x — 1,6]. 


Fixons un tel 9 > 0 tel que 1 N [x — m,x + n] soit un segment de I et notons f la 
restriction de f à ce segment. Par hypothèse, f est continue. 


Comme la suite (u,) tend vers x, il existe no € IN tel que pour tout n > no on ait : 
lun — €] < 7 c’est-à-dire Un ELNx-N,x+n|. 


Pour tout n > no, on a donc f(un) = f(u»). 


Comme f est continue, elle est en particulier continue au point x. On a 
donc f(un) — f(x), ce qui s’écrit aussi f(un) — f(x). 


D'où la continuité de f au point x. 
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Exercice 35 
e Par définition, si uw est continue, alors uw est continue en tout point de Æ et donc 
en particulier en 0. 
e Réciproquement, supposons uw continue en 0. Soit a € E ; montrons que u est 
continue au point a. On a par linéarité de u : 
VxeE u(x)=u(a) +u(x — à). (x) 


Comme x — a —> 0 et par continuité de w en 0, on a u(x — a) —> u(0) = 0. 
T—a T—a 
La relation (x) donne donc : 


u(a) — u(a), 


ce qui prouve que ü est continue en @. 


Proposition 25 Soit f : À — F' une application k-lipschitzienne ; d'après le premier ré- 
sultat ci-dessus on peut supposer 4 > 0. Montrons que f est continue. Pour cela, 
fixons a € À et € > 0, et montrons qu'il existe 7 > 0 tel que : 


VreA [x-al <n— |f(x) - f(a)] <e. 


: — ; à € ; 
Comme f est k-lipschitzienne, il est clair que 7 — E convient. 


Exercice 36 Soit (x1,y1) et (x2,y2) appartenant à E?. On a : 
dx, y1) — d(x2, yo)| = [lai — yall — [1x2 — ll 
donc, par inégalité triangulaire : 


Id(x1,y1) — d(x2, y2)| < ||(æ1 — y1) — (x2 — y2)| 


— | (ar — T2) — (y — y)| 


< ]x1 — æ2l] + |lyi — wi. 
Par définition de la norme produit, on obtient : 
Id(x1,y1) — d(æ2, yo)| < 2 N((x1, y) — (æ2, vo), 
ce qui prouve que l’application d est 2-lipschitzienne. 


Exercice 37 
e Ilest clair que si uw est k-lipschitzienne, alors pour tout x € E on a 


Iu(e) — u(0)|] < Kllz — 0], 
c'est-à-dire [fu(æ)|| < klx]. 


e _ Réciproquement, supposons que : VE E  |u(x)|] < k|x||. 
Pour x et y dans FE, on a : 


lu(x) —u(y)]] = Jlu(x — y)| (linéarité de u) 
< kl|x — y| (par hypothèse sur u) 


ce qui montre que u est k-lipschitzienne. 
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Exercice 38 Soit (x,y) € E?. Prouvons que 
d(æ, À) — d(y, A)| < fx — yl. 
e Pour tout a € À, on a par inégalité triangulaire : 
d(x, a) < d(x,y) + d(y, a) 
et donc, comme par définition on a d(x, À) < d(x, a), on obtient : 
d(x, À) < d(x, y) + d(y, a) ou encore d(x, À) — d(x, y) < d(y, a). 
Ainsi, d(x, À) — d(x,y) est un minorant de l’ensemble {d(y,a); a € A} et donc 
est plus petit que sa borne inférieure : 
d(x, À) — d(x,y) < d(y, À) 
ou encore 
d(x, À) — d(y, À) < d(x,y). (1) 
e En échangeant les rôles de x et y dans le résultat précédent, on obtient : 
d(y, À) — d(x, À) < d(x, y) (2) 
Les inégalités (1) et (2) donnent finalement le résultat souhaité : 


Exercice 39 Il suffit de constater que l’application x + || f(x)|| est la composée des 
deux applications continues f et y |[y| (la continuité de l’application y + {|| a 
été donnée en exemple page 238). 


Proposition 28 


1. e Notons À — {x € E | f(x) = 0}. Montrons que À est un fermé de E par 
caractérisation séquentielle. Soit (u,) une suite d'éléments de À convergeant 

vers un élément £ € E. Par définition de À, on a: 

VnE IN f(un) = 0. 


De plus, comme u, — { et par continuité de f, on a fu») — f(4). On en 
déduit que f(£) = 0, ie. LE A. D'où le caractère fermé de À. 

e  Dela même manière, si (u,) est une suite à valeurs dans B={xe E] f(x) > 0}, 
alors on a : 

VneIN f(ur) > 0. 
Si l'on suppose que (u,) converge vers un élément £ € FE, alors par continuité 
de f on a f(u,) — f(£), et donc par passage à la limite dans une inégalité, on 
obtient f(£) > 0, ie. LE B. Donc B est un fermé de E. 
2. Notons U={xe E | f(x) > 0}. On constate que : 
E\U={rEeE | f(x) <0}={reE]|-f(x) 20}. 
En appliquant le premier résultat déjà démontré à la fonction continue — f, on obtient 


que E \ U est un fermé de E, i.e. U est un ouvert de E. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 40 


1. 


Un élément (x,y) € IR? appartient à A si, et seulement si : 
zx > 0, y—x>Û et 1—y> oO. 
Autrement dit, en considérant les applications : 
gi: IR? —+ IR wa: IR? —+ IR et ws3: IR? —+ IR 
(y) > x (ay) > y—-x (&,y) > 1-7 

on à : 

A=g'(IRE)Nn gp (IR) No (IRÉ). 
Comme les applications 1, w2 et w3 sont continues de IR? dans IR, les en- 
sembles 1 !(IRŸ), w3'(IR4) et 43! (IR1) sont des ouverts de IR?. 
Comme intersection d’un nombre fini d’ouverts, À est un ouvert de IR? 
En reprenant les applications w1, &w2 et w3 de la question précédente, on a : 


B= pr (IR+)Nyz (IR+)Np3 (IR+). 
Comme les applications 1, w2 et w2 sont continues, À est l’intersection de trois 
fermés de IR?, donc est un fermé de IR? . 


Exercice 41 


L 


Soit À un fermé de F. Montrons que f-!(A) est un fermé de E. Procédons par 
caractérisation séquentielle. Soit (u,) une suite d'éléments de f-!(A) tendant 
vers £. Montrons que £ € f !(A), c'est-à-dire f(£) € A. 

Comme uw, — { et par continuité de f, on a f(un) — f(£). Comme (f(uh)) est 
une suite à valeurs dans À et comme À est fermée, on en déduit que f(£) € À. 


Soit U un ouvert de F. Montrons que f-1(U) est un ouvert de E. 
Soit À = F\U. Comme U est un ouvert de F, À est un fermé de F. D’après la 
première question, f—!(A) est un fermé de ÆE. Comme on a de plus : 


fr" (U)=f"(F\A)=E\f" (À), 


il en résulte que f-!(U) est un ouvert de E. 
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Chapitre 5. Espaces vectoriels normés 


S’entraïîner et approfondir 
Normes 


5.1 Soit n € IN* et (a1,...,an+1) une (n + 1)-liste de scalaires deux à deux distincts. 
Montrer que l’on définit une norme sur IK;,[X] par : 


(PI = max {|P(a)l,..., |P(an4)l}. 


5.2 Montrer que l'application suivante est une norme sur IK[X1 : 


N': PH sup |P(t) - P'(t)|. 
te[0,1] 


5.8 1. Soit E et F deux lK-espaces vectoriels. Supposons que l’on dispose d’une 
norme |-|| sur Æ ainsi que d’une application linéaire injective u : F — E. 
Montrer que l’application : 


N : F — IR+ 
z + [u(x)| 


est une norme sur F. 

2. Soit (a, b) € IR? tel que a < b. Notons E = C([a,b],IK). 
Soit w : [a,b] — IK une fonction continue et à valeurs strictement positives. 
Montrer que l’application : 


est une norme sur E. 
3. On pose : 


E = {f € C#([0,1],IR) | (0) = f'(0) = 0}. 


(a) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de C?([0,1], IR). 
(b) Montrer que l'application f = N(f"+2f'+f) est une norme sur E, où Ns 
désigne la norme infinie de l’espace C([0, 1], IR). 


5.4 Soit (E,N) un espace vectoriel normé. 


1. (a) Montrer que si N est une norme euclidienne, alors on a l’identité du parallé- 
logramme : 


V(a,y) € E° N(z+y) + N(x—y) =2N(x) +2N(y)°. 


(b) Donner une expression du produit scalaire en fonction de N. 
(c) La norme ||: sur IR? vérifie-t-elle l'identité du parallélogramme ? 
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2. On suppose que la norme N vérifie l’identité du parallélogramme. 
On pose, pour tout (r,y) € E? : 


fe, y) = Ne + y) — N(x)? — N(y)°. 


(a) Montrer que : 
1 3 / _ y 1 Y 
V(x,x ,y)eE f(e+a',u) = 2f(x,2)+2/(x,5). 


(b) En déduire que : V(x,x',y)€ E* f(x +x',y) = f(x, y) + f(x’,y). 
(c) Montrer que : V{x,yt)eExXEXIR f(tx,y) =tf(x,y). 
(d) En déduire que N est une norme euclidienne. 


5.5 Soit n un entier au moins égal à 2. Existe-t-il une norme ||-| sur M, (IK) vérifiant : 


V(A,B) € MA(K)? | AB| = || BA] ? 


x 5.6 Soit n un entier au moins égal à 2. Existe-t-il une norme {|| sur M,(IK) telle que 
deux matrices semblables quelconques aient même norme ? 
Indication : commencer par le cas n = 2, et trouver une matrice À non nulle telle 
que À et 2A soient semblables. 


Topologie 


5.7 Soit E un espace vectoriel normé, et F' un sous-espace vectoriel de Æ. 


Montrer que si F' est un ouvert de E alors F=E. 


5.8 Supposons que Æ ne soit pas l’espace nul. Soit F un sous-espace vectoriel strict de E 
ainsi que À une partie ouverte non vide de F'. 


Montrer que À n’est pas une partie ouverte de Æ. 


5.9 1. Montrer que l’adhérence d’une partie convexe est convexe. 
2. Montrer que l’intérieur d’une partie convexe est convexe. 


5.10 Si u est une suite de nombres complexes, on dit que a € € est une valeur d’adhérence 
de u s’il existe une sous-suite de uw convergeant vers a. 
On note V{u) l’ensemble des valeurs d’adhérence de u. 


1. Montrer que a € V(u) si, et seulement si, toute boule ouverte centrée en a contient 
une infinité d'éléments de u. 
2. Montrer que V(u) est fermé. 
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5.11 


5.12 


xx 5.13 


%x 9.14 


5.15 


Chapitre 5. Espaces vectoriels normés 


On se place dans l’espace des suites réelles bornées, que l’on munit de la norme infinie 
définie par : 
Vu = (un)nen € Co Nu) = sup lun. 
nEIN 
Notons a = (ay)nen la suite constante égale à 1 et Co le sous-espace vectoriel des 
suites tendant vers 0. Déterminer la distance de a à Co. 


Soit n € IN. On se place dans IK,[X] l’espace des polynômes de degré au plus nr, que 
l’on munit de la norme infinie : 


VP = XFEIK.IX1 [PI = 
20 [X] PI pl 


1. Montrer que pour tout j € [0, n], l’ensemble {4; des polynômes unitaires de degré 
j est un fermé de IK,[X]. 
Indication : exprimer U; comme une image réciproque. 


2. En déduire que l’ensemble {{ des éléments de IK,[X] unitaires est un fermé. 


On munit l’espace vectoriel IR[X] de la norme ||: définie par : 
+00 
P= X°EIRX] [Pl = | 
vP = D at ER] [Pl = pag le 


1. Montrer que l’ensemble {{ des polynômes unitaires est un fermé. 


2. Montrer que l’ensemble S des polynômes unitaires et scindés dans IR[XT est un 
fermé. 


Soit Æ un espace vectoriel normé. 


1. Quelles sont les parties de Æ dont la frontière est vide ? 
2. Quelles sont les parties de Æ qui sont à la fois des ouverts et des fermés de E ? 


Soit E = C([0,1],IR). On note F le sous-espace vectoriel de Æ constitué des fonctions 
s’annulant en 0 et en 1. 


Déterminer l’intérieur et l’adhérence de F' pour les normes infinie et un : 


Nef)= sup [FEI et Mi(f)= Î (Eat. 
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Limites, continuité 


5.16 On se place dans l’espace C([0,1],1K) des fonctions continues de [0,1] dans IK. Les 
applications suivantes : 


1 
mifm ia) & pif fi 

0 
sont-elles continues pour la norme NW, ? pour la norme Ni ? 


5.17 Soit E et F deux espaces vectoriels normés et f : À — F une application continue, 
où À est une partie de Æ. Montrer que l’image par f d’une partie dense dans À est 
dense dans f(A). 


5.18 Séparation de fermés disjoints 
Soit Æ un espace vectoriel normé. On considère deux parties À et B fermées disjointes 
et non vides de E. Pour x € E, on note : 


d(x, À) = inf d(x, a) et dB) inf d(x, b). 
1. Montrer que : 
VxeE\A d(x,A)>0 et VxeE\B d(x,B) >0. 
2. Montrer qu’il existe une fonction continue f : E — [0,1] vérifiant : 
Vxe À f(x)=0 et VreB f(x)=1. 


Indication : créer f à l’aide des applications x + d(x, À) et x + d(x,B). 


3. On pose : 
= - v=fpt(|} 
(el) 8 ver (ire) 


Montrer que U et V sont deux ouverts vérifiant : 


ACEU, BEV <e- Lnr=S. 


5.19 Soit Æ l’espace vectoriel des suites réelles bornées et F l’espace vectoriel des suites 
réelles dont la série associée est absolument convergente. 
Pour ue Eetve F, on pose : 


+00 
Neg(u) = sup lun et  Nr(v)= D funl. 
ne n=0 


1. Quelle est la relation d’inclusion entre ÆE et F ? Ces espaces sont-ils de dimension 


finie ? 
2. Pou ue E et ve F' on note: 
T,: EE — IR et Ty: F — IR 
+00 +00 
W + NI Wnln W +  Ÿÿ[ Wnun. 
n=0 n=0 


Montrer que ces applications sont bien définies, linéaires et lipschitziennes. 
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*x 9.21 


x 9.22 


5.23 


Chapitre 5. Espaces vectoriels normés 


Soit Æ et F deux IK-espaces vectoriels normés et u : E — F une application linéaire. 


1. Montrer que u est continue si, et seulement si, la restriction de u à la boule unité 
fermée Br(0,1) de E est bornée. 


2. Montrer que u est continue si, et seulement si, la partie : 
A={xeE]lu(x)|] = 1} 


est un fermé de Æ. 


Soit Æ un IK-espace vectoriel normé et & une forme linéaire sur Æ, c’est-à-dire une 
application linéaire de Æ dans K. 

Montrer que & est continue si, et seulement si, son noyau est un fermé de E. 

On pourra utiliser le résultat de la deuxième question de l'exercice 5.20. 


On note {1 l’espace des suites réelles x = (x»)nen telles que la série 5x, converge 
absolument. On munit /! de la norme : 


+00 
Ill = D Itnl. 
n=0 


1. Pour n € IN, notons el”) la suite dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice 
n qui vaut 1. Montrer que : 


F = Vect {et n € IN} 


est dense dans L. 
2. Soit a = (an)nen une suite réelle bornée. Montrer que l'application : 
Pa: 7 —+ IR 
+00 
ZT +  Ù ant 
n=0 
est une application linéaire continue de £! dans IR. 


3. Réciproquement, montrer que toute application linéaire continue de {! dans IR 
est de la forme w, avec a une suite réelle bornée. 


Munissons IR? d’une de ses normes usuelles. 
Soit f : IR? — IR une fonction. Pour (x, y) € IR?, on note f, et f, les applications 
partielles : 


fs: IR — IR et fyt IR — IR 
t + f(xt) t + f(,y) 


1. Soit (x,y) € IR?. Montrer que si f est continue en (x,y) € IR?, alors ses applica- 
tions partielles f; et f, sont continues respectivement en y et en x. 
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L'objectif de la suite de l’exercice est de montrer que la réciproque du résultat précé- 
dent est fausse. Soit f : IR? — IR la fonction définie par : 


Ty 


f(0,0)=0 et  V(x,y) EIR*\{(0,0)} fee 


2. Vérifier que pour tout (x,y) € IR?, les applications partielles f, et f, sont conti- 
nues. 
3. Montrer que, pourtant, l’application f n’est pas continue. 


5.24 (Une limite dans chaque direction, mais pas de limite) 
Munissons IR? d’une de ses normes usuelles. Notons A la première bissectrice, 1e. : 


A={(x,y) EIR|z=y} 
et considérons l'application f : IR? \ À — IR définie par : 


HAE EN ol 


V(x,y) EIR?\A  f(x,y) = — 


1. Montrer que pour tout 0 E IR \ {© + rZ}, l’application : 


fa.s AR 5 JR 
r + f(rcosb,rsin6). 


possède une limite en 0. 


2. Montrer que, pourtant, f ne possède pas de limite en (0,0). 


x 5.25 Soit X une partie de À dense dans À, et f : X — F une application continue en 
tout point de X. On suppose que f admet une limite finie en tout point de À \ X. 


Montrer que f admet un prolongement f : À — F continu en tout point de À. 
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Chapitre 5. Espaces vectoriels normés 


Solution des exercices 


5.1 Commençons par constater que pour tout P € IK,[X], la quantité [| P| est bien 
définie car c’est le maximum d’un ensemble fini et non vide. 


e Séparation. Si P € IK,;[X] vérifie | P| = 0, alors il possède n + 1 racines 
distinctes : a1,...,an+1. C’est donc le polynôme nul. 
e Homogénéité. Soit P € IK,[X] et À € IK. On a : 
[AP] = max {JA P()l,.…, |A P(an1)|} 
= JA] max {|P(a)l...,1P(an41)l} = TA II PI. 


e Inégalité triangulaire. Soit (P,Q) € IK,[X]?. On a : 
VkETln+1] |P(ax) + Q(ar)| < |P(ax)| +1Q(a)l < PI + QT, 


et donc : 
LP + QI < PI +1QI. 


5.2 + Comme la fonction t ++ P(t) — P'(t) est continue, elle est bornée sur le seg- 
ment [0,1]; l’application N est donc bien définie. 
e Notons N>x la norme de la convergence uniforme sur C([0, 1], IK). 
* Homogénéité. Soit À € IK et P E IK[X]. On à, par homogénéité de Ns 


N(AP) = N(XP — XP) = NS (X(P — P')) = |A NP — P') = A] N(P). 


* Inégalité triangulaire. Pour (P,Q) € IK[X}?, on a, via l’inégalité triangu- 
laire de Ns 


N(P+Q)=NS((P+Q)-—(P'+0Q)) 
= N((P -P)+(Q-Q')) 
< No(P — P'}+No(Q — Q) = N(P) + N(Q). 


* Séparation. Soit P € IK[X] tel que N(P) = 0. La fonction {+ P(t) — P'(4) 
est alors nulle sur [0,1], et donc le polynôme P — P’, admettant une infinité 
de racines, est le polynôme nul. On a donc P = P', ce qui prouve que P est 
le polynôme nul (c’est en effet le seul polynôme ayant même degré que son 
polynôme dérivé). 

Cela prouve que N est une norme sur IK[X]. 


5.8 1. Vérifions les trois propriétés de séparation, homogénéité et inégalité triangulaire : 
e Séparation. Si x € F vérifie N(x) = 0, c’est-à-dire |lu(x)] — 0, alors la 
propriété de séparation de | -|| implique u(x) — 0 puis, comme u est injec- 
tive, x = 0. 
e Homogénéité. Pour (x, À) € F X IK, on à, par linéarité de u et homogénéité 
de |-1| : 


N(Xz) = [u(xx)| = [au(x)] = |A] Ju(x)]| = IA NX). 
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e Inégalité triangulaire. Pour (x,y) € F?, on a, en utilisant l'inégalité triangu- 
laire sur ||:|| : 


Ne + y) = u(x +y)| = [u(x) +u(y)if < lu(x)l + lui = N() + NU): 


b 
2. Notons Ni la norme un sur C([a, b],IK) définie par Ni(f) — | LEE 
(#2 
Le résultat souhaité est une application directe de la première question, car on a : 
VfEE N(f)=Miu(f)), 
où u est l’application linéaire injective suivante : 


u: EE — E 
f — wf. 


Remarque Pour l’injectivité de u, le fait que w ne s’annule pas est important. 
3. (a) L'ensemble Æ est un sous-espace vectoriel de C?([0,1],IR) car c’est le noyau 
de l’application linéaire : 
C2([0,1],IR) — IR? 
f + (f(0),F'(0)). 
(b) Ona N = Ne 0 où y est l’application linéaire : 
gp: E —> C?([0,1],IR) 
RE 2: 
Pour prouver que N est une norme, il suffit, d’après la première question, de 


prouver que est injective. C’est évident car le noyau de % est l’ensemble des 
solutions du problème de Cauchy : 


FH fe  A(0)=/f10=0 


dont on sait que l’unique solution est la fonction nulle. 


5.4 1.(a) C’est un résultat de cours, qui s'obtient en utilisant les propriétés calculatoires 
du produit scalaire (-:|:) associé à la norme N (bilinéarité et symétrie). 
Soit (x,y) € E?. On a : 


N(z+y) =(z+yulz+yu)=(r|x)+(yly)+2(x|y) 
= N(x)° + N(y)° +2(x | y) (x) 


et de la même manière : N(x — y)? = N(x)? + N(y}?—2(x|y). 
En sommant, on obtient l’identité du parallélogramme. 

(b) La relation (x) obtenue précédemment permet d'exprimer le produit scalaire 
en fonction de N : 


Vay)eE? (x|y)==(N(z+u) - N(x) - N(y)). 


NI 
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(c) 
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La norme || ne vérifie par l’identité du parallélogramme. Par exemple, en 
prénant x = (1,0).6t y = (0, L). on 4: 


N(x) = N(y) = N(x+y) = N(x—7y)=1, 
ce qui donne : 


N(x+y) + N(x-—y) =2 alors que 2N(x)° +2N(y)° = 4. 


f(x +a,y) = Nc +2 +) — N(x+x) - N(y) 


CPR) CET 


L'identité du parallélogramme donne : 


NC) (49) ant ent De 


Cela donne, en reprenant le calcul précédent : 


f(x+x,y) =2N (4%) +2N(r 2) (N(x z')}+ N(x+ æÿ) N(y)°. 


Toujours par l’identité du parallélogramme, on a : 


N(z- x} +N(x+x) =2N(x) +2N(x') 


et par homogénéité, on a N(y)? — AN(2). 
Le calcul précédent se poursuit donc ainsi : 


se + an =2(N(e+ 4 - nt (2) | N(x 2) Nr x(4)) 


23) +1(2) 


ce qui est le résultat souhaité. 
Compte tenu du résultat obtenu à la question précédente, il suffit ici de prouver 
que : 


V(x, y) € E° ‘44 =) — > É(a9). 
Soit (x, y) € E?. On a : 


(et) =n(e+2) Ne) -N(#) (xx) 


L'identité du parallélogramme nous donne : 


er) nf) = Lines x) 


puis (en utilisant l’homogénéité) : 


Solution des exercices 


La relation (xx) mène alors à : 
y 1 1 
f(e2) = CN +0 - NY NP) = > fev). 
(c) Soit (x,y) € E?. 
e Le résultat de la question précédente donne en particulier (avec +’ = x) : 


J(2x, y) = 2f(x, y). 


Par récurrence sur n € IN, on montre alors que : 


Vn EN f(nx,y) = nf(x, y). 
e Le résultat de la question précédente donne, pour tout (u,v) € E? : 


J(0,v) = f(u =) —= J(u,v) + f(-u,v) 
et donc, puisque f(0,v) =0,ona f(—u,v) = —f(u,v). 
Cela nous permet d'étendre le résultat de la récurrence précédente : 
VpeZ f(px,y) = pf(x,y). 


e Alors, pour r € Q, en écrivant r — Ê avec (p,qg) E ZXIN*,ona: 
q 


grf(æ,y) = f(grx,y) = gf(rx,y) et donc f(rz,y) =rf(x,y). 
e Soit enfin t € IR. Comme Q@ est dense dans IR, il existe une suite (r,) de 
nombres rationnels tendant vers t. D’après la pastille précédente, on a : 


VneIN f(rat,y) = Tnf(t, y). (A) 
* On a d’une part r, f(x, y) — tf(x, y) ; 
* d'autre part, par continuité de la norme, et par opérations sur les fonc- 
tions continues, l’application IR — IR est continue; il en 
À + f(Ax,g) 


résulte par composition de limites : 


F(rnt, y) — f(x, y). 
Ainsi, un passage à la limite dans la relation (A) donne, par unicité de la 
limite, f(tx,y) = tf(x,y), ce qui est le résultat attendu. 
(d) + Justifions que l’application f est un produit scalaire. 

* La symétrie est évidente, en revenant à la définition de f. 

* La linéarité par rapport à la première variable a été obtenue à la question 
précédente. Par symétrie, on en déduit la linéarité par rapport à la 
seconde variable. 

* Pour ze E,ona f(x,x) = N(2x)? — N(x)? — N(x)? = 2N(x}° et 
donc, comme }V est une norme, cela prouve le caractère défini positif 
de f. 

Par suite, f est un produit scalaire. 
e Puisque f est un produit scalaire, il est immédiat que l’application 
E? —> IR 
(x, y) 
2 


en est également un, et l’on constate que c’est le produit scalaire dont N 
est la norme euclidienne associée. 


(r,y) 


271 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


Chapitre 5. Espaces vectoriels normés 


Supposons qu’une telle norme existe. Si l’on trouve (4, B) € M,{(IK)? tel que AB = 0 
et BA # 0, alors la relation | AB| = ||BA| entrera en contradiction avec la propriété 
de séparation. Notons Æ;; les éléments de la base canonique de M, (IK). 
Si l’on pose : 
À = Ei et B= E; 2 
alors on à : 
AB=E:#0 et BA=—0. 


D'où le résultat. 


e Commençons par le cas n — 2. Supposons qu’une telle norme ||:| existe. 
0 ÏI : : “a 
Notons À = ( 0 0 ). Les matrices À et 2A sont semblables car si uw désigne 


l’endomorphisme de IK? canoniquement associé à A, et si (e1,e2) est la base 
canonique de IK?, alors la matrice de u dans la base (e1,2e2) est 2A. 
Par suite, on a ||A|| = |[2A]||. Par propriété d’homogénéité, on a alors || A|] = 2] A||, 
et donc | A| = 0. Comme À # 0, cela contredit la propriété de séparation. 

e Cas général. Ce qui précède s'étend pour n > 2 quelconque en considérant la 


0 1 (0) 


matrice À — 0 0 , dont on montre qu’elle est semblable à 24. 


En effet, si uw est l’endomorphisme de IK” canoniquement associé à A, et si 
l’on note (e1,...,en) la base canonique de IK”, alors la matrice de uw dans la 
base (e1,2e2,e3,...,en) est 2A. 


Supposons que F soit un ouvert de E. Étant donné que 0€ F (car F est un sous- 
espace vectoriel) et que F est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B(0,r) CF. 
Soit + un vecteur non nul de Æ. Posons : 


U = ——7%. 
2||x|| 
On à |lul| = _. donc uw appartient à B(0,r) et donc à F. Comme F est un sous- 
2 
espace vectoriel et que x = 26 la stabilité de F par multiplication par un scalaire 
T 


donne x € F. D'où F = E. 


Cet exercice est la généralisation de ce qui a été vu à l’exercice 21 de la page 228. 
La partie À étant non vide, on peut considérer a € À. Montrons que pour tout r > 0, 
la boule ouverte B(a,r) n’est pas incluse dans À, ce qui prouvera que À n’est pas 
une partie ouverte. 
Puisque F est un sous-espace vectoriel strict de Æ, on peut se donner x un élément 
appartenant à Æ mais pas à F. En posant alors : 

r 


2 || 


u = T, 
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Solution des exercices 


on constate que : 

ul] = 5 <r donc a+ue B(ar) 
et 

acF et u&F donc a+uégF. 


Donc la boule B(a,r) n’est pas incluse dans F et donc a fortiori pas incluse dans A. 


5.9 Soit C' une partie convexe d’un espace vectoriel normé Æ. 
1. Montrons que Adh(C) est convexe. Soit (x,y, À) € Adh(C)? x [0,1] ; montrons 
que Àt + (1 — À)y € Adh(C). 
Par caractérisation séquentielle de l’adhérence, on peut trouver deux suites (u,) 
et (un) d'éléments de C convergeant vers x et y respectivement. 
Par convexité de C', on a : 


Vn e IN  Aun + (1 — Àjun EC. 
Comme de plus Aux + (1 — Àjun — Àx + (1 — À)y, on a, comme Adh(C) est un 
fermé, Àx + (1 — À)y € Adh(C). 
2. Montrons que Int(C) est convexe. Soit (x,y, À) € Int(C})? x [0,1]; montrons 


que z = Àt + (1 — À)jy € Int(C). Puisque x et y appartiennent à l’intérieur 
de C’, il existe r1 > 0 et ro > 0 tels que : 


BlEr1) cC et B(y,r2) et 


Posons r = min(r1,72) ; on a alors : 
BErNEC & Prec 

Montrons alors qu'on à B(z,r) € C, 
ce qui prouvera que 2 € Int(C). 
Soit u € E vérifiant [u]| < r ; montrons Ce) 
que z+uecC. 
En notant © =9 Eu ét Ü = T4, 00 a: 

z+u= À +(1—À)ÿ. A 


Comme B(x,r) CC'et B(yr) CC,on 
a &eC et ÿE C. Puis, comme C' est 
convexe, on à z2+u € C'. D'où le résultat. 


5.10 1. + Supposons a € V(u). Il existe alors une sous-suite (u,(,) de w qui tend 


vers a. Soit B une boule ouverte centrée en a et de rayon r > 0. 
Comme u,,(n) — @, il existe un rang no tel que : 


VnEIN n2n0 — ü,(n) € B. 
Puisque l’ensemble {w(n); n > no} est infini, cela prouve que la boule B 


contient une infinité d'éléments de u. 
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e Supposons que toute boule ouverte centrée en a contienne une infinité d’élé- 
ments de u, et construisons par récurrence une fonction @ : IN — IN stricte- 
ment croissante vérifiant : 


VneiIN Jus =a| <27 
* Par hypothèse, la boule ouverte centrée en a et de rayon 2-0 = 1 
contient une infinité d'éléments de u. Il existe donc (0) € IN tel 
que |u,(o) — a] < 1. 
* Soit n € IN*. Supposons construits les indices @(0),...,ç(n — 1). 


Par hypothèse, la boule ouverte centrée en a et de rayon 27” contient une 
infinité d'éléments de a. En particulier, il existe w(n) € IN tel que : 


pin) > (in — 1) et las = al < 277. 
La suite (ut) ainsi construite est une sous-suite de u convergeant vers a. 
2. Montrons que V(u) est fermé par caractérisation séquentielle. Soit (a,) une suite 
d'éléments de V(u) convergeant vers a. Montrons que a € V(u). Pour cela, utili- 


sons le résultat de la question précédente : prouvons que pour tout r > 0, la boule 
ouverte B(a,r) contient une infinité d'éléments de u. Soit r > 0. 

e Comme a, — a, on peut trouver p € IN tel que |la, — a] < r/2. 

e Comme a; € V(u), la boule ouverte B(a,,r/2) contient une infinité d'éléments 


de u. 
e Comme |la, — a] <r/2,on a B(a,,r/2) € B(a,r). Par conséquent, la boule 
ouverte B(a,r) contient aussi une infinité d'éléments de u. 


5.11 + La suite nulle appartient à Co et est à une distance 1 de la suite (as he. 
On a donc d(a,Co) < 1. 
e D'autre part, si u — (u,) est une suite tendant vers 0, alors on a : 


lan — nl = |1 — un] — 1, 


et donc W(a — u) = sup [an — un| > 1. Cela prouve que d(a, Co) > 1. 
nEIN 


Par double inégalité, on a donc d(a, Co) = 1. 


5.12 1. Soit j € [0,n]. Pour tout à € [0,n], l'application 6; : IKy[X] — IK 


Le a XF > 
k=0 
est 1-lipschitzienne donc continue et l’on a : 


u= 6 (Un (er (to). G) 
i=j+1 
Reformulons cela de la manière suivante : 


us = 7 ({0)n ( 


a" (t0))). 
i=j+1 
avec d;: IKi[X] — IR et Pi : IKa[X] — IR 
P L25(P) — 1] Sa X* > ail. 


k=0 
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Comme les applications Ÿ;,@;+1,...,@n sont continues et d’après la proposi- 
tion 28 de la page 241, Ü; apparaît comme une intersection de fermés de IK,[X], 
donc est un fermé de IK,[X]. 

2. On a: 


nm 
u={Ju;. 
j=0 
Ainsi, UÜ apparaît comme une réunion finie de fermés, donc est un fermé. 


5.13 1. Utilisons la caractérisation séquentielle des fermés. Soit (P,) une suite de poly- 
nômes unitaires convergeant vers P. Montrons que P est unitaire. 


e Tout d’abord, comme les P, sont unitaires, et par définition de ||, on a : 
VnEIN {Pull > 1, 


et donc, puisque | P,|| — ||P|, on a [P|X > 1. En particulier, P est non nul. 
e Notons r le degré de P et c le coefficient dominant de P. Comme P, — P, 
il existe un rang no € IN tel que : 
min (|cl, 1) 


n>no— |P,- PI, < MGdD. 


Pour n > no, on a donc nécessairement deg(P,) = r car : 
* si deg(P,) < r, alors le coefficient devant le terme de degré r de P, — P 
min(|c|,1) 


vaut c, et alors || P, — Pl, > [cl > ns nn 


* si deg(P,) > r, alors le polynôme P, — P est unitaire, et par conséquent : 


|P,-Ple=1> min(|c|,1) 
nm OO 9 


e Pour n > no, comme P, est de degré r et unitaire, on a alors : 
Pa — Pl 2 11 — cl. 
Comme ||P, — P||x — 0, on a nécessairement c = 1. 

2. Procédons par caractérisation séquentielle. Soit (P,) une suite d'éléments de S 
convergeant vers P € IR[X]. Montrons que P € S. D’après la question précé- 
dente, on sait déjà que P est unitaire. Il s’agit donc de montrer que P est scindé 
dans IR[X], c’est-à-dire que P ne possède pas de racine complexe non réelle. 
Donnons-nous donc z € € \ IR et prouvons que P(z) # 0. 

e Tout d’abord, il a été vu à la question précédente que si l’on note r — deg P, 
alors il existe un rang no € IN tel que Vn > no deg P, =r. 

e Ensuite, si P € IR[X] est un polynôme unitaire et scindé de degré r, alors, en 
notant 21,...,2, Ses racines, On à : 


T 


P=][(X-2) et donc |P(2) = [[|z- 24. 
k=1 


k=1 


Comme pour tout ke [1,r] on a 


le = 2 = Um zx)? + (Re(z) — 4)? 2 [Im 
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on obtient : 
PIS Em 2. 
Cette inégalité s'applique en particulier aux polynômes P, pour n > no : 
Vn >no |Pa(z)l > |Imz/. (x) 


Il suffit alors de montrer que P,(2) — P(z). En effet, comme |Imz|" > 0, un 
passage à la limite dans la relation (x) donnera : 


\P(2) > |[Imz/" >0 et donc P(:) £0. 


Pour n > no, on a deg P, = r et donc on peut écrire : 


SD D 
k=0 k=0 


Ainsi, on à : 
Ft D EN et Pa)= D. ax, 


Par définition de la norme {|| , la convergence P, — P donne la convergence 


(n) 


de chacune des suites de coefficients : Vk € [0,r] a, mA La conver- 
n— +Oo0 


gence P,(z) — P(z) résulte alors simplement d’opérations sur les limites. 


5.14 1. Il à été vu (cf. page 232) que E et S ont une frontière vide. Montrons que ce 
sont les seules. Soit À une partie vérifiant À £ E et À £ G. 
Montrons que la frontière de À est non vide, te. ÂANE\A 4. 
Comme À £ E et À £ GS, on peut prendre xe Aet yeE\A. 
Considérons alors l’application : 


L'ensemble T = {X € [0,1] | f(X) € A} 


f: [0,1] — E 
À + (1—-À)x+Ay. 


© 
et non vide (car contient 0) et majoré F(a) y 


(par 1); notons à sa borne supérieure. 


Prouvons alors que f(a) € ANE \ À, ce 
qui terminera le raisonnement. 
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e Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on peut trouver une 


suite (1») d'éléments de l qui converge vers &. Par opérations sur les li- 
mites, on à f(À,) — f(a). Comme pour tout n € IN on a f(À,) € À, on 
obtient f(a) € À. 


e + Sia=l, alors f(a)=yeE\ACE\A. 


* Si a € [0,1], alors on peut considérer (X,) une suite à valeurs dans Ja, 1] 
tendant vers a. On alors : 


f(An) — f(a) et  VnelN f(M)EeE\A. 
Il en résulte que f(a) € E \ A. 


5.15 


Solution des exercices 


On sait que les parties Æ et © sont à la fois des ouverts et des fermés de Æ. 
Montrons que ce sont les seules. Soit À une partie qui soit à la fois un ouvert et 
un fermé de E. 
e Comme À est un fermé, on a À = A. 
e Comme À est un ouvert, E \ À est un fermé et donc E\ A=E \A. 
On a alors : 
Fr(4A)=ANE\A=AN(E\A)=@. 
D'après la question précédente, on a À = E ou À = G. 


Intérieur au sens de la norme infinie. Montrons que, pour la norme infinie, 
l’intérieur de F est vide. Pour cela, donnons-nous f € F et € > 0, et montrons 


€ 
que B(f,E) S F. C’est évident car, tout simplement, la fonction g = f + : 


vérifie No(f — 9) => et géF. 


Intérieur au sens de la norme un. Le même argument convient pour justifier 
que l’intérieur de F est vide au sens de M. 

Adhérence au sens de la norme infinie. Montrons qu’au sens de la norme 
infinie, F est un fermé, et donc égal à son adhérence. Procédons par caractérisa- 
tion séquentielle : soit (f,) € FN une suite convergeant vers f € E ; montrons 
que fe F. 

La convergence uniforme de la suite (f,) vers f (ie. au sens de la norme W) 
entraîne la convergence simple, c’est-à-dire : 


Vreltil Al) fr: 
En particulier, on à f1(0) — f(0) et fa(1) — f(1). 
Cela assure que f(0) = f(1)=0,&e.fer. 
Adhérence au sens de la norme un. 


Montrons qu’au sens de la norme un, F 
est dense dans ÆE, ï.e. Adh(F) = E. 


Soit f € E. Pour tout n > 2, notons f}h f 
1 1 
la fonction égale à f sur nl — “| 
n n 
nulle en 0 et en 1, et affine sur les in- | | | | 
tervalles : | | | | 
1 1 
1 1 D > E À 
0 :| et L — 1) 
n n 
On a alors : 


Per à Ne 2 Noo(f). 


La suite (f,) est donc une suite d’élé- 


ments de F qui converge vers f (au sens 
de la norme Wi). D'où le résultat. 0 


sl — 
en 
al 
= 
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5.16 Puisque f est continue donc continue par morceaux, les applications 41 et w2 sont 
bien définies ; elles sont de plus linéaires. On peut donc utiliser le résultat de l’exer- 
cice 37 de la page 239 affirmant qu’une application linéaire u : E — F est k- 
lipschitzienne si, et seulement si : 


e Pour la norme NW, . Pour tout f € C([0,1],1K), on a : 


emDI=VOI<AN et (1 = | filer 


D’après la remarque qui précède, les deux applications 41 et w2 sont donc 1- 
lipschitziennes, donc a fortiori continues. 


e Pour la norme W.. 
* Pour tout f € C([0,1],IK), on a : 


PO fs <N(P). 


L'application w2 est donc 1-lipschitzienne, donc a fortiori continue. 
* En revanche, en posant f, : [0,1] —> IK ona: 
zx x" 
1 


La suite (f,) tend donc vers O0 pour la norme NW. Si @1 était continue pour 
cette norme, alors par composition de limites on aurait w1(fn) — 0, ce qui 
n’est pas vrai Car : 

Vn EIN gi(fn) = 1. 


Remarque Pour prouver que w1 n’est pas continue pour la norme W', l’idée 
de s'intéresser particulièrement à la continuité au point 0 vient du fait qu’une 
application linéaire est continue si, et seulement si, elle l’est en 0 (cf. exercice 35 
de la page 238). 


5.17 Soit D une partie dense dans A. Montrons par caractérisation séquentielle que f(D) 
est dense dans f(A). Soit y € f(A). Considérons un antécédent a € À de y par f. 
Comme D est dense dans À, il existe une suite (u,) d'éléments de D convergeant 
vers a. Comme f est continue et par composition de limites, on a alors : 


fun) — f{a) = y. 


Comme (f(u,)) est une suite d'éléments de f(D), cela prouve la densité de f(D) 
dans f(A). 
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5.18 1. Comme À et B jouent des rôles analogues, il suffit de montrer la première pro- 
priété : 
VxeE\A d(x,A)>0. 
Soit x € E \ A. Par définition de d(x, A) et caractérisation séquentielle de 
la borne inférieure, il existe une suite (an)hnen d'éléments de À telle que 
d(x, an) — d(x, À). Si d(x, A) était nul, alors on aurait d(x,an) — 0, c’est-à- 
dire ay — æ. Comme la suite (a,) est à valeurs dans À et que x € À, cela 
contredirait le caractère fermé de À. 
2. D’après la question précédente, on a : 


VxeE\A d(x,A)>0 et VreE\B d(x,B) >0. 
Comme À et B sont disjoints, il en résulte que : 
VreE dix, À) +d(x,B) > 0. 
On peut alors considérer l’application f : E + IR définie par : 


d(x, À) 
VzeE a — 
L JG) = 2 +40, 
Cette application est continue comme quotient d'application continues (cf. exer- 
cice 38 de la page 239 et page 241) et vérifie : 


Vxe À f(x)=0 et VxeB f(x)=1. 


3. Par construction, les ensembles U et V considérés sont disjoints et contiennent 
respectivement À et B. Il reste à prouver qu’ils sont ouverts. Constatons que : 


Dog RE et FRS 
avec : 
g: EE — KR et h: EE —> IR 
Er — f(x r — JG)-4 
Comme f est continue, g et h le sont aussi. Par suite, U et V sont ouverts, 
d’après la proposition 28 de la page 241. 


5.19 1. © x Pour qu'une série ÿ_u, soit absolument convergente, il est nécessaire que 
la suite (u,) tende vers 0 et donc a fortiori soit bornée. 
Cela prouve que F CE. 

* L’inclusion réciproque est fausse. Par exemple la suite constante égale à 1 
est bornée mais la série ÿ 1 ne converge pas absolument (elle diverge gros- 
sièrement). 

e Ces espaces ne sont pas de dimension finie. Comme F € E, il suffit de le 
montrer pour F. Pour p € IN, notons u?) la suite définie par : 


= et VnelIN n£p— u®P = 0. 


* Pour tout p € IN, la suite u(P) appartient à F. 
* Pour tout N € IN, la famille (u(0),...,u(N)) est libre. Cela étant vrai pour 
tout N, l’espace F' n’est pas de dimension finie. 
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2. e Application 7,. Soit ve F. 
* Caractère bien défini. Pour tout w € E, comme w est une suite bornée, on 
a Wnün = O(vn). Comme la série ÿv, converge absolument, le théorème 
de comparaison assure que la série SJ 'w,v, converge aussi absolument, 
donc converge. Cela assure que l’application 7, est bien définie. 
x Linéarité. Soit (w,z) € E? et AE IR. On a : 
+00 
T,(Aw + 2) = DOUT + 2n)Un 
n=0 


—+oo 


— SC Un + ZnUn) 


n=0 
+00 +oo 
—) ) WnUn + ) ZnV0n _ (linéarité de la somme d’une série) 
n=0 n=0 


= ÀT,(w) + Ti(z). 


D'où la linéarité de T,. 
* Caractère lipschitzien. Soit w € E. Par définition de la norme Ny, on a : 
VneIN f[w,|< New) et donc Jwnv] < Ne(w)lval. 


En passant à la somme des séries associées, il vient : 
+00 . 
IT(w)| < Ne(w) Jun = Ne(w) Nr(v). 
n=0 


En utilisant le résultat de l’exercice 37 de la page 239, on en déduit que 
l'application T, est Npr(v) lipschitzienne. 
e Application 7,.SoitueE. 

* Caractère bien défini. Pour tout w € F', comme « est une suite bornée, on 
à Wnün = O(w,). Comme la série ÿ'w, converge absolument, le théorème 
de comparaison assure que la série Jw,u, converge aussi absolument, 
donc converge. Cela assure que l’application ‘ est bien définie. 

x Linéarité. Soit (w,z) € F? et À ER. On a: 


+00 
Tu + 2) = DU + 2n)Un 
n=0 
+00 
—_ Ÿ_Ounun + Znün) 
n=0 
+00 +00 
= À à. Wnün + D Znün  (inéarité de la somme d’une série) 
n=0 n=0 


D'où la linéarité de T,. 
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5.20 1. 


Solution des exercices 


* Caractère lipschitzien. Soit w € E. Par définition de la norme N%, on a : 
VneIN fu,l < Nu) et donc luyun| < Ne(u)lwh|. 


En passant à la somme des séries associées, il vient : 


+00 
Ta(w)| < Ne(u) Sur] = Ne(u) Nr(w). 


En utilisant le résultat de l’exercice 37 de la page 239, on en déduit que 


l'application T,, est N g(u) lipschitzienne. 


e Supposons que uw ne soit pas bornée sur la boule unité fermée Br(0,1) de E. 


Cela implique que pour tout n € IN, on peut trouver un élément a, apparte- 
nant à Br(0,1) et vérifiant |[u(as)|| > n. 


La suite (a )hnen de terme général ay = vérifie alors : 
Ilu(an)|] 
1 
VnelIN Ja; <— et l[u(a,)| = 1. 
n 


On à donc ay — 0 mais u(a,) + u(0) = 0. Cela prouve que l’application u 
n’est pas continue en 0, donc n’est pas continue. 

Réciproquement, supposons que uw soit bornée sur la boule unité fer- 
mée Bp(0,1) de E. Il existe alors M > 0 telle que : 


Vx € Br(0,1) IAE )| < 


Pour tout élément x € E non nul, on a —— € Br(0,1), et donc : 


F] 
{él 
1x | 


puis, par linéarité de u et homogénéité de la norme : 

fu(æ)] < M |xl|. (x) 
Cette dernière inégalité, que l’on a obtenue pour tout élément non nul de E, 
est également vraie pour le vecteur nul. La propriété de linéarité de u permet 
alors d'obtenir que uw est M-lipschitzienne (cf. exercice 37 de la page 239), 
donc en particulier continue. 
Si u est continue, alors À est un fermé de Æ, comme image réciproque du 


singleton {0} par l’application continue E —> IR 
z > [u(x)|-1 
Réciproquement, supposons que u ne soit pas continue. 
Alors, d’après la deuxième question, uw n’est pas bornée sur la boule Br(0, 1). 
Cela signifie qu’on peut trouver une suite (tn)nen à valeurs dans Br(0,1) 
telle que [[u(x,)|| — +oo. 
En posant alors (avec n assez grand pour que u(xh) # 0) : 
— Tn 
RC 


on obtient une suite (y,) d'éléments de À tendant vers 0. Comme 0 & À, cela 
prouve que À n’est pas un fermé de Æ. 
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5.21 Si 4 est l'application nulle, alors elle est continue et son noyau est un fermé (car c’est 
l’espace E lui-même). Supposons désormais @ non nulle. 


5.22 1. 


Supposons © continue. On a : 


Ker y — #7" ({0}) avec d: E —> IR 
Tr [p(x)l. 

Comme % est continue, Ÿ l’est aussi et alors Ker est un fermé de Æ car image 
réciproque de {0} par w. 

Réciproquement, supposons que ne soit pas continue. Cela signifie que @ n’est 
pas bornée sur la boule unité Br(0,1) de ÆE (d’après la deuxième question de 
l'exercice 5.20 de la page 266). 

Il existe donc une suite (æ»)nen à valeurs dans Br(0, 1) telle que MER] — +00. 


Comme lp(tn)| — +0, on peut considérer un rang no € IN tel que : 
n En = Eu) ED 


P(Eno) 


P(En) 
On constate alors que la suite (Yn)n>nos est à valeurs dans Kerw et converge 


Pour n > no, posons alors Yn = Tno — . 


vers Zn, € Kerw. Cela prouve que Kerç n’est pas un fermé de Æ. 


N 
Soit t = (ïn)nen € £!. Pour N E IN, notons u(N) = y. nel). 
n=0 


+oo 


= D), tal: 


n=N+1 


On a, pour tout N € IN : Il — u(N) || = 


N 
z— ÿ zne() 
n=0 


Comme la série D |x,| converge, on en déduit que |x — u(N) || — 0. L'élément x 
est donc limite de la suite (u(N)) d'éléments de F. 
Cela prouve que F est dense dans £!. 
Comme a est une suite bornée, on peut considérer M > 0 vérifiant : 
VneIN Jai < M. 

Soit xe£l.Ona: 

Vn EIN lantnl < Mal. 
Comme la série [|x,| converge, l'inégalité précédente assure, par comparaison, 


que la série D la,xA| converge également ; l’application w, est donc bien définie. 
On a de plus : 


|Pa(x)| — 


+oo 

>, de 
n=0 

On en déduit (cf. exercice 37 de la page 239) que w, est M-lipschitzienne, donc 
continue. 


+00 +00 
< D lantn| < D Mit] = M|r|. 
n=0 n=0 


Soit © une application linéaire continue de £/! dans IK. Soit x € {!. Reprenons les 


notations el”) introduites à la question 1. On a, d’après la réponse à cette même 
question : 


N 
UN) =} x avec = S gen 
n=0 
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5.23 1. 


2. 


3. 


Solution des exercices 


Comme % est continue, on a donc : 
pu) — (x). (1) 


Pour tout n e IN, notons a, = g(el")). On a, par linéarité de + : 


N 
put) = VS anrn. 
n=0 


Comme les suites el”) sont toutes de norme 1 et que @ est continue, la 
suite (an )nen est bornée. Donc, par comparaison, la convergence absolue de la sé- 
rie x, donne la convergence absolue de la série ÿ'a,x, et donc sa convergence. 


On à ainsi : 
+00 


N 
Eu) = D ann >, D ann = val). (2) 
n=0 


D’après (1) et (2) et par unicité de la limite, on obtient w(x) = pa(x). 
Cela étant vrai pour tout x € £!, on a 6 = wa. 


e Constatons que f} = fogwi avec w1: IR — IR? 
t + (x,t). 
La continuité de 4: est évidente (par exemple, au sens de chacune des normes 
usuelles de IR?, 1 est 1-lipschitzienne). Par continuité de 41 en y et de f 
en wi(y) = (x,y), l'application f, est continue en y. 
e Pour justifier la continuité de f, en x, on procède de même en constatant 
que : 
fy=foy2 avec 2: IR —+ IR? 
t + (é,y). 


Les cas de f; et f, se traitent de la même manière. Intéressons-nous à fz. 


e Pour x € IR*, la continuité de f; s'obtient par opérations sur les fonctions 
continues, puisque : 


xt 
VER fat) = ———— 
f2() x? + 12 
e Pour la continuité de fo, constatons que : 
OXÉ 
Vt € IR* t)= ————— =0—= f(0,0) — : 
€ Jo(t) 02 + yt2 J( ; ) Jo( ) 


L'application fo est donc l’application nulle; par suite, elle est continue. 


Montrons que f n’est pas continue au point (0,0). 
Remarquons que : 


txt 1 
Vt € IR* dt) = © = — 
F6?) t2+42 2 
En notant g la fonction IR — lIR on constate que la fonction f o g n’est 


t + (tt) 


.  : 1 x 
pas continue puisqu'elle vaut 5 sur IR”, et O en 0. 
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Comme g est continue, il en résulte que f ne peut pas l’être. Plus précisément, 
comme la fonction f og n’est pas continue en 0, la fonction f n’est pas continue 
au point g(0), te. au point (0,0). 


5.24 1. Soit de R\{T+7Z}. Pour r EIR*,on a: 


r? cos? 0 + r? sin? 0 r 
Jo(r) = rcosf —rsinf  cos0—sin0 
Il en résulte que la fonction fs tend vers 0 en 0. 
2. e De la question précédente, il résulte que si f admet une limite en (0,0), celle-ci 
vaut nécessairement 0. 
e D'autre part, on constate qu’en posant g: IR* — IR? \ A on à : 
t + (t+1?,t) 


(+82) ++ 
(+42) —t 


La fonction fog tend donc vers 2 en 0. Comme g tend vers (0,0) en 0, il s’en- 
suit que si f admet une limite en (0,0), alors celle-ci vaut nécessairement 2. 


Vt EIR* (fog)(t) = =2+2+É. 


Des deux points précédents on déduit que f n’admet pas de limite en (0,0). 


5.25 Par hypothèse, f possède une limite finie en tout point de A\X. Comme de plus f est 
continue sur X, f possède en tout x € X une limite finie égale à f(x). L'application : 


ff: A F 
z + limf 


est donc un prolongement de f à A. 
Montrons, par caractérisation séquentielle, que f est continue en tout point de À. 
Soit (x,) une suite d'éléments de À tendant vers x. Montrons que f(x) — f(x). 


e Tout d’abord, justifions l’existence d’une suite (y,) d'éléments de X vérifiant : 


1 1 


= % AG) — fn) < 


VnEIN lm=#,l < 


Soit n € IN. Comme X est dense dans À, on peut considérer une suite (2»)peN 


d'éléments de X tendant vers x,. Comme f(x,) = lim f,ona f(2) es f(&n); 
La, p OO 


et donc, comme f et f coïncident sur X, on a f(2,) mu f(tn). Les limites 
p—+00 
Zp no. Tn et F (2) ne J(tn) 
assurent alors l’existence d’un rang po tel que : 
1 = 
P > Po — ||2p — Tn| < n+l et FC?) — f(œn)|| < 


Il suffit alors de choisir un p > po (par exemple po) et de fixer yn = 25. 
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Solution des exercices 


* Comme x, — x, la propriété : 


1 


Vn € IN = Lal S— 
REIN [rl <> 


assure que la suite (y) tend également vers x. Par définition de f, on a 
donc f(Yn) — f(x). : 

De plus, comme (y,) est à valeurs dans X et que f et f coïncident sur X, 
les suites (f(un)) et (F(yn)) sont égales. On a donc f(yn) — f(x). 

Enfin, la propriété : 

1 


VEN [fGm)- fm) < 


n 
assure que la suite ( ' (tn)) converge également vers f(x), ce qui est le résultat 
souhaité. 
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Chapitre 6 : Espaces vectoriels normés 
de dimension finie 


I « Équivalence » des normes en dimension finie . . 
IT Utilisation des coordonnées dans une base 
1 Pour la convergence des suites . . .. ....... 
2 Pour les limites d’applications . . . . . . . . . . .. 
III Applications continues sur un fermé borné . . .. 


IV Continuité : applications linéaires, polynomiales 
et multilinéairés 44 à 4608 0 à à à 16 6e ve à de ie € 6 


1 Applications linéaires ................ 
2 Fonctions polynomialés 2: 24604, Sx8uex 
3 Applications multilinéaires . ............ 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


EXErCICES. LL Lui dia b Rocs ts si Lu dy Li 


Espaces vectoriels normés 
de dimension finie 


| < Equivalence > des normes 
en dimension finie 


Commençons par un exemple introductif : 


Exemple Dans C([0,1],IR), considérons la suite de fonctions (fh)hen* définie ainsi : 
Vrelni) EG=2" 
Pour n € IN*, on a : 


1 
n +1 


1 
MOGJ=T MA) = [| sas = 
0 


Ainsi, la suite (fh)nen* tend vers la fonction nulle pour la norme un (car Ni(fn) — 0) 
mais pas pour la norme infinie (car My(fn) + 0). 


L'exemple précédent met en évidence que, si l’on dispose sur un espace vecto- 
riel E de deux normes différentes, une suite d'éléments de Æ peut converger 
pour l’une des deux normes mais pas pour l’autre. 

L'espace vectoriel considéré dans cet exemple, C([0,1],IR), n’est pas de dimen- 
sion finie et pour cause, puisqu'il n’est pas possible de créer un tel exemple 
dans un espace de dimension finie. C’est ce qu’énonce le théorème suivant. Ce 
théorème est admis. 


| < Equivalence > des normes en dimension finie 


héorème 1 (Admis) 
Soit Æ un espace vectoriel de dimension finie, (a,) une suite à valeurs dans E 
et { un élément de Æ. Si l’on dispose de deux normes sur E et si la suite (ah) 
converge vers £ pour l’une des deux normes, alors elle converge aussi vers £ 
pour l’autre. 


Conséquences Supposons E de dimension finie. D’après le théorème pré- 
cédent, toutes les normes sur Æ définissent les mêmes suites convergentes. Il 
s'ensuit que toutes les notions pour lesquelles on dispose d’une caractérisation 
séquentielle sont également indépendantes de la norme choisie : 


e point adhérent à une partie, adhérence d’une partie, partie fermée ; 


e par passage au complémentaire : point intérieur, intérieur d’une partie, 
partie ouverte ; 


e frontière d’une partie ; 


e limite d’une application, continuité d’une application. 


Exercice 1 (Approfondissement) 


Supposons Æ de dimension finie. Soit N, et N2 deux normes sur E. En raisonnant 
par l’absurde, montrer qu’il existe une constante a > 0 telle que : 


Nr E EN Nr) <a No (rx). 


Indication : on pourra aboutir à une contradiction en construisant une suite d’élé- 


ments unitaires pour la norme N\ (ie. de norme 1) et tendant vers O pour la 
norme N:. 


Conséquences Dans l’exercice précédent, les normes N; et N2 jouent des 
rôles symétriques. Ainsi, si Æ est dimension finie et si N; et N2 sont deux 
normes sur Æ, alors il existe deux constantes a > 0 et 6 > 0 vérifiant : 


VxeE N(x)<a(x) et Mix) < BNi(x). 


Les deux normes N; et MN: sont dites équivalentes (locution hors-programme). 
Il découle de cette propriété qu’en dimension finie les notions suivantes ne 
dépendent pas de la norme choisie : 


e le caractère borné d’une partie ; 

e le caractère lipschitzien d’une application. 

Remarque Puisque dans un espace de dimension finie les notions manipulées 
ne dépendent pas de la norme choisie, il arrive que l’on ne précise même 


pas avec quelle norme on travaille. Par exemple, on ne s’étonnera pas de lire : 
« Soit E un espace vectoriel de dimension finie et À une partie fermée de E.» 
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Il Utilisation des coordonnées dans une base 
1 Pour la convergence des suites 


Dans un espace de dimension finie muni d’une base, la convergence d’une suite 
est équivalente à celle des suites coordonnées : 
roposition 2 
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et B = (e1,...,e,) une 
base de E. Soit (a,) une suite à valeurs dans E. 


1 Q # « 
Notons (a),..., (al) les suites « coordonnées dans la base B », c’est-à- 
dire les suites scalaires vérifiant : 


p 
VREIN = ÿ_ a) ek. 
k=1 
; p 
Etant donné { = Ÿ° {ex appartenant à E, il est équivalent de dire : 
k=1 


(i) la suite (a,) converge vers ! ; 


(ii) pour tout k € [1,p], la suite de terme général a) converge vers lx. 


Principe de démonstration. Utiliser la norme infinie dans la base B. 


Démonstration page 296 


2 Pour les limites d'applications 


De la même façon, si f est une application à valeurs dans un espace de di- 
mension finie, alors l’étude de la limite de f en un point se ramène à celle de 
ses applications coordonnées dans une base : 

roposition 3 


Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et B = (e1,...,e,) une 
base de E. Soit f : À — E une application à valeurs dans Æ (A étant 
une partie quelconque d’un espace vectoriel normé). Notons (f1,...,/f,) les 


applications « coordonnées de f dans la base B », c’est-à-dire les fonctions 
scalaires vérifiant : 


p 
Pour a € À et { = Ÿÿ° {yex appartenant à E, il est équivalent de dire : 
k=1 


(à) l'application f admet { comme limite en a ; 


(ii) pour tout k€ [1,p], l'application f; tend vers {4 en a. 


Principe de démonstration. Utiliser la norme infinie dans la base B. 


Démonstration page 296 
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III Applications continues sur un fermé borné 


orollaire 4 
Avec les notations de la proposition précédente : 


e l’application f est continue en a si, et seulement si, chacune des appli- 
cations f1,...,/, est Continue en a ; 


e l'application f est continue sur À si, et seulement si, chacune des appli- 
cations f1,...,/f est continue sur À. 


HT Applications continues 
sur une partie fermée bornée 


En première année il a été vu qu’une fonction continue sur un segment de IR 
est bornée et atteint ses bornes. Le résultat suivant en est une généralisation. 
héorème 5 (Théorème des bornes atteintes, admis) 
Supposons Æ£ de dimension finie. Si À est une partie non vide fermée et 
bornée de E, alors toute application continue de À dans IR est bornée et 
atteint ses bornes. 


Exemples Supposons E de dimension finie. 


1. Soit À une partie non vide fermée et bornée de E, et f : À — F une application 
continue. Alors l’application : 


À — IR 
z + |f(x) 


est bornée et atteint ses bornes. 


2. Distance à un fermé borné en dimension finie 
Soit À une partie non vide fermée et bornée de Æ, et x0 € E. L'application : 


E — IR 
zx > d(xo,t) 


est continue, donc sa restriction à À est bornée et atteint ses bornes ; en particulier 
cette restriction est minorée et atteint sa borne inférieure. Cela assure l’existence 
de a € À tel que la distance de x0 à À soit atteinte en à, £.e. : 


pa) = inf bot) = dis, A): 


p.297) Exercice 2 Munissons IR? de la norme deux. Considérons la fonction : 
g: LR? — R 
AE 
1+22 +72 
1. Montrer que pour tout a € IR, il existe R > 0 tel que : 
V(x,y) EIR*\ Dr(0,R) [g(x,y)| > a. 


CAS 


2. En utilisant alors le théorème 5, justifier que g possède un minimum global. 
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Exercice 3 (Importance de l'hypothèse de dimension finie) 


Plaçons-nous dans l’espace E = C([0, 1], IR) des fonctions continues de [0, 1] dans IR 
muni de la norme infinie : 


NÉE" Alt) 


x€{[0,1] 
Considérons l’ensemble A={feE|No(f)<1 et f(0) =0}. 


1. Montrer que À est une partie fermée non vide et bornée de Æ. 


2. Montrer que l’application : 
p: À — 
ne f f 


est continue, majorée mais qu’elle n’atteint pas sa borne supérieure. 


IV Continuité des applications linéaires, 


polynomiales et multilinéaires 
1 Applications linéaires 


héorème 6 

Soit ÆE et F deux IK-espaces vectoriels normés. Supposons Æ de dimen- 
sion finie. Si u : E — Fest une application linéaire, alors il existe une 
constante C > 0 telle que : 


VxeE  fu(x)| < Cr. 


L'application u est alors C'-lipschitzienne et donc continue. 


Démonstration page 298 


Exemples 

1. Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire de Æ dans IK est 
continue; en particulier, si B — (e1,...,e,) est une base de Æ, alors, pour 
tout à € [1,n], l'application linéaire « -ème coordonnée dans la base B » est 
continue : 


mi: EE —= K 


2. Soit n € IN. Comme IK,[X1] est de dimension finie, les deux applications suivantes, 
étant linéaires, sont continues : 
e l'évaluation en un point a € IK : IK,[X] — K 
P + P{(a) 


e la dérivation: IK,[X] — IK,[X] 
P + P!. 
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Attention Il ne faut pas oublier de vérifier l'hypothèse dimension finie du 
théorème 6 de la page ci-contre. Les deux exercices suivants illustrent l’im- 
portance de cette hypothèse en donnant des exemples, en dimension infinie, 
d'applications linéaires non continues. 


Exercice 4 (Dérivation des polynômes sur IK[X]) 


nm 
Sa; X'| = max la;| et considérons 
i=0 ie[0,n] 


Plaçons-nous dans IK[X] muni de la norme 
l’application dérivation : 
D : IKIX] — IKX] 
P + P!. 
Montrer que l’application D, bien que linéaire, n’est pas continue. 
k 


X 
On pourra utiliser la suite de polynômes (Py)ren+ définie par PK = —. 


k 


Exercice 5 Plaçons-nous dans l’espace C([0, 1], IR) des fonctions continues de [0,1] 


1 
dans IR, muni de la norme un : NWi(f) = Î | f(é)] dé. 
0 
Considérons l’application « évaluation en 1 » : 


æ : C([0,1],IR) — IR 
D Tr 


Montrer que l’application &, bien que linéaire, n’est pas continue. 


2 Fonctions polynomiales 
On appelle fonction polynomiale sur IK” toute application f : IK" — IK s’écri- 
vant comme une combinaison linéaire d'applications qui sont elles-mêmes des 
produits de fonctions coordonnées. Plus précisément : 
éfinition 1 
Une application f : IK" — IK est dite polynomiale s’il existe une famille 
presque nulle de scalaires (A4, ..#,)(k1,.k)enN" telle que : 


Vis MIEIR" JE. nr ÿ D TU ... air, 
(Rise kn)EIN" 


Rappel On rappelle qu’une famille est dite presque nulle si elle ne comporte 
qu’un nombre fini d'éléments non nuls. 


Terminologie Avec les notations ci-dessus, si f Z 0, le degré de f est : 
max {ki Hess Ab À 0}. 


Par convention, le degré de l’application nulle vaut —co. 
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Exemples 


1. L'application f : IR — IR est polynomiale de degré 7. 


(z,y,2) + zy — 2824 + Axyz? 


2. Une application linéaire non nulle est polynomiale de degré 1. 


roposition 7 
Toute application polynomiale est continue. 


Démonstration. Une application polynomiale s'obtient, par produits et combinaisons linéaires, 
à partir des applications composante w; : IKT —— K avec 1€ [1,n]. 
(t1,...,Æn) + di 


Les applications 41,...,4%n sont continues car elles sont linéaires et ont comme espace de 
départ IK” qui est de dimension finie. La continuité des applications polynomiales s'obtient alors 
par produits et combinaisons linéaires d'applications continues. (n 


orollaire 8 
L'application det: M,(IK) — IK est continue. 


M 1 det(M) 


2 2 


Démonstration. Une matrice appartenant à M, (IK) est une famille de n° scalaires (ses n 


AH 2 , 4 
coefficients). L'espace vectoriel M, (IK) peut donc être identifié à IK”. D'autre part, le déter- 


minant d'une matrice est une expression polynomiale de ses coefficients. 


Ainsi, l'application det : M,(IK) —> IK est polynomiale, donc continue. (m 
M —> det(M) 


3 Applications multilinéaires 


éfinition 2 

Soit E1,...,E, et F des [K-espaces vectoriels. 

Une application f : E1 x ::: x E, — F est dite p-linéaire si pour 
tout à € [1,p], pour tout (x1,...,æ) € Ex--.XE,, l'application partielle : 


D ll D ne) 


est linéaire. 


Remarque Avec les hypothèses de la définition précédente, par linéarité de 
l'application partielle f;, on obtient que : 


2: > Li—1; 0, Ti+1,-.. > Tp) = 0. 
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IV Continuité : applications linéaires, polynomiales et multilinéaires 
héorème 9 


Soit F un IK-espace vectoriel normé et E1,...,E, des IK-espaces vectoriels 
de dimension finie. Toute application p-linéaire de E1 x ---x E, dans F est 


continue. 


Principe de démonstration. Si f : E1 x --. x E, — F est p-linéaire, alors f s'exprime à 


l’aide des applications coordonnées dans une base. Démonstration page 299 


Exemples 
1. L'application produit matriciel M,(IK)}? —+ M, (IK) 
(A,B) + AB 
bilinéaire, donc, puisque M, (IK) est de dimension finie, elle est continue. 


2. Si E est de dimension finie et si B est une base de E, alors l’application : 


est une application 


ET — K 
(U1,...,Un) + detg(u1,...,uUn) 
est n-linéaire, donc continue. 


p.300| Exercice 6 Justifier la continuité de l’application : 


op: MAR) — M,UR) 
A + ‘AA. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 Raisonnons par l’absurde; supposons que : 


Va>0 17EeE Nix) > ax). 


En considérant la propriété précédente pour «a décrivant IN*, on peut construire une 
suite (Zh)nen- à valeurs dans Æ vérifiant : 
Vn E IN Min) > n Nota). (x) 
Tn 
Ni (ne) 


Pour tout n € IN*,on a Ni(x,) £ 0 et donc on peut poser u» — 
Par propriété d’homogénéité, la propriété (x) donne : 
1 
Vn EIN* No(un) < —: 
nm 


On a donc Nous) — 0, te. la suite (u,) tend vers 0 au sens de la norme M2. Donc, 
d’après le théorème 1 de la page 289, la suite (u,) tend également vers 0 au sens de 
la norme N,. C’est impossible car, pour tout n € IN*, on a Ni(u») = 1. 


Proposition 2 Comme Æ est de dimension finie, on peut le munir de la norme que l'on 
souhaite. Munissons Æ de la « norme infinie dans la base B », c'est-à-dire la norme Ne 


définie par : 
Nslr)= max el 
keT1,p] 
où (21,...,%) Sont les coordonnées de x dans la base B. 


Prouvons que, pour la norme N,, la convergence de (a) vers £ revient à la convergence 


de chacune des suites (af) vers Lx. 


e Ona: 


2 


P 
Noo(an —€)= max [an — el < > ag — 4 


donc si a — {y pour tout k € [1,p], alors Nan — €) — 0, ie. (as) converge 
vers £. 
e D'autre part, pour tout k € [1,p], on a: 
| a) = Ur] Nas, 


| k 
donc si (a,) converge vers £, alors dot, 


Proposition 3 Comme E est de dimension finie, on peut le munir de la norme que l'on 
souhaite. Munissons Æ de la « norme infinie dans la base B » : 


Na mes lei 
ke[1,p] 


où (21,...,%) désignent les coordonnées de x dans la base B. 


L'équivalence souhaitée résulte alors de la relation suivante : 


VreA Ns(f(x) —£) = us | fe(x) — Lx]. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 2 


Soit a € IR. On remarque que g(x,y) = p(I|(x,y)ll2) avec w:rr 


r? 


1+r2 


Par croissances comparées, on à @(r) —+ +oo. 
T— +00 


On en déduit qu’il existe À > 0 tel que : 


TER lp(r)| 0, 


et donc : 


V(x,y) EIR?\ Dr(0, R) \g(x, y)| > a. 


D’après la question précédente, pour a = g(0,0), il existe À > 0 tel que : 


V(x,y) EIR*\ Dr(0,R) |g(x,y)| > g(0,0). (x) 


Comme g est continue et que le disque fermé Dr(0,R) est un fermé borné non 


vide de IR?, le théorème 5 de la page 291 assure que la restriction de g à Dr(0,R) 
est bornée et atteint ses bornes ; notons m son minimum. 
Comme (0,0) € Dr(0,R), on a m < g(0,0), et donc (x) donne : 


V(x,y) EIR?\ Dr(0,R) \g(x, y)| > m. 


Il en résulte que m est le minimum global de la fonction g. 


Exercice 3 


En considérant l'application #: E —> IR, ona A= Br(0,1)N# !({0}). 


J + (0) 
Le caractère non vide de À est évident car À contient la fonction nulle. 
Comme la boule unité fermée Br(0,1) est bornée, À est bornée. 
* La boule Br(0,1) est fermée. 
x  L’application 4 est 1-lipschitzienne car pour tout (f,g) € E?, on a : 


CF) — &(g)| = [F(0) — 9(0) < NF — 9), 


donc 4 est continue. Par suite, l’image réciproque par 4% de {0} est une 
partie fermée de Æ. 
Donc, comme intersection de deux parties fermées, À est une partie fermée. 


L'application 4 est continue car elle est 1-lipschitzienne. 
En effet, pour (f,g) € E?, on a, par propriétés de calcul de l'intégrale : 


ke -e@1=| ff d=] fu -0) 
<f 5-0 


</ Nolf =) = Naf = 0) 
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e + Pourtout f € À, par définition de À, la fonction x + 1— f(x) est continue, 
positive et n’est pas la fonction nulle puisque f(0) = 0, donc son intégrale 
est strictement positive : 


1 
| (1— f)>0 ce qui donne p(f) < 1. 
0 


Il en résulte que 1 est un majorant strict de w. 

* _Prouvons que 1 est la borne supérieure de w. Comme nous savons déjà 
que 1 est un majorant de w, il suffit de trouver une suite (f,) d'éléments 
de E telle que (fn) — 1. 


Pour tout n € IN*, définissons la fonc- t 
tion f, affine par morceaux dont le 


graphe relie les points (0,0), (2, 1) 
et (1,1) : 
x pour rE€ [O, 2. à IRC) =: 

1 


= 


x pour x E€ [2,1], AE 


On a alors : 
1 
ne 1 
P(fn) In ur ? 
ce qui achève de prouver que 1 est la borne supérieure de w. Comme 
nous avons vu précédemment que 1 était un majorant strict, cette borne 
supérieure n’est pas atteinte par @. 


Théorème 6 


Comme Æ est de dimension finie, on peut travailler avec la norme que l'on souhaite 
(cf. conséquences de l'exercice 1 de la page 289). 
Munissons Æ d'une base B = (e1,...,e,) de E, et travaillons avec la norme infinie 


associée à cette base : 
nm 


x = max [xl avec =) ue 
keT1,n] ii 


nm 
Soit u : E — F une application linéaire. Pour x — Ÿÿ° xxex appartenant à E, on a, 
par linéarité de u : k=1 


u(a) = 100) - D ruten 


puis, par inégalité triangulaire : 


[Gay < D ln Îlu(ex)|] 
k=1 


<C x |x| avec Ê = Ÿ_Ju(ex)||. 
k=1 


D'où le résultat. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


e La caractère C'-lipschitzien de uw s'obtient alors par linéarité à partir du résultat obtenu 
précédemment. Pour (x,y) € E?, on a: 


ute) — u(y)|| = ut - || < Cr — vi. 


k 


Exercice 4 Pour k € IN* Fu On a alors : 


, notons Px — 


1 
\Pel = à +0 


donc la suite (P;) tend vers 0. Si l'application D était continue, elle serait continue 
en 0 et l’on aurait P} — D(0) = 0. Or, pour tout k € IN on a : 

P=x" tt donc |Al=1 
Ainsi la suite (P/) ne tend pas vers 0, donc l’application D n’est pas continue 


Exercice 5 Pour n € IN, notons f, : n+1x". On a: 


1 
1 
= nt | AT = ——— — 
= VAT | == 
donc la suite (f,) tend vers 0. Si l’application 4 était continue, elle serait continue 
en 0 et l’on aurait &(fn) — (0) = 0. Or, pour tout n € IN on a: 


E(fn) = fn(1) = Vn +1 
donc la suite (ç( a] ne tend pas vers 0. L'application @ n’est donc pas continue 


Théorème 9 Soit f:ÆE1 x:.:x E, — F une application p-linéaire. 


Pour tout k € [1,p], notons nx — dim Æ% ainsi que Bx — (ef. ef) une base 
de F4. En notant alors gz; l'élément de E1 x --:x E, 
gi = (0,...,0,e°),0,...,0), 


i-ème place 


la famille B = (gri) 1<x<p est une base de E1 x -..XE,. 
1<i<nk 
Soit u = (u1,...,up) € E1 X -:: x E,. En écrivant chaque u4 dans la base B4 : 


nr 
Uk = ÿ, 2e) 
i=1 


il vient, par p-linéarité de f : 


sa = (5er. 5 70 p) 


| =: 
ns = St) (p) 
NY eh Dre open en) 
ü=1 ip 
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(k) 


Pour tout k € [1,p] et i € [1,nx], l'application u + x; 7” est linéaire comme composée 


de l'application Æ, x---XE, — F et de l'application « i-ème coordonnée dans 
uys-ssste) + üg 

la base B; » de Ex. Comme F1 X---X FE, est de dimension finie, elle est donc continue. 

L'expression obtenue pour f(u) assure alors, par opérations sur les applications continues, 

que f est continue. 


Exercice 6 On a Y = p1 042 avec : 


@i : MaliR} —+ MUR) et wa: MallR) — M,(IR}? 
(MN) — MN A + (4,4). 


e L'application y, est bilinéaire donc, comme M, (IR) est de dimension finie, @1 
est continue. 

e L'application 42 est linéaire donc, comme M, (IR) est de dimension finie, w2 est 
continue. 


Donc, comme composée d'applications continues, & est continue. 
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Exercices 


S’entraïîner et approfondir 


x 6.1 Soit n > 1. On munit IR” de la norme infinie. On considère À € M,{IR) et l’on 
note u l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice A. 
Prouver l’existence d’une constante £ minimale vérifiant : 


Vr EIR* {lu(x)ll, <klxlle 


et l’exprimer, en fonction des coefficients de À. 


6.2 Soit E1,...,E, et F des espaces vectoriels normés avec Æ1,...,E, de dimension 
finie, et f:Æ1 x---x E, — F une application p-linéaire. 
1. En munissant l’espace produit E1 x --- x E, de la norme définie par : 


Nb) eRik x E, IG mem (lrll.ss él 


et en utilisant la continuité de f sur la sphère unité de cet espace produit, prouver 
qu'il existe une constante positive C' telle que : 


Vin) emilie Cle ke x rl 


2. Soit n € IN. En appliquant le résultat de la première question au produit matriciel, 
prouver qu'il existe une norme N sur M, (IK) vérifiant : 


V(A,B)eM,(K)? N(A4B)< N(A)N(B). 


Une telle norme est dite sous-multiplicative. 


6.3 Soit Æ un espace vectoriel de dimension finie ainsi que À et B deux parties de E 
non vides fermées et bornées. 


1. (a) Soit ((æn,yn)) cn une suite d'éléments de Æ? et { = ({1,{2) un élément 


de E?. Prouver l’équivalence suivante : 
(lim(rst) _ ê) — (limæ, —={ et limys — l2). 


(b) Prouver que À x B est un fermé borné de E?. 
2. On appelle distance de À à B la quantité : 


d(A,B)= inf  d(x,y). 
(4,B) ee (x, y) 


Prouver qu'il existe un couple (a,b) € À x B tel que : 
d(a,b) = d(A, B). 
On dit que la distance de À à B est atteinte. 


3. Importance de l'hypothèse À et B bornés. Plaçons-nous dans IR?, et posons : 
A = {(x,y) € IR? | y = 0} et B = {(x,y) ER? | xy = 1}. 


Justifier que À et B sont fermées, mais que la distance de À à B n’est pas 
atteinte. 
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6.4 Soit K une partie non vide fermée et bornée d’un espace vectoriel de dimension finie, 
et f : K — K' une application vérifiant : 


V(x,y) € K° x £y — ||f(x) — fu) < Ix — vil. (x) 


Montrer que f possède un unique point fixe. 
Indication : on pourra introduire la fonction 6 :x + [f(x) — x||. 


Topologie des espaces M, (IR) et M, (€) 


6.5 Soit n € IN*. Montrer que l’ensemble ©, (IR) des matrices orthogonales de taille n 
est un fermé borné de M, (IR). 


x 6.6 Soit n € IN* et r E [0,n —1]. 


1. Soit À € M, (IK). Montrer que le rang de À vaut au plus r si, et seulement 
si, aucune sous-matrice carrée de À de taille r + 1 n’est inversible. 


2. Montrer que, dans M, (IK), l’ensemble des matrices de rang au plus r est un 
fermé. 


x 6.7 Soit ne IN*. 


Montrer que l’ensemble G£,(IK) des matrices inversibles est dense dans M, (IK). 


x 6.8 Soit ne IN. 


1. Considérons n + 1 scalaires deux à deux distincts a1,...,a+1. Montrer que l’on 
définit une norme sur IK,[X] en posant : 


(PI = max {|P(a)l,..., |P(an4)l}. 


2. Soit (Pn)men une suite à valeurs dans IK,[X] et P € IK,[X]. 
Montrer que la suite (P,,) converge vers P si, et seulement si : 


Vz ElK Pnix) — P(x). 
3. Montrer que l’application : 


Y': MK) — K;[X] 
A > XA 


qui à une matrice associe son polynôme caractéristique est continue. 


x 6.9 Densité de l’ensemble des matrices diagonalisables. 
Soit n € IN*. 


1. Dans M,(C), montrer que l’ensemble D des matrices diagonalisables est dense. 
Indication : dans M,(C), toute matrice est trigonalisable. 


2. Justifier que ce résultat est faux si l’on se place dans M, (IR). 
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4x 6.10 Intérieur de l’ensemble des matrices diagonalisables. 
Soit n € IN*. Dans M, (IK), on note D l’ensemble des matrices diagonalisables. 
1. Soit (4,)»en une suite d'éléments de M, (IK) convergeant À € M, (IK). Soit À 
une valeur propre de À. 
(a) Montrer que x4,(À) — 0. 


p— +00 
(b) En déduire que : 
d(À,sp(Ap)) — 0. 


p— +00 


2. Montrer que l’intérieur de D est l’ensemble des matrices possédant n valeurs 
propres distinctes. 


6.11 Adhérence de l’ensemble des matrices réelles diagonalisables. 
On note 7} l’ensemble des matrices trigonalisables de M, (IR) et D,, l’ensemble des 
matrices diagonalisables de M, (IR). 


Montrer que T7, est un fermé de M, (IR) puis que c’est l’adhérence de D,. 


6.12 (Suite de l’exercice 4.6 de la page 198) 
Le but de cet exercice est de prouver que si À € M, (IR) est une matrice de trace nulle, 
alors À est orthosemblable à une matrice à diagonale nulle, c’est-à-dire qu’il existe 
une matrice P orthogonale telle que P! A P ait tous ses coefficients diagonaux nuls. 


Considérons les applications suivantes : 


D: MalR) — IR et f: On(iR) 


n 
+ Imekl 


m: : 
( D) (G,peq1,n]2 k=—1 


Une matrice M € M, (IR) a tous ses coefficients diagonaux nuls si, et seulement si, l’on 
a p(M) = 0. Le problème revient alors à montrer qu’il existe une matrice P € O, (IR) 
telle que f(P) = 0. 
1. (a) Montrer que l’application f est continue. 
(b) En déduire que f possède un minimum. 
On pourra utiliser le résultat de l’exercice 6.5 de la page précédente. 


2. Supposons que le minimum de f ne soit pas 0. Soit P € O,(IR) telle que f 
atteigne son minimum en P,. Notons B = ‘Ps À Po. 
(a) Justifier qu'il existe (k, 4) € [1,n]” tel que bg > 0 et bye < 0. 
(b) Montrer qu’il existe une matrice C orthosemblable à B vérifiant : 


C11 = bkk, C22 = bre et p(C) = v(B). 


(c) En utilisant le résultat de l’exercice 4.6 de la page 198, montrer qu’il existe 
une matrice D orthosemblable à C' vérifiant w(D) < y(C'). 
(d) Conclure. 
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Solution des exercices 


6.1 Notons a; ; les coefficients de À. 


6.2 


e Pour tout x € IR”, on à, par définition de la norme infinie : 


> 4 8 Tj 


Par inégalité triangulaire puis en majorant . par [x], on a, pour ie ]1,nl] : 


nm nm 
< Earl < (D last) x ll 
j=1 j=1 


} 


Montrons que la constante k obtenue précédemment est optimale. Pour cela, mon- 
trons qu’il existe x € IR" non nul vérifiant : 


IL = max, 


5 T j 


On a donc : 


lu(æ) |]. <kllrilk, avec k—= max (Lie 


ic[i,n] 


ue), = & Irlloo: 


Par définition de k, il existe 40 € [1,n] tel que : 


nm 
k —= De ls . 
j=1 


En considérant alors le vecteur x dont les composantes valent +1, les signes étant 
choisis de telle sorte que la j-ème composante de x soit de même signe que à, ;, 


on constate que la t-ième composante du vecteur u(x) vaut k, ce qui assure que : 
FOIRE 
Puisque [xl = 1, on obtient fu(x)| > hd: 
L’inégalité |u(x)}|. < kr étant vérifiée d’après la première partie du raison- 
nement, on obtient : 
Qu(æ)]l = Ælliloo: 


. Comme £:,...,E, sont de dimension finie, le théorème 9 de la page 295 indique 


que l’application f est continue. Elle est donc bornée sur toute partie fermée et 
bornée de E1 x --: x E,, et en particulier sur sa sphère unité S(0,1) : il existe 
donc C' > 0 vérifiant : 


Van) € 50,1) [full <C. 
Doit (tisse EX se X D. 


e Siles x; sont tous non nuls, alors on a : 


T1 Th 
—,. € S(0,1 
Es. a (,D; 
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ler -)I<0 
al" rl 


et donc : 


puis, par p-linéarité de f : 


Ge, 2) < Cell x +2 x xp. 


e Si l’un des x4 est nul, alors, par p-linéarité de f, on a f(x1,...,æ) = 0, et 


dans ce cas l’inégalité souhaitée est également vérifiée. 


2. Notons || -|| une norme sur M, (IK). L'application produit matriciel : 


Malik)? — M,(K) 
(A,B) + AB 


est bilinéaire. Comme M, (IK) est de dimension finie, la question précédente nous 
assure l’existence d’une constante ©’, que l’on peut supposer strictement positive, 
vérifiant : 


V(A,B) € MA(IK)? ||4B] < CA] ||B|: 


En considérant alors l'application N : x C'|x||, il est clair que N est une norme 
sur M,(IK) vérifiant : 


V(A,B)eM,(IK)? N(4B)< N(A)N(B). 


6.3 1.(a) Puisque Æ est de dimension finie, l’espace produit ÆE? l’est aussi donc on peut 


(b) 


travailler avec la norme que l’on souhaite. Notons |:| une norme de E et 
munissons £? de la norme : 


N((x,y)) = max(|xl||, ||yl|). 


On a alors : 


(lim(æs, Yn) = À) = N((tn,Yn) — (L1,42)) —+ 0 
4— max (It — Li||, [yn — &||) = 0 
= |xn — 1 —0 et [yn — 42] — 0 


+ imr,=t et my,=6. 


e Caractère borné. Comme À et B sont des parties bornées de ÆE, il existe 


des constantes M: et M telles que : 
VreA xl <M et VyeB |y|<M. 
Pour tout (x,y) € À x B, on a alors : 


N(x,y) = max (||, gl) < max(M1, Mo), 


donc À x B est une partie bornée de E?. 


Caractère fermé. Soit (ÜEnn)) une suite d'éléments de À x B qui 


nEIN 
converge vers { = (£1,{2). D’après la question précédente, on à limx, = 4: 
et limyn — 2. Comme les parties À et B sont fermées, on en déduit 
que A e AetEeB,et donc LE À x B. Cela prouve que À x B est une 
partie fermée. 
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2. L'application : 
p: AxB —> IR 
(x,y) > d(x,y) 
est continue (cf. exercice 36 de la page 239). Comme A x B est une partie non 
vide fermée et bornée de l’espace de dimension finie £?, 4 est bornée et atteint 
ses bornes. En particulier, elle possède un minimum : cela assure l’existence d’un 
couple (a,b) € À x B tel que : 


d(a, b) ones to (4,B) 


3. Les parties À et B sont fermées car sont respectivement les images réciproques 
du singleton {0} par les applications continues : 


IR? — IR et IR? — IR 
(z,y) + y (z,y) + zy—1. 
Les parties À et B s’écrivent également : 


A={(a,0); a€ R} 


B={(nzjisem} u , 


Pour tout n € IN*, posons : 


An = (n,0) € À FA 


et 


et 
1 
LR (n, =) € B. 
n 


Comme by — an — 0, on a d(A, B) = 0. Comme de plus À et B sont disjointes, 
on en déduit que la distance de À à B n’est pas atteinte. 


e Existence. Soit 4 : K — IR la fonction définie par (x) = | f(x) — x||. 


Étant donné que est continue (par opérations sur les fonctions continues) et 
que Æ est une partie non vide fermée et bornée d’un espace vectoriel de dimension 
finie, & admet un minimum. Notons « un point de X en lequel ce minimum est 
atteint. Si f(a) £ à, alors, d’après la propriété (x) vérifiée par f : 


p((a)) = ||f(F(a)) — F(a)]] < [f(a) — al = v(a), 
ce qui contredit la définition de a. On à donc f(a) = &, te. a est un point fixe 
de f. 
e Unicité. Si l’on suppose que a et 5 sont deux points fixes distincts, alors, d’après 
la propriété (x) vérifiée par f : 


18 — all = 1] f(8) — f(a)]] < 118 — all, 


ce qui est absurde. 
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6.5 


6.6 


Solution des exercices 


e D’après l’exercice 6 de la page 295, on sait que l’application : 


1: 


op: MaAaiR) — M,UR) 
A + ‘AA 


est continue. Par opérations sur les applications continues, l’application : 


bi MAUR) —+ IR 
A ++ |AA-I,| 


est également continue. Ainsi, puisque O@,(IR) = %1!({0}), on en déduit 
que O, (IR) est un fermé de M, (IR). 

Pour justifier que ©, (IR) est borné, on peut par exemple prendre la norme infinie 
sur M, (IR) et constater que pour tout À € O,{(IR), on a | AÏS < 1. 

En effet, pour À € O, (IR), on à, pour tout j € [l,n] : 


C7 = 1 et donc Vielfl,n] la;|<1. 
i=1 


e Supposons rg(A) > r +1 et montrons que l’on peut trouver une sous-matrice 

carrée de À de taille r + 1 inversible. 
Comme rg(A) > r +1, on peut trouver r + 1 colonnes de A formant une 
famille libre. La matrice de taille (n,r + 1) formée par ces r + 1 colonnes est 
alors de rang r + 1, donc on peut y trouver r + 1 lignes formant une famille 
libre. La matrice formée par ces r +1 lignes est alors une sous matrice carrée 
de À de taille r + 1 et inversible. 

e Réciproquement, supposons qu’il existe une sous-matrice À de À de taille r+1 

inversible, et montrons que rg(A) > r+1.La matrice À a été obtenue à partir 
de À en sélectionnant r + 1 colonnes et r +1 lignes. 
Puisque À est inversible, ses colonnes constituent une famille libre dans l’es- 
pace M,411(1K). Par suite, les colonnes de À correspondantes forment, dans 
l’espace M, 1(IK) cette fois, une famille libre. Aïnsi la famille des colonnes 
de À est de rang au moins r +1, donc À est de rang au moins r +1. 


2. Soit (4,)»en une suite d'éléments de M, (IK) convergeant vers À € M, (IK). 


Supposons que les matrices A, soient toutes de rang au plus 7 et montrons qu’il 
en est de même pour À. 

Pour cela, montrons qu'aucune sous-matrice carrée de À de taille r + 1 n’est 
inversible. Sélectionnons r +1 indices de lignes et r +1 indices de colonnes ; notons 
respectivement À et À, les sous-matrices de A et À, associées. En travaillant 
avec la norme infinie, on a : 


Nat = À) < Noo(Ay E À}; 
et donc la suite de matrices (A)pen converge vers À dans M,1(IK). 


Puisque les matrices À, sont de rang au plus r, aucune des matrices À; n’est 
inversible. On a donc : 

VpEe IN det(A,) = 0. 
En passant à la limite et par continuité du déterminant, on obtient det(A) = 0, 
ce qui donne le résultat. 
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Soit À € M, {(IK). Montrons qu'il existe une suite (4,)»en de matrices inversibles 
qui converge vers À. 


L'application IK —> lK est polynomiale de degré n (c’est la fonction 


x + det(xlh + À) 


polynomiale associée au polynôme caractéristique de —AÀ) ; elle s’annule donc en un 
nombre fini de points. Pour p € IN, notons : 


A, =2 ?I, + A. 


Les matrices À, sont inversibles, car de déterminant non nul, sauf éventuellement 


un nombre fini d’entre elles. On peut donc trouver un rang po € IN tel que pour 
tout p > po, la matrice À, soit inversible. 


La suite (4,)>n est alors une suite de matrices inversibles qui convergent vers À. 


L 
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e Séparation. Si P € IK,[X] vérifie [P| = 0, alors il possède n + 1 racines 
distinctes : @1,...,4an+1, et donc est le polynôme nul. 
Homogénéité. Soit P € IK,[X] et À € IK. On à : 
[API] = max {JAP(1)|, [AP (an+1)|} 
= JA] max {|[P(a)l...,1P(an41)l} = JAI PI. 


Inégalité triangulaire. Soit (P,Q) € IK,[X}]?. On a : 
Vkefin+1] P(ax) + Q(ar)| < [P(ax)| + 1Q(a)l 
PI + QI 


P/N 


et donc : 

IP + QI < IPI+ QI. 
Travaillons avec la norme introduite à la question précédente (rappelons que, 
puisque IK,;[X] est de dimension finie, la norme dont on le munit n’a pas 
d'importance). Si l’on a : 

Vx EIK Paz) — P(x) 
alors on à en particulier : 

Vk € [,n + 1] Pan) — P(ax) 
ou encore : 
vkefi,n+1] |Pa(ar) — P(a)| - 0. 

On a alors ||P» — P|| — 0, ie. la suite (P,) converge vers P. 
Réciproquement supposons que la suite (P,,) converge vers P. Le résultat de 
la question précédente, appliqué avec ax = x + k — 1, assure que l’on peut 
considérer la norme suivante sur IK,[X] : 


PI = max {P(x)l,1P(e +1),...,1P(œ+n)l}. 
La traduction pour cette norme de la convergence de la suite (P,) vers P 
donne immédiatement P,(x) — P(x). 


6.9 


Solution des exercices 


3. Montrons la continuité de Ÿ par caractérisation séquentielle. 


Soit À € M, (IK) et (4,) une suite d'éléments de M, (IK) tendant vers À ; mon- 
trons que Ÿ(4,) ne Y(A). 
p—+0oo 


Compte tenu de la question précédente, il suffit de montrer que pour tout x € K : 
V(A,)) >, P(4)(r) 
ou encore : 
det(xl, — À,) —— det(xl, — À). 
et(&ln — An) =, det(aln — À) C9) 
Comme À, — À, on a : 
bn A; > tin — À. 


p—+00 


La propriété (x) est alors une conséquence de la continuité du déterminant. 


. Montrons que toute matrice de À € M,(C) est la limite d’une suite (A4,) de 


matrices diagonalisables. Toute matrice étant trigonalisable dans M,(C), on peut 
écrire À = P-IT P avec P inversible et T triangulaire supérieure. 


Notons À1,...,À, les termes diagonaux de T, ie : 
A (x) 
l= er 
(0) Àn 
Les À1,...,À, sont donc les valeurs propres de À comptées avec multiplicité. 


Pour p € IN*, notons T, la matrice triangulaire supérieure obtenue à partir de T 
en modifiant uniquement sa diagonale de la manière suivante : 


Nu L (x) 
he . 
(0) ÀÂn + 


n 
p 
Justifions que, pour p assez grand, la matrice T}, possède la propriété que ses 
termes diagonaux sont deux à deux distincts : 
e siles À1,...,), sont tous égaux, alors c’est vrai pour tout p € IN* : 
e sinon, alors en notant Ô l'écart minimal entre deux valeurs propres distinctes 
de À, .e. : 
= min [As — À 
(G,5)e[1,r]° 
Xi; 


02 2 a . 2 \ n 
alors la propriété est vérifiée dès que < ds 


Ainsi, pour p assez grand, la matrice À, = PTIT, P est diagonalisable puisqu’elle 
possède n valeurs propres distinctes. 
Enfin, puisque T7, —> T'et que l'application M,(C) — 

De M + P-1MP 
continue car linéaire, on à A, — À. 


p— +00 
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2. Dans M, (IR), montrons que la matrice diagonale par blocs : 


A (ET) we 8=-(1 7) 


ne peut pas être obtenue comme limite d’une suite de matrices diagonalisables. 
Cela est dû au fait que à est valeur propre de À. Raisonnons par l’absurde : 
supposons que (4,) soit une suite de matrices diagonalisables tendant vers À. 
Notons x et x, les polynômes caractéristiques de À et À, respectivement. 

En se plaçant dans M,(C), on a : 


Vsec 21, —AÀ, s 21, — À. 


p— +00 


Donc, par continuité du déterminant : 


VAE C vie) — x). 


p— +00 
En appliquant cela pour z — À, et puisque à est valeur propre de À, obtient : 


MO) + 0. (x) 


p—+0co 
Or, pour p € IN, puisque la matrice À, est diagonalisable (dans M, (IR)), son 


polynôme caractéristique est scindé dans IR, 5.e. de la forme : 


nm 


Xp = IL - x) avec (À1,..., Ân) € IR” : 
k=1 


on à alors xp(i) = [I] (i— À&), et en particulier : 


k=1 
GO = [Tli-xf = IT0i+0 21 (x) 
k=1 k=1 


Les propriétés (x) et (xx) sont contradictoires. 


6.10 1.(a) Puisque À, — À, on a: 
VE eIK th =A, > xln — À, 


p— +oo 


et donc, par continuité du déterminant : 


VrElK xA,(x) Mer XA(&). 


En particulier, pour æ = À, cela donne : 


XA A) 52, XAU) = 0. (x) 
(b) Soit p € IN. Notons À1,...,, les valeurs propres de AÀ,, comptées avec 
multiplicités. On a alors : 
xa, = [[(X - x) et donc =]] (À — Àg). 
k=1 k=1 
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Solution des exercices 


En passant au module, on obtient : 
ea, = [TA — x > d(asp(45))". 
k=1 


La limite (x) assure alors que d(À,sp(4;)) > 0. 
p— +00 


Soit AE M,(IK) possédant n valeurs propres distinctes À1,..., An. 
Montrons que À € Int(D). On a la relation suivante (cf. page 230) : 


Int(D) = M, (IK) \ Adh(M,(IK) \ D). 


Il s’agit donc de prouver que À n’appartient pas à l’adhérence de M, (IK) \D. 
Par caractérisation séquentielle de l’adhérence d’une partie, cela revient à mon- 
trer qu’il n'existe aucune suite suite (4,),en à valeurs dans M, (IK) \ D ten- 
dant vers A. Considérons (4,)en une suite d'éléments de M,(IK) tendant 
vers À et montrons que pour p assez grand, À, est diagonalisable. 

Puisque À1,...,,, sont deux à deux distinctes, il existe £ > 0 tel que les 
boules B(A1,€),..., B(An,€) soient deux à deux disjointes (IK étant naturel- 
lement muni de la valeur absolue ou du module). 

Pour k € [1,n], le résultat de la question 1 nous dit que : 


d(Ax,sp(A)) — 0 
ce qui assure l'existence d’un rang r£ € IN tel que : 
VpelIN p>rr — B(A,e) Nsp(A;) #£ S. 


Posons r = max{r:1,...,r,} et prenons p > r. Il existe au moins une valeur 
propre de À, dans chacune des n boules B(A1,€),..., B(An,e). Comme ces 
boules sont deux à deux disjointes, cela nous fournit n valeurs propres deux à 
deux distinctes pour À,. La matrice À, est alors diagonalisable. 
Considérons maintenant À € M, (IK) diagonalisable dont les valeurs propres 
ne sont pas deux à deux distinctes, et montrons que À & Int(D) en prouvant 
que À est la limite d’une suite (4,),en de matrices non diagonalisables. 
L'hypothèse faite sur À assure l’existence d’une valeur propre À d’ordre de 
multiplicité au moins 2. La matrice À peut alors s’écrire : 


À (0) 
À 
A=PTIDP ave D= À3 et PeGL,(K). 
(0) Ân 
Posons alors, pour p € IN : 
À 2 (0) 
0 À 
D, = À3 et  A,=PT!D,P. 
(0) Xn 
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Quel que soit p € IN, la matrice D, n’est pas diagonalisable; en effet, la 
présence du coefficient non nul 2? entraîne que le sous-espace propre associé 
à la valeur propre À a une dimension strictement inférieure à l’ordre multiplicité 
de À ; par suite, la matrice À, n’est pas diagonalisable non plus. 


De plus, on a D, — D et donc 4, — À. 
p— +00 p— +00 


6.11 + Procédons par caractérisation séquentielle. Soit (4,) une suite d'éléments de 7, 
convergeant vers À € M, (IR). Montrons que À € T,. 
Pour cela, montrons que spe(A) € IR. Soit À € spe(A). Comme 4, — À, on a, 
d’après la première question de l’exercice 6.10 : 

d(X,spe(4)) Pre 0. (1) 

Or, pour tout p € IN, À, est trigonalisable dans M, (IR), donc spe(Ap) € IR. 
On a donc d{\,IR) < d(X, spe(A)) ; puis, d’après la limite (1), on a d(A,IR) = 0. 
Comme IR est un fermé de €, on en déduit À € IR. D'où spç(A) C IR, autrement 
dit À est trigonalisable dans M, (IR) (ie. AET,). 


e Prouvons désormais que 7, = Adh(D,,). Puisque T, est un fermé contenant D,, 
on a Adh(D,) C T,. Il reste à prouver l’autre inclusion. 
Soit À € T,. Montrons que À € Adh(D,) en prouvant que À est limite d’une 
suite (4,) à valeurs dans D,. 
Cela se fait par la même méthode que celle utilisée à la première question de 
l'exercice 6.9. Comme À est trigonalisable dans M, (IR), on peut écrire : 


M (x) 
A=PTITP avec PEGLAliR) et T=— . 
(0) Xn 
Les À1,...,À, sont donc les valeurs propres de À comptées avec multiplicité. 


Pour p € IN*, notons 7, la matrice triangulaire supérieure obtenue à partir de T 
en modifiant uniquement sa diagonale de la manière suivante : 


À + 5 (x) 
(0) An + 
On justifie alors que, pour p assez grand, les coefficients diagonaux de la matrice T, 


sont deux à deux distincts (cf. corrigé de l'exercice 6.9). 
On obtient alors, en posant À, = PTIT, P : 


(Vp EIN* A4,€ Dr) et A, — À. 


p— +00 
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6.12 1. (a) 


(c) 


Solution des exercices 


e L'application : 


A : MUR) — IR? 


(Mi,5)(,5)e[1n]2 + (Mm1,1; .. 2) 


est linéaire donc continue puisque son espace de départ est de dimension 
finie. L'application © apparaît alors comme la composée des deux applica- 
tions continues À et IR —> IR donc est continue. 
z > xl 
e Par continuité de la transposition et du produit matriciel, l’application : 


OUR) — M, (IR) 
P — PMP 


est continue. 
Ainsi, par opérations sur les applications continues, l’application f est conti- 
nue. 
Il a été vu que CO, (IR) est une partie fermée et bornée de M, (IR) (cf. exer- 
cice 6.5 de la page 302). Comme f est continue et que M, (IR) est de dimension 
finie, le théorème des bornes atteintes s’applique : la fonction f est bornée et 
atteint ses bornes. 
En particulier, f est minorée et atteint son minimum. 


Remarque On savait déjà que f était minorée car f prend évidemment ses 
valeurs dans IR}. 11 s'agissait donc de justifier que f atteignait sa borne infé- 
rieure. 


e Comme B est semblable à la matrice À, on a Tr B = Tr À — 0. 

e Comme le minimum de f n’est pas 0, on à w(B) = f(Po) > 0, donc les 
coefficients diagonaux de B ne sont pas tous nuls. 

Ainsi, parmi les coefficients diagonaux de B, au moins un est strictement 

positif et au moins un est strictement négatif. 


Notons u l’endomorphisme de IR” canoniquement associé à B. 
Notons B = (e1,...,e,) la base canonique de IR" et munissons IR" de son 
produit scalaire canonique. Considérons une base B' — (ë:,...,ë,) obtenue par 


permutation à partir de B en venant placer les vecteurs ex et eg en premières 
positions, de telle sorte que : 


ê] — Ck et é2 — €4. 


La base B' hérite de B son caractère orthonormé. Si l’on note C la matrice 
de u dans la base B/, les coefficients diagonaux de © sont donc donnés par : 


Vie [1,n] Cii = (u(é;) | ê; L 
Il en résulte que la diagonale de C’ s'obtient, à partir de la diagonale de B, 


par la même permutation que la base B' à été obtenue à partir de la base B. 
On a donc : 


C1 =bx8, CGo=byr et g(C) =vp(B). 


e Écrivons la matrice C par blocs : 


ce Outre avec C1E Ma(iR) et Ca € Mn-o(lR). 
eme 
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D’après l’exercice 4.6 de la page 198, la matrice Ci est orthosemblable à 
une matrice dont les deux coefficients diagonaux sont égaux. 
Il existe donc P € Oj(IR) telle que la matrice ‘P Ci P soit de la forme : 


À «a 
B À 


Notons de plus que comme €11 > 0 et c22 <0,ona: 


) ÆrCi C1,1 + C22 
avec À = = ————<—:. 


IP C1 P = 
: 2 2 
JA] < |c11| et JA] < |c2,2|. (x) 


e Considérons alors la matrice définie par blocs : 


|. 0 
o- (+ e_). 


* On a, en effectuant un produit par blocs : 


10 FO Pr). 
ea- (+ ns o)-( (0) es Le 


donc la matrice Q est orthogonale. 
* Toujours en effectuant un produit par blocs, on obtient : 


QCQ = | POP |PC ] 


C3P Ca 


Posons alors D = QC Q. La matrice D est orthosemblable à la ma- 
trice C et l’on a : 


p(D) = 211 + lc 
i=3 


nm 
< |,1| + |c2,2| + >» lea] (d’après les inégalités (x)) 
i=3 


= p(C). 


(d) Par propriétés des matrices orthogonales, on montre que la relation « être 
orthosemblable à » est une relation d'équivalence. Aïnsi, par transitivité, la 
matrice D obtenue à la question précédente est orthosemblable à la matrice À 
initiale. Il existe donc À € O, (IR) telle que D ='RAR. 

On a alors : 
J(R) = p(D) < &(C) = 4(B) = (Po), 
cela contredit le fait que f atteigne son minimum en P,. L'hypothèse initiale 
est donc fausse : on en déduit que le minimum de f vaut 0. 
D'où le résultat. 
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Fonctions vectorielles, 
arcs paramétres 


|l  Dérivation des fonctions vectorielles 


Le but de cette section est de généraliser aux fonctions d’une variable réelle à 
valeurs dans IR" les notions de dérivation et de développement limité vues en 
première année pour les fonctions à valeurs réelles ou complexes. 


Dans toute cette section, n est un entier naturel non nul, 
e J est un intervalle d'intérieur non vide de IR, et a un point de 1, 


e B—(e1,...,en) est une base quelconque de IR”, 


e f est une fonction de 7 dans IR”, et l’on désigne alors par fi, ..., fn 
ses n fonctions composantes (ou fonctions coordonnées) dans B, 
c’est-à-dire les fonctions fs : 1 — IR définies par : 


Vel f(t) = D fe(e) eg. 
£=1 


Lorsque B est la base canonique de IR”, on a donc aussi : 


VMET ft)= (A6)... ff). 


1 Dérivée en un point 


éfinition 1 
L'application f est dérivable en a si le taux d’accroissement en a : 


Ta(f): I\{a} — IR" 
JC) — f(a) 


LD —————— 
t—a 


admet une limite v € IR" en a, appelée vecteur dérivé de f en a. 


Notation Le vecteur dérivé de f en a se note A (a), Df(a) ou f’(a). 


1 Dérivation des fonctions vectorielles 


Interprétation cinématique Lorsque n = 2 ou n = 3, et que la position d’un 
point matériel M; dépend du temps, on peut lui associer la fonction : 


FRS OM. 


e L'ensemble des f(t), pour t élément de l'intervalle 7 de définition de cette 
fonction, est alors appelé trajectoire du point M. 


e La fonction f est alors supposée dérivable, et pour to € T, le vecteur f”/(to) 
est le vecteur vitesse instantanée du point M, à l’instant to. 
Exercice 1 Soit u € IR”, et 4 : 1 — IR une fonction dérivable en a. Montrer que : 
f:té v(t)u 
est dérivable en a et donner f’(a). 
roposition 1 
Soit v un élément de IR”. Il est équivalent de dire : 


(i) il existe une fonction € : 1 — IR" vérifiant lime (t) = 0 et : 
a 


VCeET f(t)=f(a)+(t-a)jvu+(t-a)e(t) ; 


(ii) la fonction f est dérivable en a et f'(a) = v. 


Remarque : prendre garde qu'ici e(t) est un vecteur. Démonstration page 345 


Remarque On peut encore exprimer (4), en disant que la fonction f possède 
un développement limité d’ordre 1 en a. 


roposition 2 
Si la fonction f est dérivable en à, alors elle est continue en a. 
Démonstration page 345 
p.345] Exercice 2 Vérifier que la réciproque de la proposition précédente est fausse. 
roposition 3 


La fonction f est dérivable en a si, et seulement si, chacune de ses fonctions 
composantes dans la base B est dérivable en a. On a alors : 


OR O0 
£=1 


Principe de démonstration. Démonstration page 345 


Écrire les fonctions composantes du taux d'accroissement de f en a. 
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Remarque En identifiant € à IR?, on retrouve qu’une fonction f, de I 
dans €, est dérivable en a si, et seulement si, les fonctions Re f et Im f 


le sont, puisque ce sont les applications composantes de f dans la base cano- 
nique. 


2 Fonction dérivée 


éfinition 2 
La fonction f est dérivable sur 7 lorsqu'elle est dérivable en tout a € I. 


d 
Notation On note alors f’ ou Df, ou encore dE. l'application : 
ff: I  — IR 
t > Df(t) 


qui, à tout t € TL, associe le vecteur dérivé de f en t. On l’appelle l’applica- 
tion dérivée de f, ou plus simplement la dérivée de f. 


roposition 4 
La fonction f : 1 — IR" est dérivable sur 1 si, et seulement si, tous ses 
fonctions composantes sont dérivables sur 1, et alors : 


er FH= De 
k=1 


Démonstration. C'est la version globale de la proposition 3 de la page précédente. (n 


Remarque Lorsque B est la base canonique de IR”, on a donc aussi : 


er JD = (D. fO). 
Exercice 3 Montrer que les fonctions : 


— 


DUR SUR et _T: IR — IR? 
t (cost,sint) t (—sint, cost) 


sont dérivables, et donner leurs dérivées. 


roposition 5 
Une application f : 1 — IR" est constante sur l’intervalle 1 si, et seulement 


si, elle est dérivable et de dérivée nulle en tout point de 7. 


Principe de démonstration. Utiliser les fonctions composantes. | Démonstration page 346 
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3 Opérations sur les fonctions dérivables 


Dans toute cette partie, n, p et q sont des entiers naturels non nuls. 
roposition 6 


Soit f et g deux applications de Z dans IR” ainsi que (À,u) € IR?. 
e Si f et g sont dérivables en a, alors À f + u g est dérivable en a, et : 
(A f +ug) (a) = À f'(a) + ug'(a). 
e Si f et g sont dérivables sur 1, alors À f + 1 g est dérivable sur T, et : 
(Af+ug) =Àf +ug 


Démonstration. 


Il suffit de considérer les fonctions composantes et d'utiliser le résultat ana- 
logue vu pour les fonctions à valeurs dans IR. 


(n 
roposition 7 


Soit L une application linéaire de IR” dans IR?. 

e 5i f est dérivable en a, alors Lo f est dérivable en a et : 
(Lo f)'(a) = L(F(a)). 

e Si f est dérivable sur 1, alors Lo f est dérivable sur I et : 


(Lo f) = Lo f. 


Principe de démonstration. 


Démonstration page 346 


Exprimer le taux d'accroissement de Lo f en fonction de celui de f. 


roposition 8 


Soit B une application bilinéaire de IR” x IR? dans IRT, ainsi que des appli- 
cations f : 1 — IR? et g: 1 — IRP. 


e Si f et g sont dérivables en a, alors B(f,g) est dérivable en a et : 
B(f,g)'(a) = B(f'{a), g(a)) + B(f(a),g'(a)). 


e Si f et g sont dérivables sur 1, alors B(f,g) est dérivable sur 1 et : 


B(F,9) =B(7",9)+B(Eg') 


Principe de démonstration. 


Démonstration page 346 
Utiliser les fonctions composantes de f et g. 


Notation Ici et dans la suite du chapitre, B(f,g) désigne la fonction t + B(f(t),g(t)). 
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Applications les plus utiles 
e Siles applications 6 : 1 — IR et f : 1 — IR" sont dérivables sur J, alors w f 
est dérivable sur I et : 


(if) =v'f+vef. 


e L'espace IR étant muni d’un produit scalaire noté ( | ), si f : 1 — IR” 
et g: 1 — IR" sont dérivables sur 1, alors ( f | g) est dérivable sur 1 et : 


(flag) =(f1g)+(f lg). 


e L'espace vectoriel IR? étant muni de sa structure euclidienne canonique 
orientée, si f : 1 — IR et g : I — IR° sont dérivables sur I, alors f A g 
est dérivable sur T et : 


(fAg) = f'Ag+fA\g. 


e Étant donné une base B de IR?, si f : 1 — IR? et g : 1 — IR? sont 
dérivables sur I, alors leur déterminant dans la base B : 
detg(f,g): 1 — IR 
t — detg(f(t),g(t)) 


est dérivable sur TI, et : 
dets(f,g) = detg(f”,g) + detg(f, g'). 


Exercice 4 Soit f une application dérivable de I dans IR”. 


1. Si f est de norme constante, montrer que f(t) et f'(t) sont orthogonaux. 


2. Montrer que || f|2 est dérivable en tout point to où le vecteur f(£o) est non nul. 


Exercice 5 Soit a et b deux fonctions continues de 7 dans IR, ainsi que fi et f2 


deux solutions à valeurs réelles de l’équation différentielle : 
y" +ay +by=0. (E) 


Han 
k 


Montrer que W = est dérivable et en simplifier la dérivée. 


Exercice 6 Soit u1, u2, et u3 trois fonctions dérivables de I dans IR, telles que, 


pour tout {€ I, la famille (u(t), u(t), us(t)) soit une base orthonormée directe. 
1. En dérivant (u; | u;), montrer que À;, matrice de (ul(t),u;(t),us(t)) par 
rapport à la base (ui(t), ua(t), us(t)), est antisymétrique. 
2. En déduire que, pour tout { € I, il existe un vecteur Q(t) € IRŸ tel que : 
OO AMD OC NL OC = NCA 
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p.348] Exercice 7 Soit M, un point matériel en mouvement dans un plan tel qu’à chaque 


instant, son vecteur vitesse soit orthogonal à la droite (OM,). Montrer que la tra- 
jectoire de M, se trouve sur un cercle de centre ©. 


roposition 9 2 
Soit 1 et J deux intervalles de IR, ainsi que f : 1 — IR" et w:J — I. 


e Si y est dérivable en a € J et si f est dérivable en a = y(a), alors la 
fonction f o & est dérivable en a et l’on a : 


(f o w)'(a) = y'(a) f'(w(a)). 


e Si v est dérivable sur J, et si f est dérivable sur 1, alors la fonction fo 
est dérivable sur J et l’on a : 


(fow) = #.(f'ow). 


Principe de démonstration. Regarder chaque composante. Démonstration page 348 


Attention Bien écrire : 
(f o pJ'(a) = p'(a) f'(p(a)) 


puisqu'il s’agit de la multiplication du vecteur f'((a)), que l’on met donc à 


droite, par le scalaire w’(a), que l’on met donc à gauche. 


Exercice 8 Soit r et 0 des fonctions dérivables de 7 dans IR, ainsi que la fonction f 
de I dans IR?, définie en coordonnées polaires par : 
J'thr(t)u(8(t)) avec d:805 (cos0,sin8). 


Montrer que f est dérivable et en donner la dérivée. 


Exercice 9 Soit r, 0 et z trois fonctions dérivables de 7 dans IR, ainsi que la 
fonction f de I dans IR*, définie donnée en coordonnées cylindriques par : 

k = (0,0,1) 

ü:tr (cost,sint,0) 


fitrr(t)a(8(t)) +2()E avec { 


Montrer que f est dérivable et en donner la dérivée. 


4 Fonctions de classe C* 
Dans cette section, p et q sont deux entiers naturels non nuls. 
éfinition 3 
Une fonction f : 1 — IR" est de classe C! sur Z lorsqu'elle est dérivable 


sur Î et que sa fonction dérivée est continue sur I. 


Notation  C!(J,IR") désigne l’ensemble des fonctions de classe C! de Z dans IR”. 
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roposition 10 
La fonction (vectorielle) f : 1 — IR" est de classe C! sur 1 si, et seulement 


si, ses fonctions composantes (à valeurs réelles) sont de classe C! sur I. 


Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition 4 de la page 318 et du 
fait qu'une fonction à valeurs dans IR" est continue si, et seulement si, toutes ses applications 
composantes le sont. O 


Exemples 
1. Si y EC!(L,IR) et f € C!(I,IR"), alors ç f € C!(I, IR"). 
2. On munit IR” d’un produit scalaire. 
e Si f et g sont de classe Cf, alors ( f | g) est de classe Cf. 
e En particulier, si f € C!(I,IR"), l'application || f||2 est de classe C!. 


Lorsque f : 1 — IR” est dérivable sur J, il se peut que f”’ soit aussi dérivable 
sur 1. La dérivée de f’ est alors appelée dérivée seconde de f, et se note f”. 


Interprétation cinématique Si f représente le mouvement d’un point maté- 
riel en fonction du temps, alors f est supposée avoir une dérivée seconde, et le 
vecteur f”(to) est le vecteur accélération du point matériel à l'instant to. 


p.349| Exercice 10 Avec les notations de l’exercice 8 de la page précédente, et en supposant 


les fonctions r et 0 deux fois dérivables, calculer f”(t) pour tout t € I. 


p.349| Exercice 11 Soit M, un point matériel en mouvement dans l’espace tel qu’à chaque 
instant 4, son vecteur accélération soit colinéaire à f(#) = OM. 


1. Montrer que la fonction g:t1+ f(t) À f'(t) est constante. 
2. Lorsque g 0, montrer que la trajectoire de M est plane. 
On pourrait définir ainsi par récurrence la dérivée d’ordre k de f par : 
fOZf et vkeIN FA = (F0) 
Mais il est plus facile de définir directement la notion de fonction de classe C*. 


éfinition 4 
Soit f une fonction de / dans IR". 


e La fonction f est de classe C° sur J, si elle est continue sur J. 


e Pour k € IN*, la fonction f est de classe CF, lorsqu'elle est dérivable 


sur Î et que sa fonction dérivée f” est de classe C*-1 sur I. 


Exemple f est de classe C? si, et seulement si, elle est dérivable avec f’ de classe C!. 
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Remarque Pour k > 1, on peut aussi dire qu’une fonction est de classe CF 
lorsqu'elle admet des dérivées à tout ordre inférieur ou égal à k, et que ces déri- 
vées sont continues (surtout la dernière puisque les autres, qui sont dérivables, 
sont automatiquement continues). 


Notations Soit k € IN. 
e CF(I,IR") désigne l’ensemble des fonctions de classe C* de 1 dans IR”. 


d’ 
e Si f € CF(I,IR"), alors pour tout 4 € [0,4], on note f(), D'f ou . 
sa dérivée 1-ème et l’on a donc : 
JOZr et Vie F0 = (70 2 (GED) 
éfinition 5 
Une fonction f : 1 — IR" est de classe C® sur J lorsqu'elle est de classe CF 


sur 1, pour tout entier naturel k. 


Notation 
C©(I,IR") est l’ensemble des fonctions de classe C® de 7 dans IR”. 


Remarques 
e Pour tout couple d’entiers naturels (k,£) vérifiant k > £, on a évidement : 


CLR SE CIRE CULIRTe 
e On a aussi : C(I,IR*) = A CÉ(L,IR"). 
kKEIN 


roposition 11 
Pour tout k € INU{ow}, une fonction f : 1 — IR" est de classe C* sur I si, 


et seulement si, ses fonctions composantes dans B sont de classe CF sur I. 


Principe de démonstration. Par récurrence pour k € IN. Démonstration page 350 


5 Opérations sur les fonctions de classe C* 


roposition 12 
Pour tout & € INU {co}, l’ensemble C*(I,IR") est un espace vectoriel. 


Principe de démonstration. Utiliser la proposition précédente. | Démonstration page 350 


roposition 13 
e Lorsque k est un entier naturel non nul, la dérivation est une application 


linéaire de C*(I,IR") dans CF (I, IR"). 


e La dérivation est un endomorphisme de C®(J,1R"). 


Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition 6 de la page 319 et de la définition 
d'une fonction de classe C. (m 
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Exercice 12 Soit k € INU{æ} et L une application linéaire de IR” dans IR?. 
Si f € CF(I,IR”) montrer que l’on a Lo f e C*(I,IR?). 


roposition 14 
Soit Z et J deux intervalles de IR. Si f € CF(I,IR") et ç € CA(J,IR) véri- 


fient w(J) C I, alors la fonction f o w est élément de C*(J,IR"). 


Principe de démonstration. Utiliser les fonctions composantes. | Démonstration page 350 


roposition 15 (Formule de Leibniz) 
Soit n € IN et B une application bilinéaire de IR” x IR? dans IR7. Si l’on 
suppose f € CF(I,IR") et g € C*(L,IR?), alors on a B(f,g) € C*(I, IR) et : 


(B(f,9))® = S () BF, ge). 


{=0 


Principe de démonstration. Démonstration par récurrence sur k € IN. 


Démonstration page 351 


p.351| Exercice 13 Avec les notations de l’exercice 8 de la page 321, et en supposant les 


fonctions r et 0 deux fois dérivables, calculer directement f” sans utiliser f”. 


6 Développement limité d’une fonction de classe C* 

Dans toute cette partie, k désigne un entier naturel. 
éfinition 6 
On dit que f possède développement limité à l’ordre k en to € I, 
lorsqu'il existe k + 1 vecteurs vo, v1, ..., vx de IR" tels que : 


ft) = | (E — to) ui + o((t — to}. 


Remarque 
On peut aussi exprimer ce qui précède en disant qu'il existe k + 1 vecteurs 
vo, ..., 0 de IR? et € : I — IR” vérifiant lim € = Ô, ainsi que : 
0 
k . 
EI f(t)= D (to) ui +(t— to)" e(t). (+) 
i=0 
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En désignant : 
e par (£1,...,€n) les fonctions composantes de € dans B, 


e par (Vi1,..., Vin) les composantes de v; dans B pour tout à € [0,k], 
la relation (+) est équivalente aux n relations : 


k 


VEI fat)=S (t-to) we+(t-to)*ee(t) pour Le Tin], 
i=0 
puisqu’une fonction tend vers 0 en {9 si, et seulement si, toutes ses fonctions 
composantes tendent vers 0 en {o. Par suite, f possède un développement 
limité à l’ordre k en to, si, et seulement si, toutes ses fonctions composantes 
possèdent un développement limité à l’ordre k en to. 


Point méthode 


Pour trouver un développement limité de f, on calcule la plupart du temps 
des développements limités des fonctions composantes. 


p.352| Exercice 14 Développement limité d’ordre 3 en 0 de f:tr (t— sint, 1— cost). 


t ii 
p.352| Exercice 15 Développement limité d’ordre 3 en 0 de f:tr ——. =; 


p.352] Exercice 16 Développement limité à l’ordre 4 en 0 de f:t+ (cosŸt,sin”t). 


Toutefois, la proposition suivante peut aussi permettre d’obtenir un dévelop- 
pement limité pour une fonction f suffisamment régulière. 


roposition 16 
Toute fonction f € C*(I,IR") admet un développement limité à l’ordre k 
en to € Î donné par la formule de Taylor-Young : 


k i 
100 = D ÉD F0 (40) + o((# — 10). 


i=0 


Principe de démonstration. Utiliser les fonctions composantes. | Démonstration page 352 
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Il Arcs paramétrés 
1 Généralités 
éfinition 7 
e Un arc paramétré est un couple L = (7,7), où 1 est un intervalle 
d'intérieur non vide de IR, et 7 une fonction de 7 dans IR”. 


e Le sous-ensemble (1) de IR” s'appelle support de T. 


Exemple Pour toute fonction f : 1 — IR, sa courbe représentative, d’équation 
y = f(x), ou encore le graphe de f, est le support de l'arc paramétré de IR?, as- 
socié à : 
4: I — IR 
te (ff). 


Cas des arcs rectilignes 
e Une droite vectorielle de IR” en est un sous-espace vectoriel de dimension 1. 


e Mais dans le secondaire, vous avez rencontré dans le plan ou dans l’es- 
pace, des droites qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels, puisqu'elles 
ne contiennent pas 0. Pour a € IR" et ü& vecteur non nul de IR”, la droite 
passant par a et de vecteur directeur ü est l’ensemble : 


D={a+tü;telR} ouencore D=a+lRü. 


Cette droite n’est une droite vectorielle que si elle contient 0. Pour distin- 
guer du cas vectoriel, on parle alors de droite affine. 


e Par suite, D est le support de l’arc paramétré +: IR —> IR" 
t + a+tü. 


Mais c’est aussi le support par exemple de & : IR — IR" 
LES GhPU. 
Point méthode 
Si m est un point de Æ, on a donc : 


mea+lRü > m—a € Vect(ü). 


Exemples de parties d’une droite Soit a € IR" et à un vecteur non nul de IR". 
e L'application y: [0,1] —> IR” 
t + a+tü. 
est un arc paramétré dont le support est le segment [a,b] avec b = a + ü. 


e L’arc paramétré +: IR; — IR" a pour support une demi-droite. 
t + a+tü. 
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Cas général 

Lorsque n vaut 2 ou 3, le support d’un arc peut être représenté à l’aide de 
logiciels informatiques, tels que par exemple python muni de la bibliothèque 
matplotlib, voire avec scilab. 


Exemples 
e Soit (a,b) € IR*”. Si: 


y: [0,27] — IR? 


COUR 
t + (acost,bsint) KO] 7/3 


alors le support de F — ([0, 27], 7) est une ellipse. 


e Pour (r,k) € IR X IR”, l'arc (IR, y), avec 


y: IR — IR 
t +  (rcost,rsint,kt) : y 


est ce que l’on appelle une hélice circulaire. 


Pour tracer le support d’un arc paramétré, on peut procéder comme un ordi- 
nateur, et en déterminer une multitude de points suffisamment proches pour 
donner l'illusion de la courbe (en les joignant éventuellement par des mini- 
segments), mais on peut être plus économe et ne déterminer que quelques 
points, à condition de pouvoir donner l’allure du support de l’arc au voisinage 
de chacun d’eux. Nous allons voir comment dans la suite. 


Interprétation cinématique 

En cinématique, on rencontre des arcs paramétrés lors de l’étude du mouve- 
ment, sur un intervalle de temps 7, d’un point matériel mobile M4 dont la 
position à l’instant { € Z est définie par y(t). 

e Le support de l’arc (1,7) est alors appelé trajectoire du point M,. 


e Dans ce cas, la fonction 7 est supposée deux fois dérivable et les vecteurs 


7/(t) et y/(t) sont respectivement appelés vecteur vitesse et vecteur 
accélération du point M, à l’instant t. 


e Le physicien nous dit alors que le vecteur vitesse est tangent à la trajectoire, 
ce que l’on retrouvera dans la proposition 17 de la page 330. 


Pour pouvoir dériver, il est nécessaire d’avoir des hypothèses sur la régularité 
de y, d’où la définition suivante. 

éfinition 8 

Pour k € INU {+}, on dit que l’arc F = (1,7) est de classe C* lorsque 


l'application + : 1 — IR" est de classe CF. 
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Exemples Tous les arcs paramétrés rencontrés jusqu’à présent sont de classe C? 
voire C®, et il en sera de même de la quasi totalité des arcs que vous rencontrerez 
dans la suite. 


Point du support, point de l’arc paramétré 


Exemple : y 
Sur un écran d’oscilloscope, on peut observer une trace de 
spot correspondant à l’arc [= ([-3, ;. TS avec : 
1: 153 — À Ce . 
t + (—cos2t,sin3t) 


Dans l’exemple ci-dessus, le point (3,0) du support est obtenu pour deux 
valeurs du paramètre { = —7 et { — 5 : le point mobile étudié passe plu- 
sieurs fois au même endroit, avec des vecteurs vitesses différents. Il y a deux 
« morceaux du support passant ce point », et pour étudier les tangentes, il est 


nécessaire de distinguer entre point de l’arc et point du support. 
Si (1,7) est un arc paramétré, pour tout t € I, le couple (t,7(t)) s’appelle 
point de paramètre t de l’arc 7. 


Notation Dans toute la suite, le point y(t) sera aussi noté M,, ce qui est 
une façon de faire apparaître le paramètre. 


Remarque 
e Un point simple de [' est un point qui n’est obtenu que pour une seule 
valeur du paramètre t. 


e Sinon, c’est un point multiple. 


Exemple Tous les points de l’arc précédent sont simples, à l'exception du point (5, 0). 


2 Tangente en un point d’un arc paramétré 


Soit L = (1,7) un arc paramétré de classe CF avec k > 1 et to € I. En suivant 
le physicien, on pourrait dire que la tangente au point de paramètre to de 7 
est la droite définie par le point (to) = M4, et le vecteur 7/(to). Toutefois la 
définition suivante est à la fois plus géométrique et plus générale. 
éfinition 9 
e L’arc (1,7) admet une tangente au point M4, (de paramètre to), si la 
droite (M,,M;) admet une position limite quand t tend vers to, c’est-à- 
dire si l’on peut en trouver, au voisinage de t,, un vecteur directeur ü(t) 
possédant en {, une limite non nulle notée üo. 


La droite passant par M4, et dirigée par üo est alors appelée tangente 


à l’arc paramétré (/,7) au point de paramètre t0. On dit aussi que 
l’arc et la droiïte sont tangents en M,,. 
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Remarque La définition précédente suppose que la droite (M4, M4) est définie 
pour t voisin de to, et donc que l’on a y(t) Z (to) au voisinage de to: 


le vecteur My, M4 = y(t) — (to) en est alors un vecteur directeur. 


Exemple Considérons les fonctions composantes d’un arc plan 7 définies par : 
VEET y(t) = (x(t),y(E)). 


Si tin possède une limite m en to, alors I possède une tangent en AM,,. 
y(t)—y(to) 

e Lorsque m € IR, alors (ls a) 
et ce vecteur admet comme limite le vecteur non nul (1,m) ; 
z(t)—x(to) 
y(t)—y(to) 
vecteur directeur de la droite (M,,M;) admettant comme limite le vecteur (0,1). 
Dans les deux cas, la droite (M,,M;) admet donc une position limite, qui est la droite 


passant pas M;, et de « pente » m. 


) est un vecteur directeur de la droite (M,, M), 


e Lorsque m = +o, alors ( Ai, qui est défini au voisinage de to, est un 


Remarque L'exemple ci-dessus montre que la définition précédente est une 
généralisation de ce que vous avez vu pour les courbes d’équation y = f(x). 


Tangente en un point régulier 
éfinition 10 
Le point M4, de de paramètre to € I est dit régulier lorsque y'(to) # 0. 


Sinon, on dit que c’est un point stationnaire. 


p.352] Exercice 17 Soit l' = (7,7) un arc paramétré, J un intervalle de IR, et 5: J — 1 


! soient dérivables. On pose y; = 70%. 


une application bijective telles que & et w7 
1. Montrer que les arcs paramétrés let L'1 = (J,71) ont même support. 


2. Prouver que le point de paramètre 06 de l'; en est un point régulier si, et 
seulement si, le point de paramètre to = (60) est un point régulier de T. 


Avec les notations de l’exercice précédent, on dit que li, = (J,y;) est un 
reparamétrage admissible de l’arc l'. Aïnsi, un reparamétrage admissible 
d’un arc ne modifie ni son support, ni le fait qu’un point de ce support soit 
régulier ou non pour le paramétrage. 


p.353] Exercice 18 Soit à un vecteur non nul de IR". Quels sont les points réguliers 


1. de l’arc paramétré par 7: IR —> IR" d 
Gr r 


2. de l’arc paramétré par 1: IR — IR” 7 
0 + a+@ü 


Quel contre-exemple obtient-on ainsi ? 
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roposition 17 
Si M;, est un point régulier de l’arc l', alors [admet pour tangente en ce 


point la droite passant par M,,et de vecteur directeur 7/(to). 


Principe de démonstration. Démonstration page 353 


VE) — Y(6o) 
t 


La droite (M,, M4) est dirigée par le vecteur : 
— Lo 


Exemples 
1. Soit (a,ü) € IR" x (IR" À {0}) et y: IR —> IR" 
t + a+tiü 
dont le support est une droite D. 


e Tout point de paramètre t, de cette droite D est régulier puisque y/(to) = ü. 


e La tangente au point de paramètre {5 est la droite passant par M4, = (to) 
et dirigée par le vecteur ü, c’est-à-dire la droite D elle-même. 


2. Soit (r,a) € IR x IR*. Tout point de l’hélice paramétrée par : 
y: IR — IR 
t + (rcost,rsint,at) 
est régulier, et la tangente au point de paramètre {9 est la droite : 
My +IRY (to) avec (to) = (—-rsinto, rcosto, à). 
3. L’arc paramétré (en forme d’alpha) de la page 328 possède, 


e au point de paramètre {, = —F, une tangente dirigé par y/(—?) = (248,3): 


e au point de paramètre {2 — 7, une tangente dirigé par y(F) — (V3, —3). 


Ainsi, en ce point double, le support possède deux tangentes différentes. 


p.353| Exercice 19 En utilisant les hypothèses et les notations de l’exercice 17, vérifier 


que si to — (60), alors les vecteurs Y/(to) et y1(00) dirigent la même droite. 


Remarque Le résultat de l’exercice précédent montre qu’en un point simple 
régulier, la tangente que l’on a définie à l’arc paramétré peut être considérée 
comme une tangente au support de cet arc. 


éfinition 11 
est un arc paramétré régulier lorsque tous ses points sont réguliers. 


Équation de la tangente en un point régulier d’un arc plan 


éfinition 12 


On dit que F = (7,7) est un arc plan, lorsque 7 est à valeurs dans (R%: 
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Point méthode 


Soit B une base de IR?. Si T est la tangente à l'arc plan L = (1,7), au 
point de paramètre to, supposé régulier, alors on a : 


meT = detg(m — (to), y(to)) = 0, 


ce qui donne une équation cartésienne de la tangente T7. 


Démonstration. Un élément m € IR? appartient à la tangente T si, et seulement si : 
Y(to) — m € Vect(y'(to)), 


ce qui équivaut à dire que la famille ((£0) — M, Y/(to)) est liée puisque y’(to) £ 0. Û 


p.353] Exercice 20 Soit (a,b) € IR° ? et l’ellipse paramétrée par y :t + (acost,bsint). 
En donner une équation de la tangente au point de paramètre to. 


Exercice 21 Soit p € IR* et l'arc paramétré T = (IR, +) de IR? défini par : 


t2 
VLEIR (6) = (e, —) (T est une parabole). 
D 
1. Pour t € IR, donner une équation de la tangente à Lau point de paramètre t. 
2. Par quels points du plan passe-t-il deux tangentes à T° ? 
3. En supposant IR? muni de son produit scalaire canonique, déterminer les points 
de IR? par lesquels passent deux tangentes à L orthogonales entre elles. 


éfinition 13 
Si [est un arc plan admettant une tangente en M4, , la normale à Ten M4, 


est la perpendiculaire issue de M4, à cette tangente. 


p.354] Exercice 22 Soit (a,b) € IR° ? et l’ellipse paramétrée par y :t + (acost,bsint). 


En donner une équation de la normale au point de paramètre to. 


Cas des points stationnaires (non réguliers) 


On suppose ici que L = (1,7) est un arc paramétré de classe C* avec k > 2 
et que le point de paramètre to de T vérifie y/(to) = 0. 


Point méthode 


Si l’on a y/(to) = 0 et y”(to) £ 0, alors l'arc L admet pour tangente en to 
la droite passant par (to) et de vecteur directeur +”(to). 
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p.354| Exercice 23 Justifier l'affirmation précédente. 


Indication : utiliser une formule de Taylor à l’ordre 2. 


Interprétation cinématique Lorsque la vitesse s’annule, et que le vecteur 
accélération est non nul, la tangente à la trajectoire est dirigée par ce dernier. 


p.355| Exercice 24 Tangente au point t = 0 de l’arc paramétré T° défini par 


t t 
Vte [0,47] xt) = cost — 2 cos (:) et y(t) =sint —2sin (s) 


p.355] Exercice 25 Tangente au point t = 1 de l’arc paramétré défini sur IR par 


2 
Her ut) = eS y(t) = SÉ 24. 


p.355] Exercice 26 (Approfondissement) 


Dans le cas général,en supposant y suffisamment dérivable, montrer que la tangente 
en un point de paramètre to est dirigée par le premier vecteur dérivé non nul en ce 
point (s’il existe). 


En revanche, il peut exister des cas non triviaux où tous les vecteurs dérivés 
sont nuls en to, ce qui n’empêche pas forcément l’arc d’y avoir une tangente. 


p.355) Exercice 27 Montrer que l’arc paramétré F défini sur IR* par : 


3(0)= (0,0) et VéelRt y(t) = (et te), 


possède une tangente au point de paramètre 0 et la déterminer. 


3 Forme du support au voisinage d'un point (arc plan) 
Dans la partie précédente, nous avons étudié comment déterminer la tangente 
en un point d’un arc paramétré. Nous allons ici, pour les arcs plans, étudier 
comment le support est situé par rapport à cette tangente. On suppose pour 
cela l’arc suffisamment régulier, et en particulier, de classe C* avec k > 2. 
Point birégulier : lorsque -’(t) et y”’(to) ne sont pas colinéaires 
Lorsque les vecteurs Y/(to) et 7”(to) ne sont pas 
proportionnels, alors : 
e on a y(to) £ 0, et [est donc tangent à la 
droite T , passant par M,, et dirigée par (to) ; 
e au voisinage de to, le support de FL est situé 
dans le demi-plan défini par T et ”(to) . 
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Justification 


e Comme 7 est au moins C?, écrivons la formule de Taylor à l’ordre 2 au voisinage de to : 
Mio Me = y(t) — (to) 
(t on to) 
l 


2 
= (t— to) 7 (to) + 7 V'(to) + (£—to)e(t) avec ee e(t) = 0 
e Lorsque y'(f0) et y”to) ne sont pas proportionnels et qu'ils forment donc une base B' de IR?, 


on peut décomposer l'égalité vectorielle précédente sur B’. En désignant 
x par e1 et 2 les coordonnées dans B’ du vecteur €, 
x par X(t) et Y(#) les coordonnées de M:, Mk, 


on a alors lim €1(t) = lim e2(t) = 0, ainsi que : 
t—to t—to 
X(t) = (£ — to) + (6 — to)” e1(t) 


Gt) 


Y() = — 


+ (— to)” e2(t) 
e On en déduit au voisinage de to : 


(t) (£ t ) (é) Ê to) Nù SSS Y - 6 

X to 0 } to n NN ; 2 

ce qui montre que dans un voisinage de t K X <0 7/2 & 
: “A ? à AN 


* _X(t) a le signe de (t — to), et donc change de signe, 
* Y(t) a le signe de (t — to)”, et donc reste positif. 


v Q 

Avec le régionnement ci-contre, on en déduit dans lequel 7 N Y <0 NS 

des quatre quadrants délimités par (M5, Y (to), 7” (£o)) se , . <o SNS 
FÉLLIS d 


trouve le point M4, ce qui donne la forme du support. [1 


Remarque Dans la pratique, la forme précédente, est celle que l’on rencontre 
le plus souvent. C’est pourquoi un tel point s’appelle aussi point ordinaire 
ou point banal. 


p.356| Exercice 28 En utilisant les hypothèses et les notations de l’exercice 17 de la 


page 329, mais en supposant w de classe C?, vérifier que si le point de paramètre 
to = (60) est un point birégulier de l’arc l', alors c’est un point birégulier de T1. 


Point d’inflexion 
e On suppose ici : 


* que le point M4, est régulier, et donc 7/(to) 0 ; 
* que (to) ety”(to) sont colinéaires et donc qu’il existe À € IR tel que : 


Y” (to) = 2 À (to) ; 


+ que y/(to) et y”(fo) sont non colinéaires, et forment une base B/ de IR?. 
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e Lorsque y de classe C, la formule de Taylor donne : 
Mio Me = y(t) = (to) 
3 
Y" (to) + ( — to)°e(#) 


( LL to)" 


à (éo) + (t — to)°e(t) 


= ((£— to) + X(E — t0)?) (to) + 


avec lim € — 0. Si, dans la base B/, on désigne 
0 


* par X(t) et Y(t) les composantes du vecteur My, M, 


* par ei(t) et eo(t) les composantes du vecteurs e(t), 


on à alors Jim tt = Jim Ea(t) = 0, ainsi que : 


X(#) = (6 — to) + À (E — to)” + ( — to)* e1(t) 


(£ — to} 


3] + (t — to) Eg(t) 


Y(t) = 


e On en déduit : 


3 
Xl to) YO 
qui sont donc, au voisinage de {), du signe 
de (t — to). En en utilisant le régionnement de 
la page précédente, on en déduit dans quel qua- 
drant se trouve le point M, lorsque t est voisin 
de to. Dans ce cas, on obtient ce que l’on appelle 
un point d’inflexion géométrique. 


p.356) Exercice 29 Soit D = (IR, y) avec 7: IR — IR? 
t + (sin2t, cosät) 


En étudier la forme au voisinage du point de paramètre 7: 


Point méthode 


Dans ce qui précède, la formule de Taylor a essentiellement permis d’obte- 
nir des développements limités des composantes de + au voisinage de to. 
Lors de l’étude effective d’un arc, il peut-être plus efficace de partir des dé- 
veloppements limités de ces composantes, comme nous le verrons dans la 
suite. 
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Dans les autres cas 
Pour étudier la forme du support au voisinage : 


e d’un point régulier pour lequel +/(to), 7”(to) et 7”’(to) sont proportionnels, 


e d’un point stationnaire (pour lequel y/(to) = 0), 


des développements limités des fonctions composantes x et y de y permettent 
en général de trouver un développement limité du style : 


MioM4 = (é — to) v1 + (6 — to)? vo +++ + (6 — to) v, + (é — to)? e(t) 
avec V1, V2,...,vN des vecteurs ne dépendant pas de #, et Jim E(t) = 0; 
0 


En projetant cette relation sur les deux premiers de ces vecteurs formant une 
base du plan (s’il en existe), on peut alors comme précédemment préciser la 
forme de l’arc au voisinage de to. 


Exemple Soit = (IR,7) avec 7: IR —— IR? 
t + (t—-sint, 1— cost). 
Les développements limités classiques donnent : 


e É 
x(t) =t-—sint = 5 +o(t) ainsique y(t) = 1-— cost = 5 + o(t), 


(6) =a( L }+#( }+o() (x) 


e En utilisant la même méthode que dans l’exercice 26, on voit que l’on a : 


JE) — 70) _ 76) — ( 0 ) 


et donc : 


Or 


OT AE 


et donc que la droite (M5M,) admet une position limite dirigée par le vec- 
teur (0,1). Par suite, en 0, l’arc L est tangent à Oy. 


OS 


2 
sur ces deux vecteurs, on voit que l’arc est de part et d’autre de l’ax Oy au 
voisinage de 0 (cf. exercice 36 de la page 339 pour le tracé du support). 


0 : ; 
e Comme les vecteurs ( 1 ) et ( ) ne sont pas proportionnels, en projetant (+) 


On peut aussi souvent revenir à la définition et étudier LE Même si cela 


ne donne que la tangente, il est fréquent que cela permette de conclure. 


t) — y(0 
p.356| Exercice 30 Reprendre l’exemple précédent en utilisant Me ne 
— à 
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Point méthode 


Lorsque la tangente obtenue avec cette dernière méthode n’est pas parallèle 
aux axes et que les signes de y(t) — y(0) et x(t) —x(0) ne suffisent donc plus 
pour conclure, il est possible de faire un développement limité du quotient 
comme dans l’exercice 7.7 de la page 369. 


Exercice 31 Vérifier que si M, est un point d’inflexion de l’arc L = (7,7), avec 
y(6) = (x(t), y(#)) , alors on a : 
æ'(#) y"(E) — x" (6) y'(#) = dets(y/(t), Y"(6)) = 0. 


4 Tracé des arcs paramétrées 


Réduction du domaine d'étude 


Il est souvent possible de tracer tout le support d’un arc paramétré sans faire 
varier le paramètre sur la totalité de l’intervalle Z où 7 est définie. 


Exemple Considérons l'arc L = (IR,7) avec y: IR — IR? 
t + (sin2t, cost) 


Pour tout tE IR, désignons par x(t) et y(t) les composantes de 7(t). 


e Les propriétés de périodicité des fonctions trigonométriques donnent : 
VER (+27) = 7(t). 


Par suite, les points M, et M,,2, sont égaux, et l’on obtient tout le support en 
faisant varier { sur n’importe quel intervalle d'amplitude 27. 
e La relation : 
VLEIR xft+m)=x(t) et y(t+x) = —-y(t) 
montre que M, et M,:, sont symétriques par rapport à l’axe Ox. Il suffit donc 
de tracer y([ao, 0 + T)) où &9 est un réel quelconque, puis de compléter par une 


symétrie Ox pour avoir ([ao, 0 + 2x|), c’est-à-dire tout le support de T. 


e La relation : 
VLEIR x(—t)=-x(t) et y(—t) = y(t) 
montre que M, et M}; sont symétriques par rapport à l’axe Oy. Cela incite à 
prendre {ao, ao + 7] = [-5,5%], et donc ao = —7, puisqu’alors Y([-3, T1) est la 
réunion de (10, 3) et de son symétrique par rapport à Oy. 
Ainsi, on trace (10, 7); puis on complète, d’abord avec une symétrie par rapport 
à Ox et enfin avec une symétrie par rapport à Oy. 
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Remarque On peut, sur le schéma suivant, visualiser ce qui précède, en représen- 
tant l’axe du paramètre t afin d’y faire apparaître les transformations permettant de 
réduire le domaine d'étude, et ce qui leur correspond dans le plan du support. 


Axe du paramètre t (invisible) 


-t t t t+r 
t t + t 
- é p À. > : : : + 
TZ =" Z ZT ZT 3 
0 & 5 0 3 F5 0 3 SE 


Symétrie 0 sur l’axe des { Translation de 7 sur l’axe des t 


y à Y y Mitr 


&= 0 
D 
t= + t=T+ 
O æ O œ F 
D 
M.+ M 


Symétrie Oy pour le support Symétrie Ox pour le support 


Plan du support de F (visible) 


Exercice 32 Soit I = (IR,7) avec y: IR — IR? 
t + (—cos2t, sinät) 


1. En comparant y(t) et y(t+27), montrer que son support est entièrement décrit 
sur un intervalle d'amplitude 27. 


2. En comparant y(t) et (7 —t), montrer que son support est entièrement décrit 
sur l'intervalle [—-Z, 7]. 


3. Pourquoi peut-on se limiter à étudier + sur [0, 7] ? 


Exercice 33 Montrer que le support de l’arc paramétré L = (IR, +) avec : 


JOUR  UIR: 
t + (t-sint, l1—cost) 


se déduit par une symétrie et des translations de celui de lo = ([0, |, [0,x] ) - 


Exercice 34 Montrer que le support de l’arc paramétré L = (IR, +) avec : 


Re Re 
t + (cost, sin°t) 


se déduit de celui de lo = ([0, 7], M0, 31) - 
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p.358) Exercice 35 Montrer que le support de l’arc paramétré F = (IR, 7) avec : 


y: IR — IR? 
t ee 
nr ne 


est symétrique par rapport à © et par rapport à première bissectrice. 


Plan d'étude d’un arc paramétré 

Soit T = (1,7) un arc paramétré. Pour en tracer le support : 

e commencer par essayer de réduire le domaine d’étude à un intervalle Lo 
comme expliqué précédemment ; 


e étudier les variations des composantes x et y de 7 sur Lo, et reproduire 
ces résultats dans un tableau de variations ; 


e étudier la forme du support au voisinage des points stationnaires en utili- 
sant les méthodes vues dans la section précédente (cf. page 332). 

On peut alors donner l'allure de (15) en utilisant les résultats du tableau. Il 
suffit en général de joindre, dans l’ordre, les points y figurant en respectant 
les variations des fonctions coordonnées. 

e un point M, tel que x’(t) = 0 et y/(t) £ 0 a une tangente verticale; 

e un point M, tel que y'(t) — 0 et x/(t) 0 à une tangente horizontale : 

e un point M, tel que x’(t) = y'(t) = 0 est stationnaire, et des développe- 
ments limités permettent en général de déterminer la forme du support au 
voisinage d’un tel point. 

Pour obtenir tout (1), il reste à compléter (lo) à l’aide des transformations 
géométriques trouvées lors de la réduction de l’intervalle d'étude. 
Exemple Reprenons F = (IR,y) avec 7: IR — IR? et Jo = [0,5] 
t + (sin2t, cost) 
Cet arc est évidemment de classe C! et : 
VtE lo zx'(t)=2cos2t et y'(t) = —3 sinät. 
On en déduit facilement le tableau suivant. 


t [0 ï 3 7 
z'(t) 12 + 0 ui = 
dl = = = ÿ + 3 

r | OT TT 3 

D 
0 0 
ce 0 
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On peut alors placer les points trouvés et leurs tangentes, puis donner l’allure de 


sur [0, |], et enfin compléter par symétrie. 


Exercice 36 Construire L = (IR,7) avec +: IR 
b 


|] 


p.358] Exercice 37 Construire L = (IR,7) avec 7: IR —> 
E 


Exercice 38 Construire L = (IR,7) avec 7: IR — 
ë 


5 Branches infinies 


y 


; 


IR? 


PAU 
i 


(é— sint, 1— cost). 


IR? 


(cos® t, sin° t) 


IR? 


t 
Cnxz: 


3 
; Ce) 


Même si les arcs paramétrés étudiés jusqu'alors avaient tous un un support 
borné, certains peuvent avoir des branches infinies. Dans cette section, 


e on considère un arc paramétré (7,7) du plan IR?, 


e pour tout { € I, on désigne par (x({t),y(t)) les coordonnées de 7(t) dans 


la base canonique, 


e le réel to désigne une extrémité finie ou infinie de 1, n’appartenant pas à J. 


éfinition 14 


L’arc (1,7) admet en to une branche infinie si Jim Ir) = +oo. 
10 


Attention 
e Si lim x(t) = +o ou lim y(t) = +, alors l’arc paramètre (1,7) admet 
t—to t—to 


évidemment une branche infinie en to. 


e Toutefois l’arc (7,7) peut admettre une branche 
infinie en fo sans que æ ou y aient de limite, 
comme par exemple en tp = +0 : 


y: IR — IR 
t + (al cost, af sint) 


avec à € [1,+o!|, qui est une spirale, et que 
vous pourrez tracer à l’aide d’un logiciel. 


y 
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Asymptote 


Dans toute la suite on suppose que l’arc (7,77) admet une branche infinie en to. 
Une asymptote à l'en {9 est alors une droite « dont le point M}, se rapproche 
lorsque t tend vers to ». 


Asymptotes horizontales et verticales 


e Lorsque lim y = +o et lim æ = 20 € IR, alors la droite verticale d’équation 
0 0 Us 
x = x est asymptote à l’arc en to. 


C’est par exemple le cas en 0 de: 
y: ]0,2] —— IR? 
te (5) 
dont le support est contenu dans la courbe 
d’équation y = L. 


O 2 x 
La position du support par rapport à l’asymptote est alors en général 
donnée par les variations de x, qui indiquent le signe de x — xo. 


e Lorsque lim = +o et lim y = Yo € IR, alors la droite horizontale d’équa- 
tion y = Yo est asymptote à l’arc en to. 
C’est par exemple le cas en + de : y 
y: [0,+o[ —+ IR? 
tu (+) 


dont le support est contenu dans la courbe . 
d’équation y = + . 
La position du support par rapport à l’asymptote est alors en général don- 


née par les variations de y, qui indiquent le signe de y — yo. 


Exercice 39 Construire l’arc l défini sur ]0,7| par : 


æ(t) = cos?t+In(sinf) et y(t) = sint cost 


Asymptotes non verticales 


éfinition 15 
Lorsque x et y tendent tous deux vers l'infini en to, la droite d’équation 
y = ax + b est asymptote à l’arc l'en to lorsque : 


dim (y(#) — aæ(t) — b) = 0. 
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En désignant par : 
e M, le point de paramètre t de F', 


e NN, le point de même abscisse que M,, mais 
situé sur la droite d’équation y = ax +b, 


y(t) 
la condition : 
li ax(t) —b 
dim (y(6) — ax(t) —b) = 0. 
exprime Jim M,N, = 0, ce qui correspond bien 
+10 
O z(t) % 


à l’idée intuitive d’une asymptote. 
Analyse Si la droite d’équation y = ax + b est asymptote à l en to, alors : 
e la fonction {+ y(t) — ax(t) possède une limite finie, puisque : 


lim (y(t) — ax(t)) = b ; 


t—to 


e la fonction x, qui tend vers +, ne s’annule pas au voisinage de to, et 
l'égalité : 


y() = yG)—ax(t) 
— = + a, 
x(t) x(t) 
: a. V0 
associée au premier point entraîne a = lim ——. 
to x(t) 
Ainsi, l'unique couple (a,b) € IR? possible est défini par : 
_ Ut) _. : 
ae dim 70) et b= Jim (y(E) —ax(t)). 


Synthèse Si la méthode précédente permet de trouver a et b tels que : 
Jim (y(e) — ax(t) —b) = 0, 
alors, par définition, la droite d’équation y = ax +b est asymptote à Ten to. 


Point méthode 


L’arc T possède une asymptote non verticale en to, si, et seulement si : 
e d’une part, la quantité —— possède une limite finie a en to, 


e d'autre part, la quantité y(t) — ax(t) possède une limite finie b en to. 


La droite d’équation y = ax + b est alors asymptote à l’arc T. 


Remarque Lorsque T° possède une asymptote non verticale en to, la position 
relative de T' et de cette asymptote est donnée par l’étude du signe de la 
quantité y(t) — ax(t) — b. 
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p.361) Exercice 40 Étudier les branches infinies de l’arc paramétré défini sur ]1,+oo| par : 


Le DE 
a(t) = y) = 


et en tracer le support. 


Point méthode 


Un équivalent de y(t) — a x(t) — b, donné éventuellement par un développe- 
ment limité de y(t) — ax(t), permet de préciser ce signe au voisinage de to. 


p.363] Exercice 41 Représenter l’arc défini sur ]1,+oo| par : 


(+) = AT y() = NE 


En préciser la position par rapport à l’asymptote. 


p.364| Exercice 42 En utilisant des développements asymptotiques de x et y, étudier la 
branche infinie en + de l’arc défini sur ]1,+co| par : 


Le D 
= Rs 


et en préciser la position par rapport à son asymptote pour { assez grand. 


l | à 

Attention Lorsque lim y() = a € IR, il se peut que t+ y(t) —- ax(t) n'ait 
to x(t) 

pas de limite finie. 


e Cette quantité peut tendre vers l'infini, comme par exemple : 


y: [L+o[ — IR? en {0 — +00 
t 5 (tt+int 
. UE) _ - 
où l’on a lim == = 1 et y(t) — x(t) = nt —= +oo. 
tt x(t) t—to 


On dit alors que l’arc possède une branche parabolique de direction la 
droite d’équation y = x. 
e Mais elle peut aussi n’avoir aucune limite, comme par exemple : 
y: [l+oo[ —+ IR? en {0 — +00 
t + (f,sint) 
où l’on a : 
y() 


on 


alors que y(t) — 0 x x(t) = sint n’a aucune limite en +oo. 
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Exercice 43 Construire l’arc paramétré : 
2e ] DL co > IR? 


RS 1 
np 
20 Pal 


6 Longueur d'un arc paramétré de classe C! 

Définition 

Origine cinématique Soit 7 : À — IR" représentant le mouvement d’un point 
matériel en fonction du temps. Alors +/(t) = v(t) en est le vecteur vitesse à 


l'instant t, et, si to et t1 sont deux éléments de I vérifiant to < t1, le physicien 
nous dit que la distance parcourue par ce point entre les instants to et {1 est : 


[otoleat = [into ac 


Intuitivement, entre les instants & et t + Ô0t, le point parcourt la dis- 
tance |lu(t)|l2 ôt, que l’on intègre pour avoir la distance totale parcourue. 
Dans toute la suite, 

e on suppose IR" muni de sa norme euclidienne canonique notée | || ; 


e L'— (1,7) est un arc paramétré de classe C* de IR” avec k > 1. 
éfinition 16 
Si {1 et t2 deux éléments de 7 avec {1 < t2, alors la longueur de l’arc 


ta 
paramétré (lt1,t2],7) est le réel positif | ly/(#)|12 dt. 
ti 


Remarque On peut ainsi calculer la longueur du support de l’arc, à condition 
que ce dernier ne soit pas parcouru plusieurs fois, et plus précisément que 
l'application + soit injective sur [t1,t2|. 


Les exercices suivants permettent de vérifier la cohérence de cette définition. 


Exercice 44 Si a et b sont deux éléments de IR”, établir que la longueur, en tant 


qu’arc paramétré, du segment [a,b] est égal à |b — a||, . 


Exercice 45 Justifier que si l': se déduit de [': 


e soit par une isométrie vectorielle, 
e soit par une translation, c’est-à-dire une application de la forme : 


TR — MR? avec a € IR” fixé, 
T > xr+a 


alors les deux arcs Let l'; ont même longueur. 
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p.366] Exercice 46 Soit J un intervalle de IR, et & : J — T bijective croissante telles que 


les applications @ et w”! soient Cf. Si 0, € J et 02 € J vérifient #1 < 02, montrer 
que les arcs ([p(81),(82)], +) et ([81,602], yo ) ont même longueur. 


Calcul de la longueur d’un arc 


Exemples 
1. Dans IR?, le cercle de centre de centre © et de rayon r € IR est paramétré par : 


y: [0,27] — IR? 
t + (rcost,rsint) 


Pour tout t € [0,27], on a : 
y) = Vr? sin?t +72 cost =7r, 


et son périmètre vaut donc : 
2T 
| r dt = 277. 
0 


Cela correspond bien à ce que vous savez depuis longtemps. 
2. Dans IR*, une hélice circulaire est paramétrée par 


y: IR — IR avec r € IR*+ et k € IR*+. 
t + (rcost,rsint,kt) 


Pour tout tE IR, on a : 
Ir = Vr? sin? t+ 72 cos? t + k2 = 4/72 + k2. 


La partie correspondant à un tour complet autour de l’axe Oz a pour longueur : 


27 
V/r2 + k2 dt = 27 Vr2 + k2. 


0 


p.366) Exercice 47 Longueur de l’arc paramétré par y: [0,5] — IR? à 
t + (cos°t,sin°t) 


Exercice 48 Soit r et des fonctions dérivables de 7 dans IR. Si 7 est donnée en 


en coordonnées polaires sous la forme : 


oR— UIR avec 4:01 (cos6,sin0), 
t + r(t)ü(y(t)) 


exprimer la longueur de l’arc ([é1, to], 7) en fonction de r, de w et de leurs dérivées. 
p.367| Exercice 49 Exprimer sous forme d’intégrale la longueur de l’ellipse : 


y: [0,27] — IR? 
t + (2cost,3sint). 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 Pour tout t £ a, on a : 


Par suite, f est dérivable en a, et f'(a) = g'(a)u. 
Proposition 1 


e Supposons qu'il existe £ : 1 — IR" tels que Et) RE 0 et : 
—a 


VteI f(t)=f(a)+(t-a)v+(t-a)e(t) 


Alors, pour tout tE 1\{a},ona: 


07 Ju) : flo) —=vu+e(t) et donc = Tr. 


ce qui prouve (ii). 
e  Réciproquement, supposons f dérivable en a et f’(a) = v. 
Soit € : I — IR" définie par e(a) = 0 et : 
Mein à (Dei 70 0. 
t—a t—a 
Par construction, on a bien : 


VET f(t)=f(a)+(t-aju+(t—-a)e(t) avec eft) — 0. 


t—a 


Proposition 2 Si l'on prolonge 7,(f) en posant 7,(f)(a) — f'(a), alors on a : 
VLET f(t)=f(a)+(t—a)7a(f)(), 
et le taux d’accroissement 7,(f) est continu en a puisque f est dérivable en a. Par 
suite, f est continue en a, comme somme de produits d'applications continues en a. 
Exercice 2 Soit u € IR” \ {0}. 


e La fonction f :t# [tu est continue sur IR. 


e Son taux d’accroissement en 0 n’a pas de limite car : 


> O0 #0) — F(0) — (0) =U et Vt < 0 FC) — 7 (0) — (0) = —U, 
t—0 t—0 
ce qui entraîne : 
ira SOS, 4 pm SOS 
t—0+ t— 0 t—0— t—0 


Comme u # 0,on a u # —u, et la fonction f n’est donc pas dérivable en 0. 


Proposition 3 Pourtel\{a},ona: 


HO) LS (AO EA)),, 


t—-a rs t—-a 
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On en déduit la première partie du résultat puisqu'une fonction : 
g: TI —> IR" 


nm 
t 1  Y gelt)ee 
1 


nm 


admet pour limite u — ÿ° ve, en a si, et seulement si : 
ê=1 


VLeTi,n] limg = 1%. 
Et, lorsque f est dérivable en a, on a donc f'(a) = ÿ° fi(a)ee. 
e=1 


Exercice 3 Chacune de ces fonctions üà et Ÿ est dérivable sur IR, puisque ses fonctions 
composantes le sont. On obtient leur dérivée « en dérivant composante à composante », 


ce qui donne : 
VEEIR à’(t) = (—sint, cost) = v(t) 


et : 
VEEIR d'(t) = (— cost, —sint) = —u(t). 


Proposition 5 Une application f : 1 — IR" est constante sur J si, et seulement si, chacune 
des ses fonctions composantes est constante. Comme ils s'agit de fonctions à valeurs 
réelles, ces fonctions composantes sont constantes sur l'intervalle Z si, et seulement si, 
elles sont dérivables et de dérivées nulles. On en déduit le résultat. 


Proposition 7 
e Pourtouttel\{a},ona: 
ra(Lo f)(t) = Een terre one 00) 


Étant donné que L est linéaire, on a : 


ne = 250) (10-10). 


Comme IR" est de dimension finie, l'application linéaire L est continue, et le théorème 


= L(f'(a)) 


de composition des limites entraîne que l'on a lim ralLo fit 
—a 


e Version globale du résultat précédent. 


Proposition 8 
.,) une base de IRP. 


Soit B1 — (u1,...,u,) une base de IR” ainsi que B2 = (v1,.. 
Notons (f1,...,/fn) les composantes de f dans B1, et (g1,...,9,) celles de g dans Bo. 
On a alors : 


B(f,g) = DD fegx Blue, ur). 


£=1 k=1 
Supposons f et g dérivables en a. Alors, pour (£,k) € [1,n] x [1,p] : 
les fonctions numériques composantes f, et gx sont dérivables en a, et il en est donc 


de même de leur produit f, gx : 
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e d'après l'exercice 1 de la page 317, la fonction f, gx Blue, vx) est dérivable en a et : 


(fe gr Blue, vx)) = (fe gx) Blue, vx) 
= (fo 9x + fe ge) Blue, vx) 


Par somme, on en déduit que B(f,g) est dérivable et que : 


n p n P 
B(f,9) = DD fige Blue vx) + DD fegk Blue.) 


£=1 k=1 £=1 k=1 
= B(f',g) + B(f, 9"). 
Le second point n'est que la version globale du premier. 


Exercice 4 
Comme f est dérivable sur 1, l'application ||f|3 = (f | f) est dérivable sur I et : 


/ 
(LFB) =2CF1#). 
e Si f est de norme constante, alors : 
/ 
2(f1#) = (F2) =0. 
et pour tout t € I, les vecteurs f(t) et f’(t) sont donc orthogonaux. 
e Supposons f(to) Z 0. Alors ||f|2 est dérivable en to car c’est la composée 
x de ||fl?, qui est dérivable en to, 
* _et de la fonction racine qui est dérivable en ||f(to)||3 puisque ||f(#0)||2 > 0 . 
Exercice 5 
e Comme fi et f2 sont solutions de (€), elles sont deux fois dérivables et : 


I — IR? é. TL #4 
É + (f1, f2) ÉE = (fi; 2) 


sont donc des fonctions vectorielles dérivables. 
e La bilinéarité de l'application detg, où B est la base canonique de IR? nous dit 
alors que W est dérivable et que : 


/ / 1 1 
= ho f i fe let 
JO J2] (fa 21 |[f2 f 
Étant donné que f1 et f2 sont solutions de (£), on en déduit : 
/ fi —afi-bf 
fo —afi-bfl 


Remarque Dans ce cas particulier, on aurait pu évidemment dériver directement : 


W=fif-ff 


sans utiliser la proposition précédente. Toutefois c’est une méthode qui n’est pas 
généralisable, avec un calcul plus basique, mais moins évident à faire de tête. 
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Exercice 6 


1. Comme (uit), u2(t),us(t)) est une base orthonormée, la fonction (u; | u;) est 
constamment nulle. En la dérivant, on obtient : 


O=(u;lu;)+(uwlu;). (+) 
Si l’on pose A4 = (ai j)1<i,;<3, la relation (+) s'écrit aussi : 
0 — Q ji + Qi,j- 


Par suite,pour tout t € 1, la matrice M, est antisymétrique, et il existe donc trois 
réels at), Bt) et y(t) tels que : 


0  —7(t) BG) 
A; = | y() 0 — (+) 
—B&) at) 0 


et donc : 


On peut alors vérifier que le vecteur : 
Q(t) = a(t)u1(t) + B(t) u2(t) + y(t) us(t) 


répond au problème. 


Exercice 7 Soit f : I — IR? la fonction (dérivable) décrivant ce mouvement. 
D’après l’hypothèse, on a : 
VEI (f#1#(6)=0 


ce qui signifie que la fonction ||f|[2 a une dérivée nulle sur l'intervalle 7. Elle est donc 
constante, ce qui prouve le résultat. 


Proposition 9 


e Pourtouttel,ona: 


nm 


(fo) = F(e(t)) = D fe(o(t)) ee = D (Fec p(t}e 


{=1 {=1 


* Les fonctions composantes de f o 4 sont donc (f104%),...,(fn © &). 
* Elles sont dérivables en à comme composées de fonctions numériques dérivables, 


et y ont pour dérivée fi(p(a))'(a),..., f,(w(a)) g'(a). 
On en déduit que f o & est dérivable en « et que : 


(fov) =D A ee = p'(a) D fe(v(a)) ee = p'(a) f'(p(a)). 


{=1 


e Version globale du résultat précédent. 
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Exercice 8 
e La fonction u o 0 est dérivable par composition, et : 
VtEI (üo0)(t) =0'(t)x’(a(t)) = 0/(t) v(a(t)) 
où Ÿ est définie par v: 0 ++ (—sin@,cos 0) = ü(8 +): 
e Parsuite f est dérivable (par bilinéarité du produit), et l’on a : 
VtEI f'(t) = r'(t) d(0(t)) +r(t)8'(4) d(8()), 
ce que l’on peut encore écrire par abus de notation : 
f' = r'à(0) +r 0 ü(0). 
C’est l’expression de la vitesse en coordonnées polaires. 


Exercice 9 Analogue à l’exercice précédent. On obtient : 
VteI ft) =r'(6) à(0(t)) + re) 0/ (6) (0(6)) +2 E, 
ou encore : : 
f'=r"üù(0) +r0'ü(0) + z'k. 
Exercice 10 On a déjà vu que f est dérivable et que : 
VtEI f'(t)=7r(t) d(8(#)) +r()8'() v(8(E)). 


Les théorèmes généraux sur les fonctions vectorielles montrent que f’ est dérivable 
et que, pour tout tE I,ona: 


JE = fr) (0) +70 9 (0 TO) 
+ (r'(0 0'(E) S(0(€)) + r(#) 0 (€) D(0(€)) + r(#) 02(#) d° ((e))). 
Comme Ÿ — —üù, on en déduit : 
f"=(r/ —-r0?) &(0) + (27° 0’ +r 0") ü(0). 
C’est la formule de l’accélération en coordonnées polaires. 


Exercice 11 


1. La fonction f : 1 — IR° représentant un mouvement est donc deux fois dérivable. 
Par bilinéarité, la fonction g est alors dérivable, et, pour tout t € T,ona: 


g'(e) = PE) A PE + FO A CE) = FC) À FC). 


Comme f(t) et f”(t) sont supposés colinéaires, g’ est nulle sur I ; on en déduit 
que g est constante sur l'intervalle JT. 


2. Soit # un vecteur (supposé non nul) de IR* tel que g = #. On a donc : 
VteI f(t)Af'(t) = à. 
Par suite, le vecteur f(t) se trouve dans le plan vectoriel (passant par ©) ortho- 


gonal à ü, ce qui entraîne que le mouvement du point M, est plan. 
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Proposition 11 
Montrons la propriété par récurrence, pour k € IN. 


e La propriété est vraie pour k — 0 puisqu'une fonction est continue si, et seulement si, 
ses fonctions composantes sont continues. 


e Supposons cette propriété vraie à un rang k € IN, et démontrons-la au rang k +1. 


Une fonction f est de classe C**1 si, et seulement si, 

* elle est dérivable sur J, ce qui équivaut à dire que toutes ses fonctions composantes 
sont dérivables sur J, 

* sa fonction dérivée est de classe CÀ, ce qui d'après l'hypothèse de récurrence, 
équivaut à dire que toutes ses fonctions composantes sont de classe C*. 

D'après ce que l'on sait des fonctions réelles d'une variable réelle, cela équivaut donc 

à dire que toutes les fonctions composantes de f sont de classe C**!, ce qui termine 

la démonstration de la récurrence. 


Enfin, une fonction f est de classe C® sur I si, et seulement si, elle est de classe C* 
sur Î pour tout k € IN. D'après le début de la démonstration, cela équivaut à dire que 
chacune de ses composantes est de classe C* pour tout k € IN, et donc de classe C®. 
Proposition 12 Soit k € INU {co}. 
e L'ensemble CÉ(I,IR") est inclus dans C°(7,1R") : 
e il contient la fonction nulle; 
e si f ECF(L,IR"), ge CÉ(L,IR"), € Ret LEIR, alors pour tout LE [1,n] : 
(Qf +ug)e = À fe + u ge 
est de classe CF d'après les propriétés des fonctions réelles de classe CF. 


Par suite, C*(I,IR") est un sous-espace vectoriel de C°(7,IR”). 


Exercice 12 Soit B; une base de IR”, et B2 une base de IR?. 
e Notons (f1,...,f,) les composantes de f dans B1, 
e ainsi que ((Lo f)1,...,(Lo f),) les composantes de Lo f dans B. 


Si (Mij)q,pepipqxpung est la matrice de L par rapport aux bases B1 et B2, alors : 
vie] (Lofh= mis fe 
£=1 


Comme f € C*(I,IR"), toutes les fonctions f, sont éléments de C*(I,IR). Par suite, 
chaque composante (Lo f); est une fonction numérique de classe CF comme combi- 
naison linéaire de telles fonctions. On en déduit que Lo f est de classe CF. 


Proposition 14 La relation : 


We JT f(o(t)) = D fe(ot(t)) ce. 
k=1 


montre que, pour tout £ € [1,n], on a (f o we = foot. 
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Si f € CF(I, IR"), alors chaque f, est une fonction numérique de classe CÀ sur I, et il 
en est donc de même de toutes les fonctions composantes (f o w), d'après les résultats 
sur les fonctions numériques de classe C*. On en déduit que f o w est de classe CÀ. 


Proposition 15 
e On le connaît pour k — 0. 
e  Supposons-le vrai pour k € IN. Soit donc f € CXTI(I,IR") et g € CKFI(I,IRP). 
Comme f et g sont donc de classe C*, l'hypothèse de récurrence permet d'écrire : 


(86,9) 25 () B(0,g8-0). 


Ainsi, la fonction (B(f, 9) ® est une combinaison linéaire d'images par B de couples 


de fonctions de classe au moins C! ; elle est donc dérivable sur J, et : 
(41) k L ! 
Lo £ k—4 
B = B(#4) atm—0 
(B(f,9)) ( ) () (PP, 9 #) 


) (860, 46-41) n B(F6+9, gt-0)) 


Il 
(a 
Ar 
(æ 
PTS 
S 


(Or 


On en déduit 
* d'une part, la formule au rang k +1, 


k+1 | > 
* d'autre part, que la fonction (B(F, 9) FD est continue, par opérations sur les 


fonctions continues, et donc que l'on a B(f,g) € C**1(I,IR9). 
Cela prouve le résultat au rang k +1, et termine la démonstration par récurrence. 


Exercice 13 En dérivant deux fois le produit f = r.(ü o 0), on obtient : 
fl = 7" (do) +27r'.(tù 00) +7r.(ù o 0)". 
Partant de : 


on obtient : 


ce qui donne : 
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Exercice 14 Les développements limités usuels : 
du a 
t—sint= + +o(t) et 1— cost = — +o(t”) 


donnent directement : 


| 
0 = 
f@=8t sy [+41 6 | +o(t). 
= 0 
2 


Exercice 15 Étant donné que a 1+o(f?),ona 
o(t*) et — #5 +o(t°) 
LEE IF 


On en déduit : 


Exercice 16 
e L'’équivalent sin° + t* donne directement : 
sin® = # + o(t°). 
e Le développement usuel de cos en O0 donne : 
a 3 Us 
cos t — ( st o(t)) =1- D + or): 


On en déduit : 
3 
Il | 9 3{ 0 3 
f() = +4 +4 Lo). 


Proposition 16 

Soit f € CÂ(I,IR"). Alors, chacune de ses composantes f,, pour { € [1,n], est une 
fonction numérique classe CF sur J, et l'on peut donc écrire : 

k “ 

rh) 
pete) = D ET ÿ0 (40) + o((E - to)/), 
il 

i=0 

ce qui est l'égalité attendue, mais écrite composante à composante. 


Exercice 17 
1. Comme y = 70%, il est immédiat que l’image de 7, est incluse dans celle de 7. 
Le support de F1 = (J,71) est donc inclus dans celui de FT. 
Comme w est bijective, on a 7 = 710%" !, et le support de l est de même inclus 
dans celui de F1. D'où l'égalité des supports. 
2. La règle de dérivation d’une fonction composée donne : 


M(80) = £'(80) v'(L(60)) = #/(80) Y (bo). 
sont dérivables, la fonction 4’ ne s’annule pas, et donc : 
(60) F0 y(to) À 0. 


Comme w et w7! 
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Exercice 18 


1. Pour tout te lR,ona y(t)=ù #0. 
L’arc (IR,7) n’a donc aucun point stationnaire. 
2. Pour tout 0EIR, on a y,(0) = 30? ü. 


L’arc (IR, 71) possède donc un unique point stationnaire pour 0 = 0. 


L'application w : 0 ++ 6% est bijective de IR sur IR, on a 1 = 70%, et les deux arcs 
ont donc le même support. Pourtant : 


e le point de paramètre 0 — 0 est un point stationnaire de (IR, 71) ; 
e alors que le point de paramètre { — 0 = @(0) n’est pas stationnaire pour (IR, 7). 


Cet exemple montre que la double hypothèse de dérivabilité de l’exercice précédent 


est indispensable : ici, & est dérivable en 0, mais pas 7. 


Proposition 17 Par définition du vecteur dérivé, on a : 


M DE) = 060) _, Mob 


t—to L = to t—to t = to 


(+) 


ee 
Comme par hypothèse, on a y/(to) 0, on en déduit que le vecteur Et est non nul 
au voisinage de to, et qu'il dirige donc la droite (M/,,M,). La relation (+) prouve alors 


le résultat d’après la définition d'une tangente. 


Exercice 19 Avec les notations de l’exercice 17, on a : 


(80) = (80) V'(L(80)) = £’(80) v(éo). 


ce qui prouve le résultat puisque Y/(00) est un réel non nul. Ainsi, un reparamétrage 
admissible d’un arc ne modifie pas la tangente en un point régulier. 


Exercice 20 Tous les points de l’arc F = (IR,7) sont réguliers, et une équation de la 
tangente 70 au point de paramètre to est donnée par : 


æ—acosSto —asinto 


= Doinds bécsto = bx costo + ay sinto — ab = 0. 


Exercice 21 


1. La fonction + est de classe C! car elle est polynomiale. Pour t € IR, le point M, 
de paramètre t est régulier, puisque : 


y = (5) = = (p.) # (0,0). 


Une équation de la tangente en ce point est donc donnée par : 


ÆT—t p 2 
7 à —=0 ouencore 2txz—2py—t =0(. 
2p 
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2. Par le point A(xo, Yo), il passe deux tangentes à la parabole si, et seulement si, 
l’équation en t : 
#2 —2txo + 2pyo = 0 (+) 
possède deux racines distinctes, c’est-à-dire lorsque son discriminant vérifie : 
A = 4 (x — 2p yo) > 0. 
Il est immédiat qu’il s’agit des points situés sous la parabole T, qui est aussi la 
courbe d’équation 2 py = x?. 


3. Par le point A(xo,Yo), il passe deux tangentes orthogonales à la parabole si, et 
seulement si, l'équation en t : 
& —9txo + 2pyo = 0 (x) 
possède deux racines {1 et t2 vérifiant : 


(+/(#1) | Y(t2)) =0 ouencore t1t2 = -p°. 


En utilisant la formule donnant le produit des racines d’une équation du second 
degré, cela équivaut à : 


_ 
1775 


Remarquons qu’il est inutile de parler du discriminant, puisque lorsque € < 0, 
l'équation a x? + bx + c = 0 possède deux racines réelles. 
Exercice 22 Au point de paramètre to, la tangente est dirigée par le vecteur non nul : 
y/(to) = (—asin to, bcosto). 
Par suite, la normale en ce point admet pour équation : 
—a sin to (x — a costo) + b cos to (y — b sinto) = 0 
ou encore : 


ax sinto +by costo + (a? — b?) sinto costo = 0. 


Exercice 23 La fonction y étant de classe C?, la formule de Taylor-Young donne : 


Mis Me = y(t) — y(to) 


= (4 to)y/(t0) + Ed y 


12 
ES | (to) +(t—to)"E(t) avec en 0. 


L'hypothèse y’(to) = 0 entraîne alors : 


Re = CUT (0) + (8 — #02 2, 


2 M = (to). (+) 


D — 
Eto (t— to)? 


ce qui entraîne : 


Comme par hypothèse, on a ”(to) 0, on en déduit que le vecteur Ty M M, 


est non nul au voisinage de to, et qu’il dirige donc la droite (M/,,M;). La relation (x) 
prouve alors le résultat d’après la définition d’une tangente. 


354 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 24 Le point de paramètre 0 est stationnaire. Comme 
1 
a'o)# 0) = (-3.0) #0 


l'arc possède au point (—1,0) de paramètre 0 une tangente parallèle à l’axe Ox. 


Exercice 25 Le point de paramètre 1 est stationnaire. En ce point, la tangente est 
dirigée par le vecteur f”(1) = (2,4). 


Exercice 26 Soit (1,7) un arc paramétré de classe CF, et to un élément de J tel que 
parmi les vecteurs /(to), Y”(to), ... y") (to), il existe au moins un vecteur non nul. 
Posons : 


p=minfiefl4]| (0) #0}. 
On a donc : 
JP (to) 20 et Vi<p +0 (to) =0. 


La fonction y étant de classe CP, elle admet, d’après la formule de Taylor-Young, un 
développement limité à l’ordre p au voisinage de to, qui s'écrit : 


P . 
hp 
7) = Y(t0) + D ( = o) JO (to) + (to) E(t) avec lime = 0. 
A to 


Comme, pour tout à € [1,p — 1], le vecteur +) (to) est nul, on obtient : 
Poe (to) +e(t) avec lime =0 
CES à | 


Par suite, on a : 


M; M, 1 
0  —, —P)(6o) 
(t— to)” t-t0 p! 


et comme ce vecteur à une limite non nulle, il est non nul au voisinage de to et dirige 
donc la droite (M,,M4). On en déduit le résultat par définition de la tangente. 


Exercice 27 
e C’est un exercice classique que de prouver que la fonction & définie sur IR} par : 
p(0)=0 et VEIR gt) = et" 


est de classe C®, et a toutes se dérivées nulles en 0. 


e On en déduit que tous les vecteurs dérivés de y sont nuls en 0, ce qui empêche 
d’utiliser le résultat de l’exercice précédent. En revanche la relation : 


y(t) — y(0) 
æ(t) — x(0) 


entraîne lim? — 0 et donc que [admet l’axe Ox comme tangente en ©. 


vt € IR = + 


323 


Chapitre 7. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés 


Exercice 28 Avec les notations de l’exercice 17 de la page 329, on a : 


V{to) = g(to) 71 (60) 


2 
V'(to) =" (to) 71(80) + ('(to)) 71 (80) 
et donc : 
3 
det (+/(éo),7"{to)) = (£'{to))" det (71(80), 71 (60)). 
Comme w'(to) £ 0, cela prouve que la notion de point birégulier est indépendante du 
paramétrage admissible utilisé puisque : 
det (+/(éo), 7”(to)) À 0 — det (71(60), 11 (80). 
Exercice 29 Avec les notations classiques, on a : 
x(t) = sin 2t d'(Ü = 2 co82t x''(t) = —4 sin 2t z'"(t) = — 8 cos 2t 
y(t) = cost y'(t) = —3 sin 3t y" (t) = —9 cos 3t y'(t)= 27 sim 
et donc : 
T\ 0 FT =2 "() _ 0 (5) _ 8 
1)-(0) v(5)=( ) RP TE D ADI TL SE 
Étant donné que v'(& ) Æ 0, que v'(& ) et 7" (5) sont colinéaires, et que v'(5) 
et y” E: ) ne sont pas colinéaires, le point de paramètre 7 est un point d’inflexion 
de T (voir l’exemple de la page 338 pour le tracé). 


Exercice 30 Pour tout t € [—r,O[U [0,7], on a : 


u(D —y(0) _ y | 1—cost 3 
x(t)—x(0) xt) t-snt # 

: ee — +00, ce qui prouve que l'arc est tangent à Oy au 
point de paramètre 0. Comme y est positive et que x est du signe de t, on obtient 
directement la forme du support. 


Exercice 31 On a vu précédemment (cf. page 332) que si les vecteurs 7/(t) et y”(t) 
ne sont pas colinéaires, alors le point de paramètre t de [' est un point banal, et n’est 
donc pas un point d’inflexion. Par contraposée, si M, est un point d’inflexion, on a : 


0 = dets(y/(#), 7/6) = 2/(#) y(e) — "(0 y'(6). 


Point méthode 
Les points d’inflexion sont donc à chercher parmi les solutions de l’équation : 
_ y! "1 y! — (à 
En général, cette équation possède un nombre fini de solutions. Pour savoir si ce 
sont ou non des points d’inflexion, il suffit pour chacun d’eux de déterminer les deux 


premiers vecteurs dérivés linéairement indépendants, le plus souvent en effectuant 
des développements limités de x (t) et de y(t). 
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Exercice 32 
e Comme y(t+27) = y(t), le support est entièrement décrit dans un intervalle 7 
d'amplitude 27T, et il suffit donc de tracer l'; défini par : 


x(t)=—-cos2t et y(t)=sin3t avecaelRettela,a+27|]. 


e Étant donné que (7 —t) = y(t), les points de paramètre { et x — { sont iden- 


tiques, et l’on a intérêt à choisir le réel & pour que l’intervalle [a, a + 2x] soit 


symétrique par rapport à 3, c’est-à-dire à = —%: Le support de l', est alors égal 


au support de l'> défini par : 
x(t)=-cos2t et y(t)=sin3t avec te [-I3]. 


e Comme x est paire et y impaire, l'2 est symétrique par rapport à l’axe Ox, et 
l’on peut donc se limiter à étudier + sur [0, 5]. 


Exercice 33 


e Comme y(t+27) = y(t) +277, l'arc L est invariant par des translations de 
vecteur 2km7 avec k € Z. Il suffit donc de tracer l'; défini par : 


x(t)=t-—sint et y(t)=1-cost avecaelRettEela,a+27|, 


puis de compléter par ces translations. 
e Comme : 
T(—t)=-x(é) et y(—i)=y(), 
si l’on choisit à = —7 alors l'; est symétrique par rapport à Oy. 
Il suffit donc de tracer lo défini par : 


x(t)=t-sint et y(t)}=1-cost avecte [0,7], 
puis de compléter par la symétrie Oy pour avoir li. 


Exercice 34 


e Comme y(t+27) = y(t), le support est entièrement décrit dans un intervalle 7 
d'amplitude 27T, et il suffit donc de tracer l'; défini par : 


x(t)=cos®t et y(t)=sin®t avec t € [0,27]. 
e Étant donné que : 
ä (+ =) =—y(t) ét y (+ =) xt); 


le point + (t+ Z) se déduit de y(t) par rotation de centre O et d’angle Z- Il suffit 
donc de tracer l';, restriction de 7 à [O, z. , et de compléter par 3 rotations. 


e Comme: 
x (> = +) —y(t) et y (> -t) = x(t), 


le point 7 (5 — t) se déduit du point y(t) par symétrie par rapport à la première 
bissectrice. Il suffit donc de tracer lo, puis de compléter à l’aide de cette symétrie 
pour obtenir l', que l’on complète alors avec les rotations. 
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Exercice 35 


e Étant donné que les fonctions x et y sont impaires, les points M4 et M_; sont 
symétriques par rapport à l’origine. On pourra donc limiter l’étude de F à IR. 


e Pour t € IR*, les relations : 


c()=00 «y (5)=00 


montrent que les points M, et M 1 sont symétriques par rapport à la première bis- 


sectrice À d’équation y = x. Comme M, € À, on en déduit que l° est symétrique 
par rapport à À, et que l’on pourra limiter l'étude de T à l’intervalle [0, 1]. 


Exercice 36 
e Les fonctions : 
æitmi-sint et y:it- l—cost 
étant évidemment de classe C® sur IR, il en est de même de 7. Dans l’exercice 33 
de la page 337, on a déjà vu qu'il suffisait d'étudier + sur l’intervalle [0,7] puis 
de compléter par une symétrie et des translations. 


e Étant donné que : 


RS OR 
VtE [0,7] zx’(t) =1-cost Fri + 
et que : y'() [0 Lu 
Vte [0,7] y'(t) =sint, ; d 
on obtient facilement le tableau de variations. 0 


e Dans cet intervalle, seul le point de paramètre 


t = 0 est stationnaire. Comme : y a) 


YO y(0) _ y) _ 1—cost 3 0 
da) 20 dam ue 


l’arc l'est en ce point tangent à Oy. La position du support par rapport à cet 
axe se voit sur le tableau de variations. 
e On en déduit le tracé de l sur [0,7], que l’on complète sur tout IR, d’abord par 
une symétrie par rapport à Oy ; puis par des translations de vecteurs 247 7. 
y 


—27T —T O T 27 AT 


Cette courbe est appelée cycloïde. 


Exercice 37 
e Les fonctions : 
zitm cost et y:tr sin” t 
étant évidemment de classe C®© sur IR, il en est de même de +. Dans l'exercice 34 
de la page 337, on a déjà vu qu’il suffisait d’étudier + sur l'intervalle [0, ?] puis 
de compléter par une symétrie et des rotations. 
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e Étant donné que : 
T 
Vx € 10, | x'(t) = —3 cos tsint et y(t) = 3 sin?t cost, 


on obtient facilement le tableau de variations suivant : 


e Dans cet intervalle, seul le point de paramètre t = 0 est stationnaire. Comme : 


y(t)—y(0) _ sinŸt sin° 4 2t _. 
z(t)—zx(0) cost—1 (cost — 1) (cos2t + cost +1) 3 1-0 


l’arc Test en ce point tangent à Ox. La position 
du support par rapport à cet axe se voit sur le 
tableau de variations. 

e On en déduit le tracé de l’arc l' sur l’inter- 
valle [0,7]: On le complète ensuite à l’aide de 
la symétrie par rapport à la première bissectrice, 1 
puis avec trois rotations de centre © et d’angle +: 


8 


Cette courbe est appelée astroïde. 


Exercice 38 


e Comme les fonctions rationnelles : 
tr | in tr / 
+ —— e : = 
1+4 1+4 
sont de classe C®© sur IR, il en est de même de 7. Dans l'exercice 35 de la page 338, 
on a déjà vu qu’il suffisait d'étudier 7 sur l’intervalle [0,1] puis de compléter par 
une symétrie par rapport à la première bissectrice, puis une symétrie par rapport 
à l’origine du repère. 


e Étant donné que : 
Væe [0,1] z'(t) — 
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on obtient facilement le tableau de variations suivant : 


Il n’y a aucun point stationnaire sur cet intervalle. | : 

Le point de paramètre t = 0, qui est l’origine O 2 

du repère, est un point d’inflexion de l’ensemble 

de l’arc, ce qui n’est pas surprenant puisque ce 

dernier admet O comme centre de symétrie. ë 
O 


NI 


On en déduit le tracé de F sur [0,1], que l’on 
complète par la symétrie par rapport à la pre- 
mière bissectrice, puis par la symétrie par rapport 
à l’origine. Cette courbe est appelée Lemniscate 
de Bernoulli. 


Exercice 39 


Les fonctions x et y étant de classe C® sur ]0,7[ d’après les théorèmes généraux, 
il en est de même de 7. 
Comme : 
VteÏ0,xn| x(n—-t)=x(t) et y(r —t) = —-y(t) 
l’arc Test symétrique par rapport à Or, et il suffit de faire l’étude pour t € ]0, 7] 


Étant donné que : 


COS £ 
Vx E]0,5[ z'(t) = nr Cos2t et y'(t) = cos 21 
sin 


on obtient facilement le tableau de variations suivant : 
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e Lorsque t tend vers 0, l’arc [admet l’axe Or comme asymptote, l'est évidem- 
ment au dessus de Ox puisque y est positive sur l’intervalle. 
e Sur cet intervalle, seul le point de paramètre { = T est stationnaire. 


En posant { =? +h,on a: 


y(T +R) = cos (2(4+n)) = — sin2h = —2h + o(h?) (+) 


1 
et donc par intégration : y(T + h) = = — h? +o(h*). 
. 2 


Comme : 
cos (F +h) 1 1—tanhk 1—-h+o(h) 
sin(f+h) tan(f+h) l+tanh 1+h+o(h) h+o(h), 


la relation (+) nous donne : 
z'(E+h) = (1-2h+0o(h))(— 2h + o(h°?)) = —2h + 4h? +o(h?), 

ce qui par intégration entraîne : 

_ 1 In2 


Rae Dh D 4 3 
9 9 h° + 3 + o(h”). 


:(E +4) 
On en déduit : 


1) = ( dr }+( : }+n(  )+o(ns) 


La tangente au point de paramètre { — T est donc dirigée par le vecteur (1,1), 
et comme le terme suivant est en h, l’arc est au voisinage de ce point de part et 
d'autre de cette tangente. C’est un point de rebroussement. 

e  Onen déduit le tracé de l° sur ]0, 5], que l’on complète par la symétrie par rapport 
à l’axe Ox pour obtenir l’arc initial. 


y; Ÿ 
L 
2 
/ 
Œ 
O | 1-1In2 
2 
Exercice 40 
e Comme les fonctions rationnelles : 
tr de t tr ue 
12 e ; 
ii : ii 
sont de classe C® sur |1,+c!, il en est de même de l’arc qu’elles définissent. 
; t(t—2) —3 
à FE — LC — 
e Etant donné que: Ve ]1,+o[ ax’(t) = 17 vs TER 
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on obtient facilement le tableau de variations suivant : 


e Il n’y à aucun point stationnaire. 


e Étant donné que : 
Œ(t) —> +oo et ylt) —+ 2, 


t— +00 t— +o0 
la droite d’équation y = 2 est asymptote à l’arc lorsque { — +oo. L'étude des 
variations de y montre que l est situé au dessus de cette asymptote. 
e Lorsque t tend vers 1, les fonctions x et y tendent vers +oo, et : 


y) 2841 4 
x(t) #2 +1 
Étant donné que : 
2t+1-—3t 1—-t)(1+3t 
y) = 3e) = LE plus es HS À 


t—]1 t—]1 t—1 


la droite d’équation y = 3x — 4, est asymptote à l’arc lorsque t — 1. Et l’arc l 
est situé en dessous de cette asymptote puisque : 


V>1 1+3t>4 et donc y(t) —3zx(t) < —4, 


On en déduit le tracé. 
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Exercice 41 


e Comme les fonctions rationnelles : 
#2 


et Abe 


zitr 


t 
tt —1 
sont de classe C® sur |1,+æ!, il en est de même de l’arc qu’elles définissent. 
e Étant donné que : 


1+3t 


2t(t1+1) 
CEE 


on obtient facilement le tableau de variations suivant : 


t 1 +00 
v'(6) = 
y) | 0 É 
+00 
TL  — 
0 
+00 
T  . 
0 


e Iln’y à aucun point stationnaire. 


e En +, il n’y a pas de branche infinie, puisque x et y tendent toutes deux vers 0. 
On peut donc ajouter l’origine au support de L'. Étant donné que : 


on en déduit que la tangente en ce point est alors l’axe Oy. 


e Lorsque t tend vers 1, les fonctions x et y tendent vers +co, et : 


t 
v® _,_,: 
T t) t—1 
Étant donné que : 
2 —+ t 1 


dat) = — = —— = - 
y(t) — x(t) HA] SLpPiioli sr. d 


on en déduit que la droite d’équation y = x — 7, est asymptote à l’arc lorsque t 
tend vers 1. Pour en étudier la position, on peut : 


* soit faire un développement limité de y(t) — x(t) au voisinage de 1 en po- 
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sant t—=1+h : 
1+h 
_ xl a 
LS D A+h)P+(+AP+(+Fh)+I 
__  1+h 
_ 4+6h+o(h) 
=:( ER ) 
_ A\1+3h+o(h) 
et donc : 
1 3 1 h 
(+R) —2(1+h)= 7 (1+h) (1-5 n+ott)) =3-3toû); 


ainsi, la droite d’équation y = x — - est asymptote à l’arc est en 1, et l’arc 
finit par être en dessous de cette droite lorsque t est voisin de 1 ; 


soit de former et factoriser y(t) — x(t) — À 


1 {é 1 

Be ee —— w 
Va) 5 Tr à * ? 
9 2 

+ -3t+1 ù 

_ A(S+P+E+1) 

1 +21 

RS ES 
comme cette quantité est évidemment négative 
sur tout l'intervalle, on en déduit l est toujours | 
en dessous de cette asymptote. 


Exercice 42 Lorsque t tend vers +co, 


2 1 


On à : 


ainsi que : 


à 2#+1 2t+5 


” BE Li 


Il 
ITS 
ND 
H 
+ 
Re 
7 
TT 
= 
SR 
| 


1 1 2 3 1 
mto(x))=2t+24 te -o(=) 
Pour obtenir une limite finie, il suffit de faire disparaître les puissances positives t, et 
donc de calculer : 


t2 


On en déduit que la droite d’équation y = 2x est asymptote à l’arc lorsque t tend 
vers +oo et que le support de L° finit par être au dessus de cette droite. 
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Exercice 43 


e Comme les fonctions rationnelles : 


1 
te 2t+——— et yitrmt— 
£ Food 


2t+1 
sont de classe C®© sur ]-3. +oo|, il en est de même de 7. 
e Étant donné que : 
1 8t(t+1) 
d | | (= et y(t) = 
x € 5 00 x'(t) C++ 17 et y'(t) 


on obtient facilement le tableau de variations suivant : 


2(t+1)(4t? +1) 
(24+1) 


e Lorsque { tend vers —+, il est immédiat avec les écritures données de x(t) et 


de y(t), que la somme x + y a une limite finie qui vaut — à. On forme donc : 


JL ô 1 4 
y) +a(t) +7 + E. ÉFS rs 0 


La droite d’équation y + x + 3 est donc asymptote à 1 


l’arc lorsque t tend vers — : et elle est reste en dessous 
de l’arc. 


Remarque On aurait pu commencer par étudier la 
limite de y/x ou faire des développements asympto- 
tiques de x et y, mais cela aurait ici été moins efficace. 


e Lorsque t tend vers +, on à : 
limx=limy=+0 et lim = +00. 
+00 +00 +oo T 


Si l’arc admettait une asymptote, elle serait parallèle 
à Oy, ce qui est impossible puisque Em y = +oo. Cet 
OO 


arc se comporte donc comme une parabole d’axe Oy, 
il a ce que l’on appelle une branche parabolique de 
direction Oy. 
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Exercice 44 Le segment [ab] est l’arc paramétré par : 


y): [0,1] — IR? 
te (1-fat+tb. 


Pour tout t € [0,1], on a alors y/(t)2 = b — a, et donc : 
1 1 
L'ioba= f bal dé = aa. 


Exercice 45 Soit 7: [tite] — IR" un arc paramétré. 


e Considérons L une isométrie vectorielle de IR", et T1 l’arc transformé de T par L 
qui est donc paramétré par y; = Lo. 
* Comme Z est linéaire, d’après la proposition 7 de la page 319, on a : 


nm=(Loy) =Ley. 
* Étant donné que L est une isométrie vectorielle, on a : 
VEE [oh] II: = (Len O2 = ÎLE), = 1. 


On en déduit immédiatement le résultat. 


e Si l'; se déduit de l° par la translation de vecteur a, alors on peut en prendre 
comme paramétrage 1 = y +a, et donc y; = 7, ce qui permet de conclure 
immédiatement. 


Exercice 46 Soit y; = 704%. La longueur de ([6:, 62], n) est : 


62 02 02 
k In{(@)ll2 46 = | l/(6) + (e(8)}lla de = | lp" (8) n/(o(6)) 12 de. 
CA CA 


1 
Étant donné que w est strictement croissante, on à : 
VOET |p(8) = y(8). 
Comme t1 = (61) et ta = (02), le changement de variable t = (0) donne alors : 


02 CE Lo 
IRCOICO RS RE COIR OT ES REC 
CR CA ti 
ce qui prouve l'égalité attendue. 
Exercice 47 Étant donné que, pour tout t € [0, sl: One 
—3 cos? t sint — cost 
! = _ . 
PUS ( 3 sin?{ cost ) nd ( sin t ) 
et donc |y'(t)|2 = 3 cost sint, la longueur de l’arc donné est : 


5 5 3 [2 s 
| led = | 3 cost sint dt = — F. sin 2 {dt = =. 
0 0 2 Jo 2 


366 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 48 En dérivant le produit + = r &, on obtient : 
VC) = 7) d(p (0) + r(0 2/8 (LE), 
où Ÿ est le vecteur unitaire directement perpendiculaire à &#. On en déduit : 
VE [t1,t2] [ve = Vr'E)2 +r()2 6), 


et la longueur cherchée vaut donc : 
t2 t2 
[role Vro o7. 
ti ti 


Exercice 49 L’ellipse donnée a pour longueur : 


27 27 
[ironie [7 vocrrrsriat 
0 0 


quantité qui ne peut être exprimée à l’aide des fonctions élémentaires, ce qui justifie 
l'introduction des intégrales dites elliptiques. 
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S’entraïîner et approfondir 


x 7.1 Pour f : [0,1] — IR" dérivable en 0 avec f(0) = 0, établir : 
_ k L:.; 
Je 2 (a) = 3/0) 
x 7.2 Soit f : IR — IR" une fonction dérivable. On suppose : 
V(x,y)EIR z£4y— Fu) = FE) _- f(x) =} (+) (x) 
1. Démontrer que f est de classe C®. 


2. Déterminer f. 


x 7.3 Soit r € IN* et f1,...,f, des éléments de C!(J,IR"). 


1. Si B est une forme r-linéaire sur IR”, montrer par récurrence que la fonction 
B(f1,...,fr) est de classe CT et que l’on a : 


(Bt...) = ., ) Bi. ff) 
++ B(f1,..., fra, D) 


2. Lorsque r = n en déduire la dérivée de detg(f1, f2,..., fn): 
3. Pour tout x € IR et n € IN*, on pose : 


4 1 0 0 
x? 
x° x? 
21 FT œ 
D,(x) = . : . 
1 
x" x 1 x 2 


Calculer D’, et en déduire D,. 


7.4 (Spirale logarithmique) On travaille ici dans IR? euclidien, orienté par sa base 
canonique, et à désigne un réel de l’intervalle ]0,7|. 


1. Soit lo = (IR, 70) défini par : 
VOEIR ot) = (e°°%% cos(fsin a), e°°% sin( sin à) ). 


Vérifier que l’angle orienté entre les vecteurs +o(t) et 76(t) est constant. Indica- 
tion : penser à identifier IR? avec €. 

2. Soit T = (IR,7y) un arc paramétré de classe C! tel que (0) = (1,0) et que l’angle 
orienté entre les vecteurs y(t) et y/(t) soit de mesure &. Montrer qu’il existe un 
intervalle Z et une application ® : 7 — IR telle que 7 o ® soit une restriction 
de 0. Que peut-on en conclure pour le support de F ? 
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7.5 


x 7.6 


ds 


7.8 


7.9 


7.10 


7.11 


1:12 


Exercices 


Dans IR”, déterminer les arcs paramétrés (7,7) de classe Cl ne passant pas par 
l’origine et tels que la famille (y(t),7/(t)) soit liée pour tout #. 


7) 


Indication : utiliser la fonction dérivée de f:tr ICIOIES 


Soit p e IR? et l'arc L'= (IR, 7), où y(é) = (é, n) , appelé parabole. 


1. Déterminer une équation de la normale à l’arc au point de paramètre t. 
2. Donner l’ensemble D des points où passent trois normales à [' qui soient deux à 
deux distinctes. 


| a(t) = sint 
Étudier l’arc défini par b = cos? t 
IUT 9 cost 
nt = 3 
y = 2. 
2. Montrer que pour tout t € IR*, la tangente au point M, de cet arc le recoupe en 
un point de paramètre t/ différent de t. 


1. Représenter l’arc l défini par { 


3. Déterminer les droites qui sont à la fois tangentes et normales à cet arc. 


Dans le plan IR? muni de sa structure euclidienne canonique, on considère le cercle 
C de centre O et de rayon R € IR, ainsi que le point À = (R,0). Montrer que 
l’ensemble des projetés orthogonaux de À sur les tangentes à C est le support d’un 
arc paramétré, et le représenter. 


Soit Lun arc paramétré de classe C! tel que, pour tout M de son support, le point A 
— 
d’intersection de Ox et de la tangente en M à T', vérifie |A, = 1: 


1. Montrer que le support d’un tel arc se trouve dans l’une des deux bandes : 
Bi = {(u,v) EIR[0O<vu<1} et B2={(u,v) € IR? |-1< v < 0}. 
2. En supposant l' régulier et paramétré par une mesure Ÿ € ]0,7[ de l’angle 


RTE T A : je nt 
orienté (r AoMo), en donner une représentation paramétrique, et l’étudier. 


1. Étudier et tracer l’arc défini par : 


Justifier en particulier qu’elle admet un axe de symétrie. 
2. Montrer que l’ensemble À des points par lesquels passent deux tangentes à l’arc 
orthogonales entre elles est une droite dont on donnera une équation. 


Soit a € IRY et T l’arc paramétré défini par : 
r(t)=acos®t et y(t)=asint avec a € IR. 


Pour t € ]0, 7{, la tangente en M, à l coupe respectivement Ox et Oy en P, et Q. 
Montrer que la longueur P;Q:; est constante. 
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Soit r € IR* et T° l’arc paramétré défini sur IR par : 
x(t) = 2r cost+r cos2t et y(t) = 2r sint +r sin 2t. 


1. Comment en déduire le tracé de celui de l’exercice 7.9 de la page précédente ? 
2. Montrer que le point d’intersection de la tangente au point de paramètre t et de 
la tangente au point de paramètre { + x décrit un cercle de centre ©. 


y 
Dans le plan euclidien, un cercle € de rayon R > 0 t 


roule sans glisser sur l’axe Ox. Un point M € C fixe 
par rapport à C décrit une courbe que l’on appelle cy- 
cloïde. On désigne par w le centre de C, et par 1 son 
point de contact avec Ox. Si à l’origine la point M est 
en ©, le roulement sans glissement se traduit à chaque 
instant par l'égalité de longueur entre l’arc 1M et le 

segment OI. O I x 


——— 


= — 
1. Déterminer le coordonnées de M en fonction d’une mesure 0 de l’angle (wM ,W ) , 


2. Montrer que la normale en M à la courbe précédente passe par 1. 


Dans le plan euclidien, un cercle € de rayon r > 0 roule Co 
sans glisser à l’intérieur du cercle Co de centre O et de Î 
rayon R = nr avec n € IN*. Un point M € C fixe par CR 
rapport à C décrit une courbe appelée hypocycloïde. ” 

On désigne par w le centre de €, et par Z son point de A 
contact avec Co. Si à l’origine la point M est A(R,0), A 


le roulement sans glissement se traduit à chaque ins- 
tant par l'égalité de longueur entre les arcs ZM et AI. 


1. Déterminer le coordonnées de M en fonction d’une mesure 0 de l’angle (À, Of ) ; 

2. Que dire de l’ensemble des points M lorsque n = 2 ? 

3. Dans la suite, on suppose n > 3. Montrer que la courbe décrite par M est inva- 
riante par la rotation de centre © et d’angle ui 

4. Montrer que la normale en M à la courbe précédente passe par J. 


5. Calculer la longueur de tout le support. 


Soit P, Q et R trois éléments de IR[X] et 7 un intervalle de IR, ne contenant aucune 
racine de À. On considère l'arc F = (IR, 7) avec 7 définie sur I par : 
P() Q(+) 
Er = À VDS TE 


dont on suppose que tout point est régulier. Étant donné a, b et c des réels tels que 
(a,b) Z 0, montrer que la droite À d’équation ax + by + c = 0 est tangente à 
au point de paramètre to si, et seulement si, {, est racine au moins d’ordre deux du 
polynôme D=aP+bQ+cR. 
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Solution des exercices 
7.1 Munissons IR” d’une norme notée || ||. 
e Puisque f est dérivable en 0 et f(0) = 0, il existe à : [0,1] — IR" telle que : 
Vte [0,1] f(t)=tf'(0)+ta(t) avec a(t) —> 0. 
— 
e Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe n € |0,1], que l’on fixe, tel que : 
VE [0,7] lla(t)i <e. 
e Pour tout n € IN* tel que _ < n, ou encore n > no = |[1/7|+1,ona: 


54 -(Éhre-Et-4r0)l 


k=0 


k=1 
-  & k 
<> 7 |e (5) 
k=1 
=  k n(n +1) 2 
—E— EE 
D 2n?2 È 


Il s'ensuit que : 
7 k nin+El) gs LL k EN, 
>/(%) D ro => 1(S) - 62 LE) @) — 0. 


£ 2 n(n+1) 
Etant donné que 


2-20 - ro) re ne ro 
k=0 k=0 


7.2 1. SoittelR et h € IR*. En posant x =t—h et y=t+h, la relation x donne : 
JG+h)—f(—h) 


_ y! : 
EE 10) ( 
En particulier, pour À = 1, on en déduit : 
— f(t—-1 
ver f{e= FEEDS 1) _ ), (ii) 


Pour n € IN, montrons par récurrence que f est de classe C7”. 
e Initialisation : par hypothèse, la fonction f est dérivable ; elle est donc continue. 
e Supposons f de classe C”, pour un n € IN. Par composition, les fonctions : 
tr f(t+1) et tr f(t—-1) 
sont également de classe C”, et la relation (ii) entraîne que f’ est de classe C”. 
On en déduit que f est de classe C7+1. 
Cela prouve par récurrence que f est de classe C®. 
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2. Soit f une fonction vérifiant (x) et to un réel donné. La relation (t) donne : 
VR EIR*  f(to+h) — f(to —h) = 2h f'(to). 
En dérivant deux fois cette égalité de fonctions de À, on obtient d’abord : 
VREIR* Pto +R) + F'(to — h) = 2 f'(to). 
puis : 
Vh EIR*  f"(to+h) — f'(to — h) = 0. 
Comme t9 € IR et h € IR* sont quelconques, on en déduit : 
V(a,y) EIR 2£y— f(x) = f"(y) 
ce qui entraîne que f” est constante. Il existe donc À € IR" tel que : 
VreElR f(x) =24. 
Par suite, la fonction vectorielle x + f'(x) — 2x À, qui a une dérivée nulle, est 
constante sur l'intervalle IR, et il existe B € IR” tel que : 
VrelR f'(x)=2xA+B. 
On en déduit de même qu’il existe C € IR" tel que : 
VrelR f(x) =: A+tzxB+cC. 
Réciproquement, si À, B et C' sont des éléments de IR”, alors la fonction : 
Fire AtrB+0 


vérifie pour tout (x,y) € IR? tel que x £ y : 


— f(x T + 
y —X 2 
et répond donc au problème. 
7.3 1. Démontrons par récurrence pour r € IN* l’énoncé : 
H,: Si B est une forme r-linéaire sur IR”, et si f1,...,f, sont des 


éléments de C!(I,IR"), alors B(f1,...,fr) € C'(L,IR) et : 


(Bt: 0) =) Be ahalees 
k=1 


e On le connaît déjà pour r = 1 (cas d’une application linéaire) et r = 2 (cas 
d’une application bilinéaire). 
e Supposons-le vrai à un rang r avec r > 2. Soit B une forme (r + 1)-linéaire 
sur IR", ainsi que f1,...,f,+1 des éléments de C!(I,1R”). 
* Soit B = (e1,...,e,) une base de IR" et (w1,...,4A) les fonctions compo- 
santes de f;+1. On a alors : 


Be fnfrn) = B(fs..f, Dore) 
£—1 


D AB ee). (x) 
£=1 


372 


Solution des exercices 


* Pour chaque LE [1,n], l'application : 


(IR 5 IR 
(dise. de) + Bi... 0,6) 


étant évidemment r-linéaire, l'hypothèse #, nous dit que B(f1,..., fr, ee) 


est de classe C1, et que : 
(Bliss) = Bliss fhufses) 


* Étant donné que les applications we sont de classe C! comme composantes 
d’une application de classe C!, la relation (x) et les théorèmes généraux 
entraînent que B(f1,..., fr, fr11) est de classe CT et que : 


nm 


(Ba) = NB. de) 


£=1 
=> (4 (fs... fee) + (Bi... fee) ve). 


* On en déduit le résultat à l’ordre r + 1 puisque l’on a : 


D GB, fre) = B(f,...,f, )vree) 
1=1 {=1 


— Base) 


ainsi que : 


JS (B(f1..., fr,ee)) pe ÈCE" firfrfnen) 


£=1 {=1 


(Dm. ne) 


I 


Bfossfeseaih 


k=1 


2. Supposons r — n et considérons B une base de IR”. Comme detg est une forme 
n-linéaire, on en déduit immédiatement : 


(dets(fr, fa, fn)) = detg(fi, fa, fn) + detg(fi, f2,... fn) + 
+ + detg(f1, f2, AU A 


3. Soit n € IN*. Désignons par B, la base canonique de IR”, et notons : 
2 n 


fiab (as es —). 


RS n! 


Les composantes de f, étant polynomiales, on a fn € C®(IR, IR”), et donc : 


D =déte, (fesse). 
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D’après ce qui précède, la fonction D, est dérivable et : 
D, = detg, (fn fus, FAT D) + detrs, (frs frs nec F8) 
++ dete, (fn, fn eee, PT, FAN)  detrs, (frs fre 22 PS FIN). 
Par antisymétrie du déterminant, on en déduit : 


D, = dés Gfhess fi ie) 


x 1 0 . : 0 
2 
7 x 1 
x x? 

|| 3 2 # 

| 1 0 

Us 0 
x" xt x? Fe 
nt Tn-I] (n-2) a | 


En développant ce dernier par rapport à sa dernière colonne, on obtient : 


D}, — dets,_; FAR Lis ce.) “on = Dy-1. 


Comme pour tout n € IN*, on a D,(0) = 0, une récurrence immédiate donne : 
nm 


VnEIN VrelR Dix) = —- 
TL! 


7.4 1. Soit fo l'application de 1 dans € telle que, pour tout @ réel, fo(0) soit l’affixe 
de o(4). Pour tout 0 € I, on a alors fo(0) £ 0 et : 


iæ 


fo(@) = e SX cos(8 sin a) = e°° 
Il est immédiat que fo est de classe C! et que : 
VOEIR fi(0) = e* fo(8). 
On en déduit que pour tout 0 € IR, les vecteurs f0(8) et f6(0) sont non nuls, et 


que @ est une mesure de l’angle orienté entre les vecteurs +o(t) et (#6) . 
0 


2. Soit f l'application de 7 dans € telle que, pour tout t € IR, le complexe f(4) 
soit l’affixe de y(t). 


e Puisque l’on parle de l’angle des vecteurs y(t) et y/(t), on a donc : 
VER f(t)Z£0 et f'(t) 20. 
J"() 
e'a f(+) 


e Comme, pour tout t € IR, le réel a est une mesure de l’angle de 7(t) et 


Pour tout t E IR, posons : Y(t) — 


de /(#), la fonction 4 est à valeurs dans IR. Elle est continue puisque 7, et 
donc f, sont de classe C!. 
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e Par suite, Y possède sur IR une unique primitive W qui s’annule en 0. Comme 
4 = Ÿ’ est à valeurs strictement positives, Y réalise une bijection de IR sur 
un intervalle Z. Sa fonction réciproque ® : Z — IR est donc aussi de classe C!. 

e Posons f, = f o ®. Pour tout 0 € I, on a alors : 


fi(0) = ®’(8) F(S(0)) 

= D(0) W'(D(4)) e** F(P(8)) 

= e"* f(P(6)) car D’(9) Y'(D(8)) —1 

= e* (0). 
Par suite, il existe À € € telle que : 

VOEI f1(8) = À exp (8 en) 

Comme Y(0) =0,on a 0€ ZI et (0) = 0. On en déduit f1(0) = 1, et par 
suite, À = 1, ce qui entraîne : 

VO ET f1(0) = fo(0) et donc (70 ®)(8) = (6). 


Comme © est bijective, les arcs (IR,7) et (1,70 ®) ont même support; par suite 
le support de y est inclus dans celui de 0. 


7.5 Soit (1,7) de classe C1 ne passant pas par l’origine. Comme + ne s’annule pas, on 
peut définir : 
fi: TI  — IR" 
76) 
FOIE 


où ||||2 est la norme euclidienne canonique de IR”. 


t 


e Cette fonction est dérivable car + est de classe Cl et ne s’annule pas. Comme f(t) 
est unitaire pour tout t, on en déduit que f’(t) est orthogonal à f(t), et donc : 


VteI f'(t)Ee Vect(y(t))—. (i) 
On a par ailleurs : 
TC) _ (Cr 176)) 
O2 MOI 


e Supposons (+(t),7/(#)) liée pour tout £. Étant donné que (t) Z 0, on en déduit 


VeI f(t)= 0 (+) 


y'(t) € Vect(y(t)). L'expression (x) ci-dessus montre alors que l’on a : 


VteT f'(t)Ee Vect(y(t)). (üi) 
Des relations (i) et (ii), on déduit : 
VteI f'(t) = 


ce qui entraîne que f est constante sur l'intervalle 7. Par conséquent, il 
existe 4 : I — IR de classe C! ne s’annulant pas, et à € IR" \ {0} tel que : 


VelI f(t)=#v(t)üù. 
Le support de (7,7) est donc une partie de droite. 
e Réciproquement, il est clair que toute fonction de ce type est solution du problème. 
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7.6 1. L’arc L est évidemment de classe C! car les applications composantes sont po- 
lynomiales ; pour tout t € IR, on a ?/(t) = (1, cs Il s'ensuit que tout point de 


paramètre { est régulier, et que la normale en ce point a pour équation : 


0=1( o+2( —) + (+2) 
p 2p p 2p? 


2. D est donc l’ensemble des points (x,y) € IR° pour lesquels il existe trois réels 
distincts t1, t2, t3 tels que : x + + (e+ 3) = (. 


Étudions les variations de la fonction polynomiale Q :tr LL (4 1) t—x 


pour savoir quand elle admet trois racines réelles distinctes. On a déjà : 


2 
VEEIR oo=-(t-1). 


Cas : < 1: la dérivée Q/ est alors à valeurs positives et s’annule au plus une 


fois. Ainsi, Q est strictement croissante sur IR et, admet donc au plus un zéro. 


Cas # > 1: en posant to = 2° LE — 1), on a le tableau suivant : 
t Tr00 —to to +00 
Q'(6) EEE 
Q(—to) +00 
Q di 
66 Q(to) 


On en déduit que Q admet trois racines réelles distinctes si, et seulement 
si, Q(to) Q(—-to) < 0. Or : 


QUu)Q(-te) = (EE ( DE +) ( LC 1)H-<) 


2 
En remplaçant #3 par LE — 1), un calcul immédiat donne alors : 


Q(DQ (Ho) = — pa (1), 


et la condition cherchée est donc : 
8 3 
a -(£-1) <0. 
D 


Remarquer que cette dernière relation contient la condition £ > 1. 


S Ke 


En conclusion, on a : 


D = {(x,y) € IR? | 27px° < 8(y — p)°}. 
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7.7 Les fonctions æ et y proposées étant définies sur IR et de classe C® par opérations 
sur les fonctions de classe C® à valeurs réelles, elles définissent un arc (IR,7) de 
classe C® vérifiant : 


VEEIR y(t) = (x(t),y()) = (sine, 


e Puisque y est 27-périodique, on peut en restreindre l’étude à [—T,x]. La fonc- 


cos? t ) 
2 — cost / 


tion x étant impaire et la fonction y étant paire, on peut limiter l’étude à [0,7], 
puis compléter le support avec une symétrie par rapport à l’axe des ordonnées. 
e Pour tout tEIR, on a : 


sint cost(cost — 4 
x'(t) = cost et y (E) = sinécost(cost — 4) 


(2 — cost)? 
On en déduit le tableau de variations suivant. 
t 0 5 T 
æ' (6) + 0 — 
y'(t) [0 — 0 + 0 
1 


TR 
no 


tous les points de cet arc sont sont réguliers, excepté celui de 
ur préciser la forme de l’arc au voisinage de 7, étudions : 


_ JE) =ytS) y(t) cos? t 


au x(t)—x(Z) x(t)-1 (2-cost)(smt-1) 


œIR | © 


e Pour te 


0,7], 
paramètre 3. Po 


qui est bien défini puisque d’après le tableau : 
VIO,7]\{3} x(t) Z1. 
On a alors : 


m(S+h 


u ) : sin? À 


h? + o(h°) 
(2+h+o(h)) (—-È +o(h3)) 
1+o(h) 
(2+h+o(h)) (4 +o(h)) 
___1+0o(h) 
1+2+o(h) 
R 


= —] + 3 + oh) 
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On en déduit 


* d’une part, Jim m(t) = —1 ; l'arc a donc en ce point une tangente pente —1 ; 
5 


x d’autre part, que pour t voisin de 7, la pente de la droite (M;M2z) est du signe 
de h—t—7,et change donc de signe; c’est donc un point de rebroussement. 
On en déduit le dessin du support de l'arc. 


5 Y 


O 1 


Pour des raisons évidentes, cet arc est connu sous le nom de courbe du bicorne. 


7.8 1. Les fonctions x et y proposées étant polynomiales et donc de classe C®© sur IR, 
elles définissent un arc (IR,7) de classe C® vérifiant : 


VER 7y6)= (ct),10)) = GF,2#). 


e Puisque x et y sont respectivement paire et impaire, on peut restreindre l’étude 


à IR}, le support de l’arc étant symétrique par rapport à l’axe des abscisses. 
e Pour tout t € IR}, on a : 


rÜ=dt € yOSEÉr 


ce qui donne immédiatement le tableau de variations suivant : 


e Tous les points sauf celui de paramètre 0 sont réguliers. Comme : 


y(E) — y(0) _ y) | 


x(t)—x(0) xt)  t-0 
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on en déduit que l’arc est tangent à Ox en l’origine. La forme du support est 


donnée par les signes de x et y, qui sont tous deux positifs pour t € 4 
y 


2. Pour t € IR*, le vecteur y/(t) est non nul et proportionnel à (1,t). La tangente D; 


au point de paramètre t admet donc comme équation : 


Cette tangente recoupe donc l’arc en un point de paramètre {’ de coordon- 
nées (342,243) si, et seulement si, ce réel #/ vérifie : 


D OR sr 0 PF OP E. 


Par suite, il est immédiat que D; recoupe l’arc au point de paramètre t/ — —?, 
qui est différent de t puisque t Z 0. 


. Aucune droite ne peut être tangente et normale au même point du support de F. 


Comme la tangente au point de paramètre 0 n’est pas normale à l', les droites 

cherchées sont donc : 

e des tangentes en un point de paramètre t € IR*, des vecteur directeur (1,t), 

e qui sont normales à Lau point de paramètre #/ — —{ où elles le recoupent, et 
donc orthogonales au vecteur (1,t’). 

On en déduit la condition : 


12 
VS et donc t = +2. 


. Le cercle C est le support de l’arc paramétré défini par : 


VLEIR ct) =(R cost, R sint), 
dont la tangente D}, au point de paramètre t est dirigée par le vecteur : 


c'(t) =(-R sint,R cost) qui est orthogonal à c(t). 
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Si M, est le projeté orthogonal de À sur D}, alors il existe un réel À tel que : 
M, = c(t) + Xc (+). 
Comme AM est orthogonal à c’(t), on a : 
0=(M-AlcC(E)) 
= (c(#) + Àc/(t) — À | che) 
=À\R- (A | c'(t)) 
— R°(1+sint). 
Le point M, est donc : 
M; = c(t) — (sint) c’(t) 
: (R cost+Rsin?t, Rsint—R sintcost) 
_ ( + R cost — . cos 2t, R sint — sine) : 


ce qui donne une représentation paramétrique de l’arc cherché. 
2. Il suffit de tracer le support correspondant à R = 1, les autres s’en déduisant par 
homothéties. Étudions donc l’arc défini sur IR par : 
1 1 : 1. 
at) = 5 + cost — 5 05 2t et y(t) = sint — : sin 2f. 
e Ces fonctions sont de classe C® d’après les théorèmes généraux. 
e Comme elles sont 27-périodiques, on peut restreindre l’étude à [-—T,7|. 
Les fonctions x et y étant respectivement paire et impaire, le support de l’arc 
est symétrique par rapport à Ox, et l’on peut donc restreindre l’étude à [0, x]. 
e Pour tout t € [0,7], on a : 


t 3t 
z'(t) = sin 2% — sint = 2 sin (3) cos (5) 
2 2 
et : 
t 3t 
y'(t) = cost — cos 2t = 2 sin (:) sin (5) 
On en déduit facilement le tableau de variations. 
T 27 
z'(t) [O0 + 0 — 0 
y'(t) [0 + 0 — 
5 
4 
3V3 
4 
4 
0 0 
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e Dans l'intervalle [0,7], seul le point de paramètre 0 est stationnaire. Comme : 


y(t)—y(0) 2sin(t) — sin2t o(t?) _ 
x(t) —x(0)  2cost—cos2t—1 #2 +o(t2) +0 


l’arc est tangent à l’axe Ox au point de paramètre 0. On en déduit le tracé 
du support de l’arc. 


Cet arc est appelé cardioïde. 


—— 
7.10 1. L'hypothèse || A] = 1 impose évidemment que l’arc est inclus dans la bande : 


B = {(u,v) E IR? | -1 <v<1}. 


Si l’arc est paramétré par & ++ (æ(t),y(t)), alors la fonction y ne peut s’annuler 
puisqu’alors on aurait À = M, ce qui est incompatible avec |[M,A;|l2 = 1. Comme 
y est continue sur l'intervalle T, elle garde un signe constant, et donc : 


FCB, ou LE Bo. 


. Soit 7:05 (x(0),y(0)) un paramétrage de l'arc cherché, avec 0 € ]0, £[. Étant 


+ + 
donné que 0 est une mesure de l’angle (z. AoMo), et que | MoAoll2 = 1, on a : 


ve € Jo. | y(0) = sin 0. 
L’arc étant régulier, la tangente au point M, est dirigée par +/(4) = (x/(8),y/(8)). 


— 
Comme la tangente est (49M5), les vecteurs 7/(0) et M9A9 sont colinéaires, et : 


__|æ'(8) cosô| I|x'(8) cosô|  ,,, . | 
= fe) angl loose sing) 7 ()#nf cos 6. 
On en déduit : 
r 2 
T ! . cos* 0 … . 
vO € Jo, n L DA (4) — sin Ô — no sin 0. 
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Par suite, il existe k € IR tel que : 


Q] 
va € lo. | z(8) =In (tan ()) + cos 0 + k. 
Changer la valeur de k revient à faire subir une translation au support. Nous 


supposerons donc k — 0. Comme x et y ont des limites finie en 7 traçons l’arc 
défini par : 


VO € lo, | x(0) = cos 0 +In (tan (5) et y(0) = siné. 


Étant donné que : 


2 
VO € lo. 1 x'(0) = — 2 et y/(0) = cos, 


on obtient le tableau de variations suivant. 


a |o x 
x’ (0) + 0 
y'(0) + 0 
0 

. | 

— OO 

1 

: 

0 


Seul le point de paramètre % est stationnaire. Comme : 


x” (0) = — _ — cosô et y”(8) = —-sin6, 
sin” 0 


on a y”(5) = (0,—1) et, au point de paramètre F, l’arc est tangent à Oy, ce qui 
correspond bien à la définition initiale de la courbe puisque le point Mzx est à la 
distance 1 de l’axe Ox. La position de l’arc par rapport à la tangente est donnée 
par le tableau de variations. On en déduit le tracé du support de l’arc. 

à UV 


1 


O 


Cette courbe est appelée tractrice. 
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7.11 Les fonctions x et y données sont définies sur la réunion des deux intervalles | — œ, 0| 
et |0,+co{. Il s’agit donc d’étudier et de tracer la réunion des deux arcs : 


V1: ]J-c0,0[ — IR? et 2: ]0,+o0[ —+ IR? 
D - 1 il: À 1 
ti tom ite te (taste 


1. + Les relations x(+) = y(t) et y(+) = x(t) montrent que le support est symé- 


trique par rapport à la droite d’équation x = y, et qu’il suffit d'étudier les arcs 
définis sur [—1,0[ et sur ]0,1]. 
e Ces arcs sont de classe C!, et pour tout t € IR*, on a : 
1  #4—1 1 4-1 
(t)=1- Se mi y(t)=t- = 
ce qui conduit au tableau de variations suivant : 


—S  t(S+2-3t  t(t-1)?(t+2) 
t(t)—x(l) + -3 28+1-382  (t—-1)2(24+1) 
On en déduit : 


ce qui prouve que l’arc admet en ce point une tangente de pente 1, qui est 
donc la première bissectrice. La symétrie précédemment trouvée prouve qu’il 
s’agit d’un point de rebroussement pour la courbe totale. 
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2. Pour tout t € IR*, même pour t = 1, la tangente au point M4 est dirigée par le 
vecteur (1,t) ; elle a donc pour équation : 


1 


soit —2#2 x + 2ty+t% — 1 — 0, qui est une droite de pente ft. 
Par un point (x,y) € IR? donné, il passe donc autant de tangentes à la courbe 
donnée que l'équation (en #) : 

#98 x+2ty—-1=0 (+) 
possède de racines réelles non nulles. Il y passe donc deux tangentes orthogonales si, 
et seulement si, l'équation (+) possède deux racines {1 et {2 telles que t1 t2 = —1. 

e Supposons (x,y) € A. Alors (x) possède deux racines {1 et {2 telles 


que tito — —1, et comme le produit des racines de cette équation est 1, 
la troisième racine est —1. En remplaçant { par —1 dans (+), on en déduit : 


æ+y+il=0. 
e Réciproquement, supposons x + y + 1 — 0. Alors on a : 
98 r4ty 1=t L(yE lé r+2ty 1 
= (t-1) (© +(2y+1)t—1), 
et l'équation du second degré #? + (2y + 1)t — 1 = 0 à alors deux racines non 
nulles de produit vaut —1, ce qui entraîne (x, y) € A. 
7.12 Cette courbe (cf. exercice 37 de la page 339), est une astroïde. Pour tout t € ]0, 7{, 
le point M, est régulier et la tangente est donc dirigée par le premier vecteur dérivé : 
(—3 a cos? t sint, 3 a sin?t cost) = 3 a sint cost (— cost, sint). 
Elle a donc pour équation : 


x—acost —cost 


= y — a sin t sin t 


= x Sint +y cost — a sint cost. 


e Comme sint £ 0 elle coupe Ox au point P, = (a cost, 0) ; 
e comme cost £ 0, elle coupe Oy au point Q; = (0,a sint). 
Il est alors évident que P,Q; = a, ce qui prouve le résultat. 


7.13 Soit y:#r+ (2r cost +r cos2t, 2r sint+r sin 2#). 


1. L’arc lo de l’exercice 7.9 de la page 369 est paramétré par : 
V:itr (£ + R cost — . cos 2t, R sint — À'sin2) 
En le translatant de (0, —À), on obtient l’arc 1 : 
nt (R cost — . cos 2t, R sint — À sin 2) 


Si l’on fait subir à l'; une homothétie de centre © et de rapport +, on obtient : 
B'ititr ( — 2r cost +r cos2t, —2r sint+r sin 24) 
dont le support est égal celui de F puisque y2(t +7) = y(t). 
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2. Pour tout t € IR, on a : 


3t t 
z'(t) = —2r(sint + sin 2t) = —4r sin (5) cos (3) 


2 
, 34 t 
y(t)= 2r(cost+cos2t) = 4rcos (5) cos (5) 
e Lorsque cos À Æ 0, le point n’est pas stationnaire, et la tangente est dirigée 


. 3t 3t 
par le vecteur (— sin +, COS 31) - 


e Ilen est de même lors que cos L = 0 puisque l’on a vu (cf. exercice 7.9) que la 
tangente est alors parallèle à l’axe Ox. 
Par suite l'équation de la tangente au point de paramètre t est : 


æ—2rcost—rcos2t —sin(3) 
y—2rsint-rsin2t  cos(3i) : 
et donc : 
3t 3t t : 
æ COS (5) + y sin (5) — 3r cos (3) =, (à) 
En remplaçant { par t + x, on obtient l’équation de la tangente au point de 
paramètre { +T : 
at a t : 
x sin (5) — y COS (5) + 3r sin (:) —Ù: (ii) 


En résolvant le système formé par (i) et (it), on obtient les coordonnées du point 
d’intersection : 

æ—=3rcos2 et y—3rsin2t. 
Comme t décrit IR, ce point décrit le cercle de centre © et de rayon 3r. 


7.14 1. Soit (7,7) la base canonique du plan euclidien. La relation de Chasles nous donne : 


ie 


bal bio) 0 


2 


et les composantes de oM sont donc : 
T ; T , 
(x cos ( 0), R sin ( N o)) = (—R sin 0, —R cosô). 


En projetant le relation : 


OM = OÏ + Iù + wM. 
on en déduit les coordonnées de M : 
z—=R0O—-Rsin0 et y—=R—R cos6. 
Cette courbe est une cycloïde (voir exercice 36 de la page 339 pour le tracé). 


2. D’après l’étude faite lors du tracé de cette courbe, en tout point M3 de para- 
mètre 0 £ 0 [27], la tangente est dirigée par le vecteur : 


7/(0) = (1 — cosô, sin 6). 
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—— 
Comme le vecteur ZM a pour composantes : 
(—R sin0, R(1—cos)), 


= ù 
on à (+/(0)|IM)=0,et IM est donc orthogonal à la tangente. Par suite Z est 
sur la normale en M à la courbe . 


Le résultat est immédiat dans le autres cas puisqu’alors M et I sont confondus. 
7.15 Soit (7,7) la base canonique du plan euclidien. 


ZT — = — 
1. Soit 0 une mesure de (OA, Of) et w une mesure de (M. wi). L'égalité des arcs 
IM et AI se traduit par rw = RO, ce qui entraîne w = nÛ. La relation de 
Chasles donne alors : 


ÉoM) = (FO) + (OÏ, M) =(1-n)0. 


En projetant la relation OM = Où+wM , on obtient pour les coordonnées de M : 
@) æ(8) = (n—1)rcos0 + r cos ((n — 1)4) 
Se : 
y(8) = (n — 1)rsin0 — rsin ((n — 1)6) 


2. Pour n=2,ona: 
x(0) = 2r cosô et y(8) = 0. 
L'ensemble des points M est alors le segment [—1,1] de l’axe Ox. 
3. Si z(0) est l’affixe complexe du point M, alors on a : 


2(0) = (n—1) rene Ve ne 


et donc : 
27 (O4 2x Un 1i(0+ 2x 
2(0+ =) = (n—1)re 04) pre mr) 
nm 
Comme : 
e-(n-Di(o+2) e-(n-Di8 DE er tn-10 QE 


on en déduit immédiatement : 
2 à 
nm 


ce qui prouve que l’on passe du point de paramètre Ÿ au point de paramètre 0 + — 
par une rotation de centre © et d’angle 2. 


4. En dérivant la fonction z : 0 + 2(0), on obtient l’affixe du premier vecteur dérivé : 


z/(0) = (n — 1)ir(ef — CE 


= (n— ljirez" (2: sin (2) 
= —2{(n—1)rsin ( ei 


e Supposons ce premier vecteur dérivé non nul, c’est-à-dire n0 À 0 [2x]. 
Pre =; 020 
* La tangente est alors dirigée par un vecteur d’affixe e7*° 7 
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— 
* L’affixe du vecteur ZM étant : 


2(0) — nre — à Cons — a) 
2—n :0 Là n0 
re (aisin (à) 
re 2 ( isn(s ) 
) n—2 ; 
—2r sin (=) (i er “), 


il est immédiat que ce vecteur est orthogonal à la tangente : on en déduit 
directement que Z est sur la normale en M à la courbe. 
e Lorsque n0 = 0 [2x], alors les points M et I sont confondus sur le cercle C 
et le résultat est évident. 


5. D’après les calculs précédents, on a : 


VOEIR |y(8)l2=17 (8) =2(n- Dr 


m(S) 
Sin | — s 
2 
Pour n > 3, le support de tout l’arc est la réunion de n supports deux à deux 


disjoints (à l'exception des points limites) déduits par rotations du support de : 


[0,2] — IR? 
0 ++ 2(8). 


La longueur cherchée est : 


=n fran sn (Te) dô 
=2(n—-1)r FT n in (22) ao 
= 4-07 fe (%)]* 

0 


7.16 Soit to un élément de 1. 
e Comme aucun point de [n’est stationnaire, la tangente au point de paramètre to 
est dirigée par le vecteur (x/(t),y/(to)). Par suite, la droite À est tangente à 
au point de paramètre to, si, et seulement si, 
* elle passe par ce point, ce qui équivaut à : 


ax(to) + by(to) + c = 0, (i) 
+ elle a même direction que la tangente, ce qui équivaut à : 
ax'(to) + by'(to) = 0. (ii) 


Chapitre 7. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés 


e Le réel t, est est racine au moins d’ordre deux de D si, et seulement si : 
0 = D(to) = a P(to) + b Q(to) + c R(to) (5) 


et : 
0 = D'(to) = a P'(to) + b Q'(to) + c R'(to). (5j) 


e Étant donné que D = (ax +by+c)R on a : 
D'= (ax +by)R+(az+by+c)R!. 
Ainsi (jj) est équivalent à : 
0 = (ax'(to) + by/(to)) R(to) + (a x(to) + by(to) + c) R(to). (53°) 
e Supposons À tangente à [au point M4,. Alors on a (i) et (ii). On en déduit : 
D(to) = a P(to) + bQ(to) + c R(to) = (a t(to) + by(to) + c) R(to) = 0, 
ainsi que : 
D'(to) = (ax’(to) + by/(to)) R(to) + (ax(to) + byto) + €) R'(to) = 0, 
ce qui entraîne que to est est racine au moins d’ordre deux de D. 


e Supposons fo racine au moins d’ordre deux de D. Alors on à (j) et (3j). 


* De (j), on en déduit immédiatement (i) puisque : 


1 
a æ(to) + by(to) + € = Ro) D(to). 


* la relation (j7’) s’écrit alors : 
(a x'(to) + by'(to)) R(to) = 0, 
ce qui entraîne (ii) puisque R(to) £ 0. 
Par suite, À est tangente à l'en M,,. 


On en déduit l’équivalence demandée. 
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Intégration sur un 
intervalle quelconque 


Dans ce chapitre, on définit la notion de fonction continue par morceaux à 
valeurs dans IK = IR ou IK = €, et l'intégrale d’une telle fonction sur un 
segment. 

On cherche ensuite à étendre la notion d’intégrale au cas de certaines fonctions 
continues par morceaux sur un intervalle quelconque de IR. 

Les intervalles de IR considérés dans ce chapitre seront tous d’intérieur non 
vide. 


| Fonctions continues par morceaux 


La notion de subdivision a été vue en première année. Voici quelques rappels. 


éfinition 1 
Une subdivision du segment {a,b] est une suite finie o = (&);cjon] 


strictement croissante telle que ao = a et an — b. 


Le support de la subdivision, noté supp (o), est l’ensemble des valeurs prises 
par la suite, à savoir supp (a) = {a;; à € [0,n]}. 


Soit [a,b] un segment, o et a’ deux subdivisions de [a, b]. On dit que o’ est 


plus fine que © si supp(o) C supp (o’). 


roposition 1 
Soit o et a’ deux subdivisions d’un segment {[a, b|. Il existe alors une sub- 


division o” de [a,b] qui soit plus fine que © et plus fine que 0’. 


l Fonctions continues par morceaux 


1 Fonction continue par morceaux sur un segment 
éfinition 3 
Une fonction f : [a,b] — IK est dite continue par morceaux s’il existe 
une subdivision (ap,...,an) de ce segment telle que, pour tout à € [0,n—1], 


la restriction de f à |a;,a;+1[ possède un prolongement continu sur le seg- 


ment [a;,a;+1|. 


Une telle subdivision est dite adaptée à f. 


Notation On note CM(]a, b],IK) l’ensemble des fonctions continues par mor- 

ceaux sur le segment [ab] à valeurs dans IK. 

Remarques 

e Toute subdivision plus fine qu’une subdivision adaptée à une fonction f 
continue par morceaux sur un segment est encore adaptée à f. 
En conséquence, si f et g sont continues par morceaux, alors il existe une 
subdivision adaptée à ces deux fonctions à la fois. 

e Si f est une fonction continue par morceaux définie sur [a, b] et si [c, d] est 
un segment inclus dans [a, b], alors f| ka St encore continue par morceaux. 


Point méthode 


Pour établir qu’une fonction f est continue par morceaux sur un segment, 
on détermine une subdivision (ao,...,a) de ce segment telle que, pour tout 
entier à € [0,n — 1] : 


e la fonction pe 4... Soit continue, 
2372 


kil 


e la fonction Le — admette des limites finies en a; et &;+1. 


Exemples 
1. Toute fonction continue sur un segment est continue par morceaux. 
2. Toute fonction en escalier sur un segment est continue par morceaux. 


3. La restriction à un segment de la fonction partie entière est continue par morceaux, 
car en escalier. 


p.422| Exercice 1 La fonction dont voici le graphe est-elle continue par morceaux sur le 


segment [a, b] ? 
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p.422] Exercice 2 La fonction définie sur [—1,1] par f(x) = 


= —— est-elle continue 
x+|[1-xl| 


par morceaux ? 


1 
p.422] Exercice 3 La fonction définie sur [0,1] par f(x) = sin — si x > 0 et f(0) = 0 
ÿ 


est-elle continue par morceaux ? 


roposition 2 
Toute fonction continue par morceaux sur un segment est bornée. 


Démonstration page 422 
roposition 3 


L'ensemble CM({a, b],IK) est un sous-espace vectoriel de F({[a, b],IK) , stable 


par produit. 


Principe de démonstration. Démonstration page 422 


On utilise la propriété déjà signalée : si deux fonctions sont continues par morceaux sur un 
segment, il existe une subdivision adaptée à la fois à ces deux fonctions. 


L'exercice suivant montre que la composée de deux fonctions continues par 
morceaux peut ne pas être continue par morceaux. 


p.422] Exercice 4 Soit & : ]0,1] — IR 
x + sin +. 
1. Montrer que & à un prolongement continu sur [0,1], qu’on note encore . 
Que vaut & (0) ? Montrer que ([0,1]) € [1,1]. 
2. Soit f : [—1,1] —+ IR 
Montrer que f est continue par morceaux. 


3. Pour tout n € IN*, on pose : 


DS) 


Déterminer lim uw, et lim v,. 
n— +00 n— +00 


La fonction f o © est-elle continue par morceaux ? 
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l Fonctions continues par morceaux 


2 Intégrale sur un segment 


En première année, on a défini l’intégrale sur un segment des fonctions en 
escalier, puis celle des fonctions continues. Nous allons étendre cette notion 
d’intégrale sur un segment au cas des fonctions continues par morceaux. 


— 


ao @1 a2 a3 
roposition 4 
Soit f € CM([a.b],IK) et o = (ao,...,an) une subdivision adaptée à f. 


Pour tout à € [0,n — 1], on note f; le prolongement continu sur lai, a+] 
de ja _—_—. Alors la somme : 


n—1l 


CAES DE ES 


i=ÿ) [ai,ai+1] 


ne dépend pas du choix de la subdivision adaptée à f. 


Cette somme est appelée intégrale de f. On la note | he 
[ab] 


Principe de démonstration. À l’aide de la relation de Chasles, on prouve l'égalité des deux 
sommes formées à partir de deux subdivisions adaptées à f, dont l'une est plus fine que l'autre. 


Démonstration page 423 


3 Propriétés de l'intégrale 
La plupart des propriétés de l’intégrale des fonctions continues s’étendent aux 
fonctions continues par morceaux. 


héorème 5 (Linéarité de l’intégrale) 

L'application f + | f est une application linéaire de CM([a, b], IK) 
[ab] 

dans IK. 


Principe de démonstration. Démonstration page 424 


On utilise l'existence d'une subdivision adaptée à la fois à deux fonctions continues par morceaux 
données, puis la linéarité de l'intégrale sur l'espace des fonctions continues. 
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roposition 62 
Soit f € CM(a,b],IK). Alors la fonction |f| est continue par morceaux et 
l’on a : 


| fl< | F1. 
[ab] [ab] 


Principe de démonstration. On utilise la proposition 4 de la page précédente et le fait que 


cette inégalité est valable pour les fonctions continues. Démonstration page 424 


roposition 7 (Positivité et croissance de l’intégrale) 


Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b] et à valeurs 

réelles. 

e Si f >0, alors F F0 (positivité de l'intégrale) 
[a.b] 

eSif<g, alors | Je | 9. (croissance de l’intégrale) 
[ab] [ab] 


Principe de démonstration. On utilise la proposition 4 de la page précédente et, pour le 


deuxième point, la linéarité de l'intégrale. Démonstration page 424 


Remarque Pour le premier point, si o — (ap,...,an) est une subdivision 
adaptée à f, il suffit qu'on ait f > 0 sur chaque intervalle la;, a;:1[ : en effet, 


les prolongements continus f; sont alors positifs. 


Attention Comme le montre l’exercice suivant, il existe des fonctions posi- 
tives non nulles d’intégrale nulle. 


p.425] Exercice 5 Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur [a, b]. 


Montrer que f = 0 si, et seulement si, f est nulle, sauf peut-être en ses points 
[ab] 


de discontinuité. 


Remarque Soit f € CM([a,b],IK) et c € Ja, b[. Il est évident que les deux 
fonctions Ïu a © Î y SOnt continues par morceaux. Pour éviter des notations 


trop lourdes, on écrira f plutôt que | Î _.. 
] la, 


[a,c 


roposition 8 (Relation de Chasles) 
Soit f € CM([a, b],IK) et c € ]a,b[. Alors : 


JL s=f s+f à 
[ab] [a,c] [c,b] 


Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition 4 de la page précédente, en choisissant une 
subdivision adaptée à f contenant le point c. (n 


394 


Î Fonctions continues par morceaux 


Voici une extension du théorème du changement de variable de première an- 
née. La principale difficulté provient du fait qu’en général, la composée d’une 
fonction continue par morceaux et d’une fonction de classe C! n’est pas conti- 
nue par morceaux (on peut montrer que la fonction 4 de l'exercice 4 de la 
page 392 est de classe C! sur le segment [0,1]). 


roposition 9 2 
Soit f € CM([a,b],IK) et @ : [a,B] — [a,b] une bijection de classe C1 
strictement croissante. Alors f o & est continue par morceaux et l’on a : 


b B 
L'roa= f tue (au 


Démonstration (non exigible) page 425 


Remarque On prouverait de même, lorsque % est décroissante, la formule : 


fre _ DEC (u))g’ (u) du. 


[07 


4 Fonction continue par morceaux sur un intervalle 
quelconque 
éfinition 4 
Une fonction f : 1 — IK est dite continue par morceaux sur l’inter- 
valle Z de IR, si sa restriction à tout segment inclus dans I est continue par 


MoOrceaux. 


Notation On note CM(I,IK) l’ensemble des fonctions continues par mor- 
ceaux sur l'intervalle Z à valeurs dans IK. 


Exemples 
1. Toute fonction continue est bien sûr continue par morceaux. 


2. On a vu page 391 que la fonction partie entière est continue par morceaux sur 
tout segment ; elle est donc continue par morceaux sur IR. 


3. La fonction f : [0,2] — IR a pour points de discontinuités les 1/n, 
z > |i] 
1 


avec n € IN”, et elle est constante sur ]1,2] et sur les : +], avec n € IN*. 


Cette fonction est donc en escalier sur tout segment inclus dans ]0, 2] et, par suite, 
elle est continue par morceaux sur |0,2]. 


Remarque À la lumière des deux exemples précédents, notons qu’une fonc- 
tion continue par morceaux sur un intervalle qui n’est pas un segment peut 
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comporter une infinité de discontinuités, même si cet intervalle est borné; elle 
peut également ne pas être bornée, contrairement aux fonctions continues par 
morceaux sur un segment. 


roposition 10 
L'ensemble CM(I,IK) est un sous-espace vectoriel de F(1,IK), stable par 


produit. 


Démonstration. Le résultat a été établi, lorsque J est un segment (voir la proposition 3 de la 
page 392). La conclusion résulte alors de la définition 4 de la page précédente. (ml 


Il Intégrale généralisée sur un intervalle {a, +! 


Dans cette section, on fixe a € IR. 
1 Généralités 
éfinition 5 


Soit f € CM([a, +ool, IK). 


+00 ë 
On dit que l’intégrale | jf converge, si lim | f existe dans IK. Dans 
a 


li 
a T— +00 


+00 +00 
f ou | f (&) dt cette limite. 


ce cas on note | 
a 


+00 
Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale | Î diverge. 
a 


Attention Contrairement aux séries numériques, on utilise la même nota- 


+00 
tion dans l’expression « l’intégrale | f converge (ou diverge) » que pour 
(#2 


désigner la valeur de l'intégrale, lorsque celle-ci converge. On prendra donc 
+00 

soin de ne pas faire de calculs ou de transformations sur | f, tant que la 
a 


convergence n’aura pas été établie. 
Point méthode 


Prenons le cas où f est continue et notons F' une primitive de f. 
Ge +00 
Puisque il f=[FS = F(x) — F(a), la convergence de l'intégrale | 1 
(2 a 
équivaut à l’existence dans IK de Em F et, dans ce cas, on a : 
(ee) 


Dee. 
Î f=imr-F(a). 
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Exemples 
+00 
1. Montrons que l'intégrale | cost dt diverge. 
0 


La fonction cos est continue sur [0,+o! et l’une de ses primitives est la fonc- 
tion sin, qui ne possède pas de limite en + ; d’où la conclusion. 


+00 +00 
2. Montrons que l'intégrale ji e-tdt converge et que l é dt. 
0 0 
La fonction f :t++ et est continue sur IR, et l’une de ses primitives est F = —f. 
+00 
Comme lim F existe, l’intégrale | e”‘dt converge et l’on a : 
OO 
0 


+00 
| e-‘dt = limF — F(0) = 1. 
0 Lu 


p.426] Exercice 6 Déterminer la nature (convergente ou divergente) et la valeur éventuelle 


de de 
de l’intégrale Î Te 
: re. . de 
p.426| Exercice 7 Déterminer la nature de l’intégrale ri 
1 


Remarque Comme le montre l’exercice précédent, le fait qu’une fonction f 
continue par morceaux sur [a, +o| vérifie Lim f = 0 n’entraîne pas que l’in- 
(ee) 


+00 
tégrale | f converge. 
a 


Exercice 8 


+00 
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de l’intégrale | COS (CE etdt. 
0 


On cherchera une primitive de t+ cos(e-f)e”t. 


On peut noter un parallèle entre l’étude des intégrales généralisées sur un 
intervalle [a,--oo[ et celle des séries numériques. Dans ce parallèle, l’ana- 
logue du terme général est la fonction f, dont on cherche à définir l’intégrale 
sur [a,+æ{, et l’analogue de la suite des sommes partielles est la fonction 


PA 
définie sur [a,+o![ par x + | Ve 
(2 


p.426) Exercice 9 Soit f € CM([a, +æ[,IR) une fonction possédant une limite finie non 
+00 
nulle en +c. Montrer que il f diverge. 


a 
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Attention Nous verrons dans l’exercice suivant que, contrairement à ce qui 


+00 
se passe pour les séries numériques, la convergence de l’intégrale | f n’en- 


(e2 
traîne pas que lim f = 0, ni même que f est bornée au voisinage de +co. 
+00 


p.426) Exercice 10 On définit la fonction f continue et affine par morceaux sur [0, +oo! 
de la façon suivante : 


e pour tout n € IN*, la fonction f est affine sur les intervalles [n — nl 
et [n,n+-Æ], 


e pour tout n € IN*,on a: 


e en dehors des intervalles [n — _ SE rl; avec n € IN”, la fonction f est nulle. 


nn + 


+00 
Montrer que l'intégrale | f converge. 
0 


roposition 11 
Soit f : [a,+oo[ — IK une fonction continue par morceaux et b € [a, +. 


+00 +00 
Alors les intégrales L jf et [l f sont de même nature, c’est-à-dire 
a b 


convergentes toutes les deux ou divergentes toutes les deux. 


De plus, si elles convergent, on a l'égalité : 


[sf fs 


Principe de démonstration. Démonstration page 427 


On utilise la relation de Chasles et la définition de la convergence d'une intégrale. 
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Remarque De cette proposition on déduit une idée-clé qui apparaîtra à plu- 
sieurs reprises dans ce chapitre : si f est continue par morceaux sur [a, +, 


+00 
la nature de l'intégrale À f (t) dt ne dépend que du comportement local 


a 
de f au voisinage de +co. 


oo 


p.427) Exercice 11 Soit f € C([a, +oof, IK) telle que | f converge. Montrer que la 


a 


+00 
fonction x + | f est de classe C! sur [a, +oo!, de dérivée égale à —f. 
HA 


roposition 12 
+00 
L'ensemble des fonctions f € CM([a, +co,IK) telles que l'intégrale | Î 


a 
converge est un sous-espace vectoriel de CM ([a, +o{, IK). 


De plus, l'application CM ([a,+oo[,IK) — IK est linéaire. 
+00 
su fs 


Démonstration. Cet ensemble contient la fonction nulle et, d’après les propriétés des limites, 
est stable par combinaisons linéaires. 


Soit (f,g) E CM ([a, +oo[,IK)° et (À,u) € IK?. D'après le théorème 5 de la page 393, on a : 


Vx>a f Or+us=à | f+u g- 


Pour conclure, il suffit de faire tendre x vers +co. C1 


roposition 13 
+00 
Soit f € CM([a, +oo, €). L'intégrale | f converge si, et seulement si, 


+00 _ 
les deux intégrales | Re(f) et | Im(f) convergent, et l’on a alors : 
(#2 a 


[if Rep +if mp. 


a 


Démonstration. Par linéarité de l'intégrale sur un segment des fonctions continues par mor- 
ceaux à valeurs complexes, on a : 


ar 5 feu +i [im 


La conclusion résulte alors immédiatement de la définition 5 de la page 396 et des propriétés des 
limites des fonctions à valeurs complexes. (n 


+60 
p.427] Exercice 12 Justifier la convergence et donner la valeur de | e”‘sintdt. 
0 
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roposition 14 
+00 
Soit f € CM([a,+ool,IR) une fonction positive telle que | f converge. 


+00 ° 
Alors | 1.0: 


+00 
Si de plus f est continue, on à | f = 0 si, et seulement si, f = 0. 


a 


Principe de démonstration. Démonstration page 427 


HA 


+00 
On utilise le fait que | f= lim jf et les propriétés de l'intégrale sur un segment. 
a 


T—++00 


roposition 15 
Soit f E CM([a,+oo,IR) une fonction positive. 


+00 


T 
1. L'intégrale | f converge si, et seulement si, la fonction x + / jf est 
(2 


a 
majorée sur [a, +. 


+00 
2. L'intégrale [l f diverge si, et seulement si : 


a 


lim | FA 0: 


æ— +00 


HA 
Principe de démonstration. On utilise la croissance de la fonction x - | f sur [a, +oo!. 
a 


Démonstration page 428 


Remarque Les conclusions subsistent si f n’est positive qu’au voisinage 
de +, à cause du caractère local de la nature d’une intégrale. 


p.428| Exercice 13 On considère deux fonctions f et g à valeurs dans IR continues par 
morceaux sur [a, oo! et positives. On suppose que : 


M CT EN 
Montrer que : 


+00 TES 

e si l'intégrale j g converge, alors l’intégrale j. f converge; 
(02 (2 

+oo —+oo 


e si l'intégrale j f diverge, alors l’intégrale Î g diverge. 


a a 


Ce résultat sera généralisé par le théorème de comparaison de la page 403. 
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2 Intégrales de référence 


Comme pour les séries numériques, nous disposerons d’un certain nombre 
d'exemples de référence qui permettront, par le théorème de comparaison, de 
déterminer la nature de beaucoup d’intégrales. Il est donc essentiel de connaître 
parfaitement ces exemples de référence. 


roposition 16 


+00 
Soit à un réel. L'intégrale | e-%dt converge si, et seulement si, à > 0. 


0 


Démonstration. La fonction {++ e°* est continue sur [0, +co!. 


æ T 
e Pour a<0etr>0,ona | e7%dt > | dt = x, par croissance de l'intégrale. 
0 0 
æ 


On en déduit lim e dt = +. 


x—+oo 0 


z et La 1—e 2% 
+ Para>0æs>0,ons J eva | | = ——. 
0 


œ |, a 
° 1 
Donc lim e- dt = —. 
æ—++00 [02 
0 
D'où la conclusion. [ 


C0 
p.428| Exercice 14 Quelle est la nature, selon à € €, de l'intégrale | ent, 
0 


roposition 17 (Intégrales de Riemann) 


+00 
Soit à € IR. L'intégrale | re converge si, et seulement si, & > 1. 
1 


Démonstration. La fonction ++ + est continue sur [1,+co|. 


Pour a £ 1 et x E [1,+o, on a: 
æ z He ë 1 = 1—@ 
[E-f ra] | a 
y À ï L=&)|, a—l 
_—— : , ° dt 
Par suite lim — = +o pour a <let lim — = pour a > 1. 
æ+oo J, æ—+oo J, a—1 


FA HA HA 
dt dt dt ÿ ; 
Pour a=1,ona | a / — Inx,donc lim — +00. D'où la conclusion. [] 
1 1 


æ—+00o 
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3 Intégrabilité 


éfinition 6 


+00 
Soit f € CM([a, +, IK). On dit que l'intégrale | f converge abso- 


a 


+00 
lument si l’intégrale | |[f| converge. 
(e2 


héorème 18 


+00 
Soit f € CM([a, +cof,IK). Si l’intégrale À f converge absolument, alors 


a 


elle converge. 


Principe de démonstration. On étudie d'abord le cas des fonctions f à valeurs réelles, en 


utilisant les fonctions f 7 — Hess et f  — CE, puis le cas des fonctions à valeurs complexes, 


en utilisant les parties réelles et imaginaires. Démonstration page 429 


Remarque Ce théorème n’a pas de réciproque : une intégrale peut converger 
sans être absolument convergente, comme nous le verrons dans l’exercice 36 
de la page 421. 


éfinition 7 
On dit que f € CM([a,+ow[,lK) est intégrable sur [a,+o!{ si l’inté- 


+00 
grale | f converge absolument. 
(02 


Notation Dans ce cas, on note parfois cette intégrale / le 
la,+oo[ 


En utilisant la positivité des fonctions et les intégrales de référence, on obtient 
la proposition suivante. 


roposition 19 
1. La fonction t + e 7%, avec à € IR, est intégrable sur [0,+o0[ si, et 
seulement si, & > 0. 


2. La fonction tr le est intégrable sur [1,+oo[ si, et seulement si, a > 1. 
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héorème 20 (de comparaison) 


Soit f ECM([a, +oo[,IK) et g € CM([a, +cof,IK). 


. Si |f| < gl, alors l’intégrabilité sur [a, +o[ de g implique celle de f. 
. Si f = O(g) au voisinage de +co, alors l’intégrabilité sur [a,+{ de g 
implique celle de f. 


. Si f  g au voisinage de +, alors l’intégrabilité sur [a,+o[ de g 
équivaut à celle de f. 


Principe de démonstration. On utilise le résultat établi dans l'exercice 13 de la page 400 et la 


proposition 11 de la page 398. Démonstration page 430 


Point méthode 
+00 
Pour établir la convergence de l’intégrale U f,avec f € CM([a, +ool,IK), 


a 
on peut utiliser le théorème de comparaison de la présente page pour mon- 
trer l’intégrabilité de f, puisque cette intégrabilité implique la convergence 


de on ne 
(nt) 


F® sin 
Exemple Déterminons la nature de l'intégrale À ——— 
1 


dé. 


La fonction f:tr smQne) est continue sur [1,+co!{ et l’on a : 
1 
fl <lgl avec Vt>1 g(t) — a 


La fonction g est intégrable sur [1,+oo[, d’après de la proposition 19 de la page 
précédente. On déduit alors du théorème de comparaison de la présente page que f 
est intégrable sur [1, +. 


+00 
Donc | f converge. 
1 


it 


Vcht 


dt ? 


RC 
p.430| Exercice 15 Quelle est la nature de l’intégrale j 
0 


+00 
Îl 
p.430) Exercice 16 Quelle est la nature de l'intégrale j cos (t) In (: + 3) don 
1 
oo 
p.431| Exercice 17 Montrer que l’intégrale 1 te” tdt converge pour tout a € IR. 
ï 
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Attention Par contraposition, le théorème de comparaison peut permettre 


d'établir la non intégrabilité d’une fonction f € CM([a, +oo[,IK), mais on ne 
+00 
peut pas, en général, en déduire la divergence de l’intégrale | fa 
(#2 
Voici un cas particulier très important où le théorème de comparaison de la 
page précédente permet d'établir la divergence d’une intégrale. 


roposition 21 
Soit f € CM[a,+oo![.IR) une fonction de signe constant au voisinage 
+00 


de +oco. Alors l'intégrale | f converge si, et seulement si, la fonction f 
(#2 


est intégrable sur [a, +oo!. 


Démonstration. Quitte à changer f en —f, on peut supposer l'existence de b > a tel que f 
soit positive sur [b, +co|. 


+0co + oo 
D'après la proposition 11 de la page 398, d'une part, les intégrales | jf et [l f sont 
a b 


+00 + oo 
de même nature et, d'autre part, les intégrales [ [fl et | |f| sont également de même 
a b 


nature. 

Comme f — |f| sur [b,+o{, on déduit de ce qui précède que la convergence de l'inté- 
+oo 

grale | f équivaut à l'intégrabilité de f sur [b, +oo![ ; d'où la conclusion. Û 
a 


Rappel Soit f € CM[a,+ool,IR) et g € CM([a, +ol[,IR) deux fonctions 
telles que f + g au voisinage de +. 
Si g est positive (respectivement négative), alors f est positive (respective- 
ment négative) au voisinage de +oo. 


Point méthode 
—+o0 


Pour déterminer la nature de l’intégrale Î f,avec f E CM([a, +ool,IR), 
on peut déterminer un équivalent de f voisinage de +oo. Si cet équi- 
valent g est de signe constant, alors l'intégrale | d f converge si, et seule- 
ment si, g est intégrable. | 


En effet, f est alors de signe constant au voisinage de +. On déduit de la 
+00 

proposition 21 que l’intégrale | f converge si, et seulement si, f est inté- 
(e2 


grable sur [a, +oco[, donc si, et seulement si, g est intégrable sur [a, +o!. 
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RC 
Exercice 18 Quelle est la nature de l’intégrale 1 f, avec : 
1 


V>1 f(t =2Im(##/?+1) -3m(t+1) ? 


Dans les trois exercices suivants, on détermine la nature des intégrales de 


+00 t 
Bertrand L _ selon (a, 6) € IR?. 
5 (mé) 


Il est bon de retenir la méthode d'étude de ces intégrales de Bertrand. 


Exercice 19 Établir la convergence pour & > 1, en utilisant une fonction t + r.: 


avec y > 1 bien choisi. 


Exercice 20 Établir la divergence pour a < 1, en utilisant la fonction + L 


Exercice 21 Faire l'étude pour a = 1. 


Pour x > 2, on effectuera le changement de variable t — e" dans l’inté- 


grale jh SE 
1É —— 
> (ne) 


F4 dé 
En conclusion l'intégrale | ——— 
NE 


g converge si, et seulement si : 
Int) 


a>l ou (a=T1 ee >), 


HI  Généralisation aux autres types d’intervalles 


Nous étudions maintenant la notion d’intégrale sur les intervalles suivants : 


e |-c, a], avec a € IR; 
e {a,b[ ou ]a,b], avec —o < a < b < + ; 
e un intervalle ouvert. 


1 Cas d’un intervalle | —co, a| 


Les définitions et les résultats obtenus dans le cas d’un intervalle [a, +! 
s'étendent sans difficulté. Pour la plupart, nous nous contenterons de les énon- 
cer. 
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éfinition 8 


Soit f e CM(]—-00, a], K). 


a a 
On dit que l'intégrale [l f converge si lim | f existe dans IK. 
Ce T——00 x 


a a 
Dans ce cas on note | f ou | f (&) dt cette limite. 
— OO —69 


a 
Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale | J diverge. 
— 00 


On a de même le résultat important qui suit. 
roposition 22 
Soit f : |—-co,a] — IK une fonction continue par morceaux et b € |-0o, a]. 


a b 
Alors les intégrales | J et Î f sont de même nature, c’est-à-dire 
— O0 — OO 


convergentes toutes les deux ou divergentes toutes les deux. 


De plus, si elles convergent, on a l'égalité : 


le 
RD RES 


On a de même les résultats suivants. 
roposition 23 


L'ensemble des fonctions f € CM(]-00, a], IK) telles que | f converge 
est un sous-espace vectoriel de CM (]-co, a], IK). 7 


De plus, l'application CM (]-co, a], IK) — IK est linéaire. 
su [5 


roposition 24 
(#2 
Soit f E CM(]-0, a], €). L'intégrale | f converge si, et seulement si, les 
a a — CO 
deux intégrales | Re(f) et | Im (f) convergent, et l’on a alors : 
(ee) 


fr=f r(+if mn 


Soit f € CM(]-c, a], IR) une fonction positive telle que | f converge. 
Alors | 1 = 0: 


a 
Si de plus f est continue, on à | f = 0 si, et seulement si, f = 0. 
— 00 


roposition 25 
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roposition 26 
Soit f E CM(]-00, a], IR) une fonction positive. 
a (e2 
1. L'intégrale | f converge si, et seulement si, la fonction x + | f est 
_o0 æ 


majorée sur |—0o, a|. 


a (2 
2. L'intégrale Î J diverge si, et seulement si lim ;. f = +oo. 
= T——00 Jy 


Il faut adapter l’étude des intégrales de référence de la façon suivante. 


roposition 27 


0 
Soit a un réel. L'intégrale [l e%dt converge si, et seulement si, « > 0. 


— OO 


roposition 28 (Intégrale de Riemann) 
red 


Soit à € IR. L'intégrale / 


FC converge si, et seulement si, & > 1. 
— OO 


La notion d’intégrabilité et les résultats la concernant sont les mêmes. 


éfinition 9 


Soit f € CM(]—-00, a], IK). On dit que l’intégrale | f converge absolu- 


a 
ment si l'intégrale / |f| converge. 


— O0 


Soit f € CM(]-0c0, a], IK). Si l'intégrale [l f converge absolument, alors 


elle converge. 


éfinition 10 


On dit que f € CM(]-c,a],lK) est intégrable sur ]-co,a] si l’inté- 


a 
grale [l f converge absolument. 
—00 


Notation Dans ce cas, on note parfois cette intégrale | Le 


]-co,a] 
Exemples (Reformulation des propositions 27 et 28) 


1. La fonction t + ef, avec à € IR, est intégrable sur |—co,0] si, et seulement 
si, à > 0. 
2. La fonction t+ RE est intégrable sur |—oo,—1] si, et seulement si, a > 1. 


On a utilisé la positivité des fonctions et les intégrales de référence. 
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héorème 30 (de comparaison) 


Soit f ECM(]-00, a], IK) et g € CM(]-00, a], IK). 


1. Si |f| < |g|, alors l’intégrabilité sur | —-co, a] de g implique celle de f. 

2. Si f — O(g) au voisinage de —c, alors l’intégrabilité sur |—co, a] de g 
implique celle de f. 

3. Si f  g au voisinage de —, alors l’intégrabilité sur [—-æ,a] de g 

équivaut à celle de f. 


roposition 31 


Soit f € CM(]-00, a], IR) une fonction de signe constant au voisinage de —0o. 


(02 
Alors l'intégrale | J converge si, et seulement si, la fonction f est 
—00 


intégrable sur ]—co, a]. 


Point méthode 

Pour déterminer la nature de l’intégrale | | f, avec f € CM(]-00, a], IR), 

on peut déterminer un équivalent de f Ride de —co. Si cet équi- 

valent g est de signe constant, alors l’intégrale Î : f converge si, et seule- 
—00 


ment si, g est intégrable sur | —-co, a]. 


2 Cas d’un intervalle borné |a, b] ou {a, bl 


On s'intéresse ici à des intervalles Ja, b] ou [a,b], avec —o0 < a < b < +0. 


Nous citerons la plupart des résultats dans le cas d’un intervalle Ja, b] ; il est 
facile de les adapter au cas d’un intervalle [a, b|. 


éfinition 11 
Soit f € CM(la, b], IK), avec —0o < a < b < +o dans IR. 


b b 
On dit que l'intégrale [l f converge si lim f existe dans IK. 
(2 


a at Jx 


b b 
Dans ce cas, on note | f ou | f (&) dt cette limite. 
a (0 


b 
Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale ’i f diverge. 
a 
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On a encore le résultat important qui suit. 


roposition 32 


Soit f : la, b] — 


IK une fonction continue par morceaux et c € ]a, b]. 
Alors les intégrales [ jf et Î f sont de même nature. 


De plus, si elles convergent, on a l'égalité [': SL f + [ a 


On a de même les résultats suivants. 
roposition 33 


b 
L'ensemble des fonctions f € CM(]a,b],IK) telles que | f converge est un 
sous-espace vectoriel de CM (]a, b], IK). ° 


De plus, l'application CM (a, b|,IK) — 1K 


se fi 


est linéaire. 


roposition 34 


b 
Soit f € CM(la,b],C). L'intégrale | f converge si, et seulement si, les 


b b 
deux intégrales | Re(f) et [l Im (f) convergent, et l’on à alors : 


[= fret +i fm (n) 


roposition 35 


Soit f € UE 


Alors [ Fe 


Si de plus f est continue, on a [ f = 0 si, et seulement si, f = 0. 


b 
une fonction positive telle que ;l Î converge. 


roposition 36 
Soit f € CM]a.b],IR) une fonction positive. 


b b 
1. L'intégrale | f converge si, et seulement si, la fonction x + | f est 
a 


majorée sur |a, b]. 


b 
. L'intégrale :  diverge si, et seulement si lim 
a 


az at Jr 


b 
Î = +. 
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Voici une intégrale de référence (intégrale de Riemann) sur |0,1]. Nous éten- 
drons ce résultat à tout intervalle borné ]a,b] ou [a,b[, après avoir établi le 
théorème du changement de variable (propositions 56 de la page 419 et 57 de 
la page 419). 


ï 

dt 

p.432| Exercice 22 Donner, selon a € IR, la nature de l’intégrale | — 
0 


Voici une deuxième intégrale de référence sur |0, 1]. 


roposition 37 


1 
L'intégrale / Int dt est convergente. 
0 


Démonstration. La fonction In est continue sur ]0,1] et l'on a : 


1 
1 
Vz € ]0,1] [l mtdt= [tImt-t] =x-xmx-—1. 
HA 
Comme, par croissances comparées, lim, æinx —0, on en déduit le résultat annoncé. [1 
æ—0 


La notion d’intégrabilité et les résultats la concernant sont les mêmes. 


éfinition 12 


b 
Soit f € CM(]a,b],IK). On dit que l’intégrale | f converge absolument 


b 
si l’intégrale | |[f| converge. 
a 


héorème 38 


b 
Soit f € CM(la, b], IK). Si l'intégrale | f converge absolument, alors elle 


converge. 


éfinition 13 


b 
On dit que f € CM(]a.b],IK) est intégrable sur Ja, b] si l’intégrale | Î 


converge absolument. 


Notation Dans ce cas, on note parfois cette intégrale | ‘É 
Ja.b] 


Exemples 
1. La fonction ti 4 


+ est intégrable sur ]0,1] si, et seulement si, a < 1. 


2. La fonction t + Int est intégrable sur 0,1]. 
On a utilisé le signe constant des fonctions et les intégrales de référence. 
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p.432] Exercice 23 Le produit de deux fonctions intégrables sur ]0, 1] est-il nécessairement 
intégrable sur |0, 1] ? 


héorème 39 (de comparaison) 


Soit f € CMla,b],IK) et g € CM(]a, b], IK). 
1. Si |f| < {g|, alors l’intégrabilité sur a, b] de g implique celle de f. 


2. Si f = O(g) au voisinage de à, alors l’intégrabilité sur |a,b] de g im- 
plique celle de f. 


3. Si f + g au voisinage de a, alors l’intégrabilité sur ]a, b] de g équivaut 
à celle de f. 


1 
Exercice 24 Quelle est la nature de l'intégrale j (In t)? cost dt ? 
0 


Remarque La proposition 37 de la page ci-contre a été obtenue par un calcul 
de primitive, mais elle aurait pu être établie par comparaison, en établissant, 


par une méthode analogue à celle de l’exercice précédent, que |[nt| = 0 (+) , 
quand t — OT. 
Voici un résultat spécifique aux intervalles bornés. 


roposition 40 
Soit a et b deux réels, avec a < b et f € CM (Ja, b], IK). 


Si f est bornée sur |a,b], alors f est intégrable sur ]a, b]. 


Démonstration. Si M = sup|f|, on a |f| < M et, comme les fonctions constantes sont inté- 
lab] 


grables sur les intervalles bornés, f est intégrable sur ]a, b], d'après le théorème de comparaison 

de la présente page. CO 

Remarques 

1. C’est le cas, en particulier, si f admet un prolongement continu par mor- 
ceaux sur le segment [a, b], puisque, si l’on note encore f ce prolongement 
continu par morceaux, la fonction f, continue par morceaux sur le seg- 
ment [a,b], est bornée sur [a,b], donc sur ]a,b]. Remarquons qu’alors : 


Re 
]a.b] [ab] 


En effet, si M = sup|f|, la relation de Chasles permet d’écrire : 
[a,b] 


Vx € |a, b] 1 = [. j E 1. l 


Où di lin | = . dde die été annoncée. 
za [x,b] [ab] 


< | EE 
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2. Cette dernière situation se produit le plus souvent, lorsque f est continue 
et possède un prolongement continu sur le segment [a, b]. 


3. Le fait que l'intervalle d'intégration |a, b] soit borné est évidemment essen- 
tiel. Ce type d’intégrales « trivialement convergentes » n’existe pas lorsque 
l'intervalle d'intégration n’est pas borné, comme le montre l’exemple d’une 
fonction constante non nulle sur [a, +oo|. 


1 
il 
Exercice 25 Quelle est la nature de l’intégrale | sin G) die 
0 


roposition 41 


Soit f € CM(]a,b],IR) une fonction de signe constant au voisinage de a. 


b 
Alors l'intégrale [l f converge si, et seulement si, f est intégrable sur Ja, b|. 
(02 


Point méthode - 
Pour déterminer la nature de l’intégrale [l f, avec f € CM(a, b],IR), on 


peut déterminer un équivalent de f au voisinage de a. Si cet équivalent g 
b 


est de signe constant, alors l'intégrale 1 f converge si, et seulement si, gq 
a 


est intégrable sur Ja, b]. 


3 Cas d'un intervalle ouvert 


On s'intéresse ici à des intervalles Ja, b[, avec —o < a < b < +oo. 


roposition 42 2 
Soit f € CM(la.b[,IK). S’il existe un réel c € Ja, b[ tel que les deux inté- 


c b 
grales | jf et | f convergent, alors, pour tout réel c/ € ]a,b|], les deux 
a C 


c! b €! b c b 
intégrales | jf et | f convergent et ;) f + | = | JE | T: 
a c! a c! a c 


b 
On dit dans ce cas que l’intégrale | f converge et l’on pose : 


fr-frfs 


b 
Dans le cas où un tel c n’existe pas, on dit que l’intégrale [l J diverge. 
a 


Démonstration page 433 


AT2 
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roposition 43 


Soit f € CM(la, b[,IK). On fixe c € Ja, b[ et l’on pose : 
Vx € |a,b| F(a)= | Le 
b C 


L'intégrale | f converge si, et seulement si, F admet des limites dans IK 
a 


b 
en a et b,et l'on a alors | f=limEF lime. 


Démonstration page 433 


nn. 


Exercice 26 Donner la nature et la valeur éventuelle de l’intégrale j 


O0 


1182 


Point méthode ; 

Pour déterminer la nature de | f, on commence par examiner sur quel 
a 

intervalle d’extrémités a et b la fonction f est continue par morceaux. 


Selon les cas, on fait ensuite une ou deux études (en général des études 
locales permettant d’utiliser les méthodes vues précédemment). 


Si, par exemple, a est réel et que f est continue par morceaux sur [a, b|, 
une étude au voisinage de a est inutile. 


+00 1 
Exercice 27 Quelle est la nature de l’intégrale | In (1 + 3) den 
0 


+00 
Exercice 28 Quelle est la nature de | chinioen dr 
0 


IV Propriétés de l'intégrale 

Les propositions suivantes étendent à des intervalles 7 quelconques des pro- 
priétés connues sur un segment. 

Dans cette section, Z désigne un intervalle de IR d’intérieur non vide. 


Convention Par extension, lorsque Z est un segment et que f est continue 
par morceaux sur 1, on dit encore que l'intégrale | f converge. 
I 


Comme |f| est également continue par morceaux, on dit aussi que l’intégrale 
converge absolument ou que f est intégrable sur J. 


Comme nous l’avons déjà signalé, lorsque 7, d’extrémités a < db, n’est pas un 


b 
segment, on utilise parfois la notation ". f au lieu de | E 
I a 
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1 Linéarité, positivité 
La proposition 12 de la page 399 et la proposition 14 de la page 400 s’étendent 
facilement au cas d’un intervalle quelconque. 


roposition 44 


L'ensemble des fonctions f € CM(I,IK) telles que | f existe est un sous- 
espace vectoriel de CM (I, IK). À 


De plus, l'application f + | f est linéaire sur ce sous-espace vectoriel. 
I 
roposition 45 


L'ensemble des fonctions f € CM (T,IK) intégrables sur Z est un sous-espace 
vectoriel de CM (I, IK). 


Démonstration page 434 


roposition 46 


Soit f ECM(IL,IR) une fonction positive telle que . f converge. 
I 


On a alors 120. 
I 


Si de plus f est continue, on à Î: = 0 si, et seulement si, f = 0. 
I 


Principe de démonstration. On utilise les propriétés de l'intégrale des fonctions continues par 
morceaux sur un segment et la définition de l'intégrale sur un intervalle quelconque. 


Démonstration page 434 


Conséquence (Croissance de l'intégrale) 
Soit f et g deux fonctions de CM(I,IR) d’intégrales convergentes sur I. 


Si f<gs alors | f< | 9. 
I I 
En effet, il suffit d’appliquer la proposition précédente à la fonction posi- 


tive g — f. 


roposition 47 
Soit f ECM(L,IK) une fonction intégrable sur 1. On a : 


fa< fin 


Principe de démonstration. Le résultat est connu lorsque Z est un segment. Lorsque Z n'est 
pas un segment, on utilise ce premier cas et la définition de l'intégrale d'une fonction intégrable. 


Démonstration page 434 
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2 Relation de Chasles 


roposition 48 
Soit J un sous-intervalle d’intérieur non vide de Z et f continue par mor- 


ceaux sur 1 telle que Î f converge. Alors [l f converge. 
. J 


Démonstration. 


e Le résultat est évident si J est un segment. 


e Si J est ouvert, par définition de la convergence d'une intégrale sur un intervalle ouvert, on 
se ramène aux deux cas J = [a, b[ et J = ]a,b]. 


e Traitons par exemple le cas où J est de la forme [a, b|. 


* Si be T, la fonction f est continue par morceaux sur le segment [a,b], donc bornée 
sur [a,b] et, a fortiori, sur [a,b[. La proposition 40 de la page 411 permet alors de 
conclure. 


* Sinon, b est la borne supérieure de JT et la convergence de Î: entraîne celle de Ï. 
I [a,bl 


O 


Notation Soit a < b les deux bornes (éventuellement infinies) de Z et une 
fonction f € CM(I,IK) telle que 4 converge. Soit x et y vérifiant a < x < b 
: 


et a <y <b.Si x £ y, l'intégrale de f sur tout intervalle d’extrémités x et y 
inclus dans ] converge, en particulier sur |x,y| si æ < y et [y,x[ si x > y. 


On peut donc poser : 


. Ix,yl 
Î dei = À Si T>y 
ly,x[ 
0 SL = y 


roposition 49 (Relation de Chasles) 
Soit f € CMI,IK) telle que Î: converge et x, y, z trois points ou 
1 


y z y 
extrémités de Z. Alors les intégrales | Fa | Fa | f convergent et l’on a 
T T Z 


y z y 
la relation de Chasles : | Fi | f+] Pa 


Démonstration page 435 
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3 Fonction de carré intégrable 


éfinition 14 


Une fonction f € CM((I,IK) est dite de carré intégrable si la fonction f? 


est intégrable sur J. 


p.435] Exercice 29 Donner un exemple d’une fonction continue par morceaux sur [1, +oo! 


non intégrable, mais de carré intégrable sur [1, +. 


roposition 50 
Le produit de deux fonctions continues par morceaux de carré intégrable 


sur Î est intégrable sur 1. 


Démonstration. Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur 1 et de carré inté- 
grable. De l'inégalité : 


[PTE 1e] 
Ra —; 
| fgl - 
on déduit, par comparaison, que fg est intégrable sur 1. (m 


p.435| Exercice 30 Montrer que toute fonction de carré intégrable sur un intervalle 7 
borné est intégrable sur cet intervalle. 


roposition 51 
L'ensemble des fonctions continues par morceaux de carré intégrable sur 7 


est un sous-espace vectoriel de CM (I, IK). 


Démonstration. Notons Æ cet ensemble. E est une partie de CM (1,IK) contenant la fonction 
nulle et stable par multiplication par un scalaire. 


Montrons qu'il est stable par l'addition. Soit (f,g) € E° ; comme fg est intégrable, d'après la 
proposition 50, la fonction (f + g) est intégrable, comme somme de trois fonctions intégrables, 
puisque (f + 9)° = f? + g° +29. = 


roposition 52 
Soit Æ l’espace vectoriel réel des fonctions réelles, continues et de carré 
intégrable sur 1. Si 6 : E? — IR est l’application définie par : 


V(f.9) € E? e(a= [fo 


alors & est un produit scalaire sur Æ. 


A16 


IV Propriétés de l'intégrale 


Démonstration. La définition de ( est justifiée par la proposition 50 de la page ci-contre. 


e L'application & est symétrique et, par linéarité de l'intégrale sur l'espace des fonctions inté- 
grables, elle est bilinéaire. 


e Soit f € Æ. La fonction f? étant continue et intégrable, on peut lui appliquer la proposi- 
tion 46 de la page 414. On a donc Le > 0, avec [7 — 0 si, et seulement si, ra = 0, 
I I 


c'est-à-dire f = 0. 


Cela prouve que & est un produit scalaire sur Æ. CO 


Puisque & est un produit scalaire, le résultat suivant a été établi en première 
année. 


orollaire 53 
Soit f et g deux fonctions réelles, continues et de carré intégrable sur I. 


On a alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


Las (y Ge) 


De plus, cette inégalité est une égalité si, et seulement si, la famille (f,g) 
est liée. 


La proposition suivante montre que l’inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie 
dans un cadre plus large. 


roposition 54 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 2" 
Soit f et g deux fonctions de CM(I,C) de carré intégrable sur 1. On a 
alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 


L 


fa < (fe) (Le) 
fs 


démonstration de l'inégalité de Cauchy-Schwarz faite en première année. 


Démonstration page 435 


Principe de démonstration. On utilise 


< [ua puis une méthode analogue à la 
I 


Attention Ici les fonctions sont à valeurs dans €. Les modules figurant dans 
le second membre de l’inégalité sont donc indispensables. 
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V Calcul d’intégrales 
1 Intégration par parties 


Notation Soit F une fonction continue sur l’intervalle 7 d’extrémités a et b, 
avec —00 < a < b < +oo. Lorsque lim F et lim F' existent toutes les deux 
a 


dans ÎK, on note : 
Fe=limF-limr ou [F (x)]° = im lim 


æ—=b 


En cas d’ambiguïté, on pourra aussi adopter la notation [F(x)[77,. 


Bien sûr, lorsque, par exemple, a € I et que lim F existe dans IK, on a : 


[Fe=limr-#(a). 


héorème 55 (Intégration par parties) 


Soit f et g deux fonctions de classe C! sur l'intervalle Z d’extrémités a et b, 
avec —00 < a < b< +00. 


b b 
L'existence de deux termes parmi | f'a, [f gl, et | fg! entraîne l’exis- 
(27 a 


tence du troisième et l’on à alors la formule d'intégration par parties : 
[ f'a= [fl -f fg'. 


Principe de démonstration. Si, par exemple, 1 — [a,b[, pour x € ]a,b[ on intègre par parties 


sur [a,x] et l'on fait tendre x vers b. Démonstration page 436 


Point méthode 


L'intégration par parties a deux buts possibles : 


e étudier la nature d’une intégrale, comme on le verra dans l’exercice 36 
de la page 421, 


e effectuer un calcul, comme dans l’exercice suivant. 


p.436] Exercice 31 À l’aide d’une intégration par parties, justifier la convergence de l’in- 


done 
tégrale dl — dt et la calculer. 
1 
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V Calcul d’intégrales 


2 Changement de variable 


héorème 56 (Changement de variable) 
Soit f € CM (la, b[,IK) et w : ]a,B[ — ]a,b[ une bijection de classe C! 
strictement croissante, avec —0o0 < a < b < +oo et —00 < a < B < +oo. 


b 
Alors f o@ est continue par morceaux sur |a, B{, les intégrales | f (&) dt 
a 


et | f(o(u))s/ (u) du sont de même nature et, en cas de convergence : 
a 


b B 
MO RICO ON 


Principe de démonstration. 


Les hypothèses sur © donnent lim = a et Di = b, ainsi que limg ! = a et lim D 


La proposition 9 de la page 395 s'applique sur tout segment [x,y] C ]a,b[. On fait tendre 


ensuite æ vers a et y vers b. Démonstration page 437 


Remarque Dans le cas d’un intervalle {a, b[, on pourra se ramener à la situa- 


tion du théorème 56, puisque si 4 f et 
b[ 


a, 


f converge, il en de même de | 
Ja 
les deux intégrales sont égales. 


+00 : 
p.438| Exercice 32 Justifier l'égalité j CR .. 
0 2 Jo vu 


Le théorème suivant est une simple adaptation du précédent au cas d’un chan- 
gement de variable décroissant. 


héorème 57 (Changement de variable) 

Soit f € C(la,b[,IK) et ç@ : la, BP — ]a,bl, avec —o < a < b < +oo 

et —o < a < B < +, une fonction de classe C!, strictement décroissante 
b B 

et bijective. Alors les intégrales | f(E) dt et | f(o(u))y/ (u) du sont de 
(02 [62 

même nature et, en cas de convergence : 

b B ; 

[r@at=- ff tu)e (a) du: 

(#2 (82 


Remarque Comme %’ est de signe constant, en appliquant le théorème de 
changement de variable à |f|, on obtient que l’intégrabilité de f sur |a,bl 
équivaut à celle de (fo) sur Ja, B]. 
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Le résultat suivant termine l’étude des intégrales de référence (intégrales de 
Riemann sur un intervalle borné quelconque). 


roposition 58 


— D dt 4 
Soit deux réels a < b. Alors les intégrales | ——— et | — 
a (f—a) a (b—t) 


convergent si, et seulement si, & < 1. 


Principe de démonstration. On utilise le résultat de l'exercice 22 de la page 410 et le théo- 
rème 56 de la page précédente (ou le théorème 57 de la page précédente). 


Démonstration page 438 


De 


LE dt et la calculer à 


Exercice 33 Justifier l’existence de l'intégrale 7 — ï 
0 


l’aide du changement de variable v:u+ L. 


3 Etude d’intégrales non absolument convergentes 
Soit Î un intervalle de IR de bornes a et b, avec —o < a < b £ +oo. 


Il se peut qu’une fonction f € CM(I,C) ne soit pas intégrable sur 7, mais 
b 


que l'intégrale | f converge. On dit alors que cette dernière intégrale est 
(#2 


semi-convergente. 
L'étude de la convergence d’une intégrale non absolument convergente ne peut 
pas se faire à l’aide des théorèmes de comparaison, puisque ces derniers ne 
peuvent fournir que la convergence absolue. De plus, les théorèmes de conver- 
gence que nous verrons dans le chapitre 12 de la page 674 ne concernent que 
les fonctions intégrables. 
Il va donc falloir transformer l'intégrale pour pouvoir étudier sa convergence. 
Un changement de variable ne sert à rien en général, puisque, d’après la re- 
marque de la page précédente, on ne pourra pas obtenir une intégrale absolu- 
ment convergente en partant d’une intégrale semi-convergente. 
L'outil principal est donc l’intégration par parties en vue, en général, de trans- 
former l’intégrale en une intégrale absolument convergente. 

| | |  . +0 sint 
Dans les trois exercices suivants, on étudie l’intégrale | F3 dt, où a est 


un réel. Pour certaines valeurs de à, cette intégrale est semi-convergente. 


Notons que la fonction f :t-+ Sf est continue sur l'intervalle [1,+oof. 
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V Calcul d’intégrales 


p.439| Exercice 34 On suppose a < 0. 


CAE 

Montrer que pour tout n € IN*,ona [l nd | 

2n7 l 

re. ue me Siné 
En déduire la nature de l’intégrale dé. 
il 
p.439| Exercice 35 On suppose a > 1. 
. ne 
Montrer que l'intégrale | + dt converge absolument. 
ï 


p.440| Exercice 36 On suppose 0 < a < 1. 


+oo 4: 

; sin 
1. Etablir, à l’aide d’une intégration par parties, la convergence de j 
1 


ta 


dt. 


GE 
2. Montrer que la série de terme général | F0 dt diverge. En déduire la 


nT 


semi-convergence de l’intégrale | Fu dt. 
1 


+00 c 
t 
p.440) Exercice 37 Déterminer la nature de l'intégrale 1 In (: == ) dt. 
2 


Attention À la lumière de l'exercice précédent, il faut bien noter qu’on ne 
peut pas remplacer l’hypothèse d’intégrabilité par une hypothèse de conver- 
gence d’intégrale dans le théorème de comparaison de la page 403. 


En effet, si f(t) = In (1+ st) et g(t) = PL on à f  g au voisinage 


de +oco, alors que : 
+00 


e l'intégrale [l f diverge, 
2 


+00 


e l'intégrale | g converge. 
2 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 Cette fonction a un seul point de discontinuité sur le segment [a,b] et, en 
ce point, elle possède une limite finie à droite et à gauche. Elle est donc continue par 
morceaux sur le segment [a, b]. 


Exercice 2 On a, pour tout x € [— 


La fonction n’est pas continue par morceaux, car lim f(x) = +0. 
æ—0+ 


Exercice 3 En considérant les suites GE), enr € (rx) , on dispose de deux 
nEIN 


suites convergeant vers 0 par valeurs supérieures et dont les images par f ont des 
limites distinctes, respectivement 0 et 1. Par conséquent, f n’a pas de limite à droite 
en 0. La fonction f n’est donc pas continue par morceaux sur [0,1]. 


Proposition 2 Soit f € CM(a, b], IK) et (ao,...,an) une subdivision de [a,b] adaptée 
à f. Pour tout à € [0,n — 1], la fonction f; = 12: admet un prolongement par 


continuité F sur le segment [a;,a;+1]. La fonction . continue sur un segment, est 
bornée; il existe donc M; tel que pour tout x € Ja;,a;:1[ on ait | f(x)| < M. 


Il'est alors clair que pour tout x € [a,b] on a: 


f(x )| < max{ Mo, ; Mn_1, 


F(ao)|, 


:|f(an)|}- 


Proposition 3 L'ensemble CM(a, b], IK) est une partie de F([a, b|, IK) contenant la fonc- 
tion nulle. 
Soit f et g deux éléments de CM([a, b|, IK), o — (ao,...,an) une subdivision adaptée 
à fet g,et (Au) € IK?. Puisque, pour tout à € [0,n — 1], les restrictions Fo 
et hasraysst ont des prolongements continus sur [a;,a;1], il en est de même des fonc- 


tions (À f + H9)hosasat et (f RE 


éléments de CM(a, b|, IK) . L'ensemble CM([a, b|, IK) est donc stable par combinaisons 
linéaires et par produit, d'où la conclusion. 


. Par suite les fonctions À f + ug et fg sont 


Exercice 4 
1. e La fonction 4 est continue sur ]0,1] et l’on a : Vx € ]0,1] lp (x ÈS <a. 
Par suite, lim w = 0, ce qui prouve que 4 à un prolongement continu sur [0,1]. 


Si l’on note encore @ ce prolongement, on a donc @ (0) = 0. 
e Ona p([0,1]) C [-1,1}, puisque : Vr € [0,1] lp(x)| < x° <1. 


2. La fonction f est continue par morceaux, puisqu'elle est en escalier. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


3 Ona: 
1 
Vn EIN* sin(nr)=0 donc ue fop()=0 


nT 


d’où lim uy = 0. 
n— +00 


Pour tout n € IN*, on à sin((4n — 1) T) = sin (—T) = —1 et donc : 


ne) me 


Par suite : 
Vn €eIN* v, =—1 d’où ln = =T. 
n— +00 


: 1 : 2 ”. 2 : : 2 x 
Comme ne — =0et im, Mn 0, on déduit de ce qui précède que la 


fonction fo4,,,, ne possède pas de limite en 0, donc f o n’est pas continue 


par morceaux sur [0,1]. 


A 


0 | 
Le 

1 

a 

=]. _— 
Jo 
Proposition 4 
e Soit o — (ao,...,an) une subdivision adaptée à f et 7 — (bo,...,b) une subdivi- 


sion plus fine que o (donc adaptée à f). Pour tout à € [0,n], on note j; l'unique 
entier tel que b;, = a;. Pour à € [0,n — 1] et j € [ji, ji+1 — 1], le prolongement 


continu de Fu à [b;,b;41] est égal à es ; on en déduit : 


ÿ=0 j=j * lbibj+il 


n—1 
=Y [l f, 
[ai,ai+:] 


= $ (f). 


On a utilisé la relation de Chasles pour des intégrales de fonctions continues sur un 
segment. 

e Sicet 7 sont deux subdivisions adaptées à f, il suffit d'utiliser une subdivision plus 
fine que les deux, donc aussi adaptée à f. On est ainsi ramené au premier cas. 
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Théorème 5 On utilise les notations de la proposition 4 de la page 393. 


Soit (f,g) € CM([a,b],1K}”, (À, u) € IK? et o = (ao,...,an) une subdivision adap- 
tée à la fois à f et à g, donc aussi à Àf + 19. Par linéarité de la limite, pour 
chaque à € [0,n — 1], le prolongement continu sur [a;,a;+1] de (Af +49) est 


ajsa;+1l 
égal à Àf;+ug;. En utilisant la linéarité de l'intégrale sur l’espace des fonctions continues 
sur un segment, on obtient : 


n—1 
J or+u9-Y | 
[ab] 3=0 7 laisaiti 


n—1l 
— >} er + uÿ:) 
i=0  laisaiti] 
n—1 eo n—1 
— À > | fi+u >.) 
= ] i=0 Ÿ [ 


(Qf + ag), 


; 


gi 
di,Qi+1 Gi,@i+1l 
= À f+u | g; 
[a.b] [ab] 
d'où la conclusion. 
Proposition 6 
e Soit o — (ao,...,a,) une subdivision adaptée à f. Alors, pour tout à € [0,n — 1], 


la restriction de |f| à la;,a;}1| admet un prolongement continu sur [a;,a;+1|, égal 
à FAE avec les notations de la proposition 4 de la page 393. Cela prouve que |f| est 
continue par morceaux et admet o comme subdivision adaptée. 

e En utilisant la proposition 4 de la page 393, l'inégalité établie en première année pour 
les fonctions continues, ainsi que l'inégalité triangulaire, on obtient : 


n—1 
f JF 
{, 2 [ai,ai+1] 


n—1 
<> | 
i=0 * lai,ai41] 


f= fi. 
[a.b] 
Proposition 7 


e Avec les notations de la proposition 4 de la page 393, si l'on a f > 0, on a bien sûr: 
Viefon-1] f>0. 


Le résultat se déduit alors de la positivité de l'intégrale des fonctions continues, vue 
en première année. 


e D'après le premier point, on a | (g — f) > 0. On en déduit le résultat annoncé, 
[ab] 
par linéarité de l'intégrale. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 5 On utilise les notations de la proposition 4 de la page 393. 


e Si f est nulle sur |a;,a;+1| pour tout à € [0,n — 1], alors les prolongements 


continus f: sont tous nuls et l’on a donc f=0: 
[ab] 
e Supposons f = 0: On A : 
[ab] 
(etn-1 | ñ>0) et ») fs = 0. 
[a;,ai+1] i=0 [ai,ai+1] 


On en déduit que : 
Vie[0,»-—1] | fs = 0. 
[ai,ai+1] 
Pour tout à € [0,n—1], la fonction 1 est continue, positive et d’intégrale nulle sur 
le segment [a;, a;+1] ; elle est donc nulle, d’après un résultat de première année. 
On en déduit que f est nulle, sauf peut-être aux a;. 


Proposition 9 Soit o = (ai);cjp ny une subdivision adaptée à f ; pour tout à € [0,n], 
posons à; = w"!(a;). Comme 4 est une bijection strictement croissante, Tr = (@);etoin] 


est une subdivision de [a, 5] et l'on a : 
ViefO,n—1] vla, ail) = Jai, aixil. 


Soit à € [0,n — 1]. La fonction f o & est continue sur |a;,a;+1[. Comme lim = (fl; 
. 
et lim f existe dans IK, on en déduit que lim f o & existe dans IK, par composition 
a; CA 
de limites. On prouve de même que lim f o & existe dans IK. Par suite, la fonc- 
(CPR 


tion (fo), a un prolongement continu sur [a;,a;+1]. Ce dernier résultat étant 


vrai pour tout à € [0,n — 1], la fonction f o & est continue par morceaux sur [a, 6]. 


Ja;,a;41l 


Avec les notations de la proposition 4 de la page 393, on a : 


f'rou-E fo 


Pour tout à € [0,n — 1], le théorème du changement de variable vu en première année 
permet d'écrire : 


'. fi (® at = Lu fi(p (u))o' (u) du. 


En notant g = (fov)w', la fonction (% 7) w' est le prolongement continu sur le 


segment [a;,a;+1] de gl ,. par composition de limites. On a donc : 


CTECTEST 


Qit1 @i+1 
vi € [0,n —1] |. foa= | cd. 


On en déduit, par sommation, la formule annoncée. 
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Exercice 6 La fonction {++ + est continue sur [0, +o[ et l’une de ses primitives est 


+00 
la fonction F':t+ Arctant. Comme Em F existe, l’intégrale | ] converge 
DO 
0 


2 
et l’on a : Li 
+00 
ji nn FO. 
0 2 


1++2 +00 


Exercice 7 La fonction & ++ + est continue sur [1,+oo[ et l’une de ses primitives 


Fed 
est F:t5 Int. Comme lim F = +o, l'intégrale | Fr diverge. 
Le : 


Exercice 8 La fonction f :t++ cos(e )e-t est continue sur [0,+o![ et l’une de ses 
primitives est F:tr+ —sin(e”t). 


+00 
Comme lim F existe, l’intégrale | cos (e”!) e” ‘dt converge et l’on a : 
cou 0 
+00 
| cos (e-*) ‘dt = im FF (0) =0—(-—sin1) =sinl. 
0 OO 


Exercice 9 Posons { — lim f. Quitte à changer f en —f, on peut supposer £ > 0. 
DO 


Par définition de la limite, on peut choisir X > a tel que: > X f(t) > _ 


Pour x > X, on a alors : 


rl Ale lies 
a a X a 2 


Comme lim (x— X)=— +, on en déduit lim [l f = +0 ; d’où la divergence 
T—++00 T—++00 à 


+00 
de | fa 
n+ 


4 
Exercice 10 Pour n € IN*, l'intégrale | f est égale à l’aire d’un triangle dont l’un 
1 


NT 


1 


des côtés a pour longueur (n + ) — (n — ) = — et dont la hauteur orthogonale 


à ce côté a pour longueur 2” ; on en déduit : 
1 


ba 
Comme la fonction f est positive, la fonction F:7+ À f est croissante sur IR} : 
0 


elle possède donc une limite £ € IRU {+oo}. On a { = lim F(n++):0or: 
1 mar 1 1 
F — | — —_ — = — —: 
(re + %) | f >» 2P DA 


+00 
On en déduit { = 1. Comme lim F existe dans IR, l'intégrale | f converge. 
cu 0 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Proposition 11 En effet, en utilisant la relation de Chasles pour l'intégrale des fonctions 
continues par morceaux sur un segment, on obtient : 


Vx € [b, +00 f'i=fsffs 


Il suffit alors d'appliquer la définition de la convergence d'une intégrale pour conclure. 


S'il y a convergence, il suffit de faire tendre x vers +oo pour obtenir l'égalité annoncée. 


Exercice 11 D’après la proposition 11 de la page 398, on peut écrire : 


Vx >a L'efa-fs 


FA 
La fonction x + | f est dérivable, de dérivée f, car c’est une primitive de la 
(e2 


fonction continue f ; d’où la conclusion. 


Exercice 12 La fonction f : IR; —> € est continue et l’on a : 
RE 


VtEIR+ Im(f(t)) =e-tsint. 


Pour tout x Z20,ona: 
[ = et-1#i}1 _ e1+iz 2] 
o  L-1+ils  —-1+i 


LA 
Comme [fet-1#i| = e-%, on a lim et-1#% = 0. Par suite l'intégrale | f 
0 


T— +00 


+00 
converge et | a = 
0 1 —4 


+00 
On déduit alors de la proposition 13 de la page 399 que | e-tsintdt converge et 
0 


+00 1 1 : 1 
| e_‘sint dt = Im | —— | Im ri —_—: 
0 1 —5 2 2 


Proposition 14 D'après les propriétés de l'intégrale sur un segment, comme f est positive, 


a:Vr>a [ 1>0 


que : 


FA 
Pour le deuxième point, par positivité et croissance de la fonction x + | f sur [a, +o, 
a 


+00 æ 
s | Fab, slérs: EG [1-0 


D'après les propriétés de l'intégrale des fonctions continues sur un segment, il en résulte 
que f est nulle sur [a, x] pour tout x > a et donc sur [a, +oo|. 
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Proposition 15 Comme f est positive, la fonction F : [a,+oo[ —> 


IR 
T > É 


V(x,y) € [a, +oo[° seu FF [520 


est croissante, puisque, d’après la relation de Chasles : 


On sait que deux cas se présentent : 


e Fest majorée et alors lim F(x) existe dans IR, égale à sup Fi(x), 
xæ— +00 zEla,+oo| 


e "n'est pas majorée et alors lim F(x) = +. 
æ—++00 


Exercice 13 


Exercice 14 La fonction t + e7 


Il suffit d'établir le premier point, puisque le deuxième en est le contraposé. 
Le #1 T 

Posons F(x) = / f et Gr) = k g. La majoration f < g sur [a, + et la 
a a 


positivité de l’intégrale sur un segment entraînent F < G sur [a, +]. 


+co 
Si l’intégrale | g converge, on déduit de la proposition 15 de la page 400 que G 


a 


+00 
est majorée sur [a, +. Il en est donc de même pour F. Par suite, l'intégrale | F 
converge. ï 


“est continue sur [0, +. 


+oo 
On a vu, dans la proposition 16 de la page 401, que pour a = 0 l’intégrale | eTdE 
0 


diverge. 


Pour & € C*,ona: 


—aT 


T 1 … 
Vx >0 ;L e%dt — 
0 


a 


+00 
On en déduit que l’intégrale L e-%dt converge si, et seulement si, lim e-°% 
0 


T—+00 


re er Re(a)x 


existe dans €. En notant que |e pour tout x € IR, on peut distinguer 


trois cas : 


e Pour Re(a) > 0,ona lim [e-%] = 0 et, par suite, lim e7% = 0. Donc 
æ— +00 T—++00 


+oo 
l'intégrale [l e-%dt converge et sa valeur est L. 
0 


m e 


+00. Par suite, li 
æ— +00 


Fe] === 


e Pour Re(a) <0,on obtient cette fois lim le 
T—+ +00 


+00 
n'existe pas et donc l'intégrale | e”%dt diverge. 
0 
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Pour Re(a) = 0, on a Im(a) #0, car a #0. 


. À 2k 
En considérant la suite (xx)pemr ; Avec zx = Me 0na: 
7 2kr 
lim æ=+oo et VhelN* eat = em) TT 2 1, 
k—+oo 
: 12 . 2k+1 . : 
En considérant la suite (2%,)zcm, avec 24, = —— on obtient cette fois : 
/ 
lim x, =+o0 et VkelIN* e7%x = 1. 
k— +oo 


az 


+00 
On en déduit que lim e %* n'existe pas et donc que | e-%dt diverge. 
T— +00 0 


+00 
En conclusion, l’intégrale | e%dt converge si, et seulement si, Re(a) > 0. 
0 


Théorème 18 


1: 


Cas des fonctions à valeurs réelles. 


+00 
Soit f : a, +oo[ — IR une fonction continue par morceaux telle que / f converge 
(e 


Lf1=f 
2 


fonctions sont continues par morceaux et positives et, comme |f| = f*+f-,0ona 
les deux inégalités f* <|f| et f— <|f|. 
En utilisant le résultat établi dans l'exercice 13 de la page 400, on en déduit que les 


absolument. Introduisons les deux fonctions f* — LF et f  — ; ces deux 


+00 +oo 
intégrales | Frue | f= convergent; comme f — f*— f,la convergence 
a a 


+00 
de [l f en résulte. 
(#2 


Cas des fonctions à valeurs complexes. 


+00 
Soit f : [a,+oo[ — € une fonction continue par morceaux telle que | f converge 
(2 


absolument. De |f| = 4/(Re (f)) + (Im (f))” on déduit les inégalités : 


[Re(f)[<IfT et [Im(f)]< fl: 


En utilisant le résultat établi dans l'exercice 13 de la page 400, on en déduit que 


+oo +00 
les intégrales | Re (f) et / Im (f) convergent absolument, donc convergent 
a (e7 


+00 
d'après le premier cas. La convergence de | f se déduit alors de la proposition 13 
a 


de la page 399. 
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Théorème 20 
1. Il suffit d'appliquer le résultat établi dans l'exercice 13 de la page 400 aux fonctions 
positives |f| et |g|. 
2. Si f —O(g) au voisinage de +co, il existe b > a et K° > 0 tels que : 


v>b |f(t)] <K]g(t)|. 


Si g est intégrable sur [a, +, elle l'est aussi sur [b, +, d'après la proposition 11 
de la page 398. Par suite Kg est intégrable sur [b,+oco[; donc f est intégrable 
sur [b, +oco{, d'après le premier point. On conclut en utilisant à nouveau la proposi- 
tion 11 de la page 398. 


3. Si f — g au voisinage de +00, il existe deux fonctions & et 4 de limite 1 en +oo 
telles que, au voisinage de +0 : 


J=vg et g=vf. 
Une fonction de limite 1 en +o étant bornée au voisinage de +, on en déduit 
que f—O(g) et g—=O(f) au voisinage de +co. 
On conclut, en appliquant le deuxième point. 


e° 


e. . 5 t . 2 
Exercice 15 La fonction f :415 == est continue sur [0, +oo[ et : 
1/2 eït 
Ver ét 
Au voisinage de +oo, on a et —o(et), donc Vet +e-t + et/2 et, par suite : 


Vt>0 f(t)= 


ftt)rg(t) ave W>0 g(t}=v2eïte t/?. 


La fonction g est intégrable sur IR}, d’après de la proposition 19 de la page 402, 
puisque : 
VE>0 [g(t)] = VDes "2, 


On déduit alors du théorème de comparaison de la page 403 que f est intégrable 


+00 
sur [0,+o![. Donc | f converge. 
0 


Exercice 16 La fonction f :4+> cos(t)ln (1+ +) est continue sur [1,+oo[ et : 


W>1 FO<mfi+z) 


Au voisinage de +, on a : 


1 1 1 
m(i+3) er donc ro=0(S). 


D'après l’étude des intégrales de Riemann, la fonction t + = est intégrable sur 
l'intervalle [1,+co[. On déduit alors du théorème de comparaison de la page 403 


+00 
que f est intégrable sur [1,+o[. Donc | f converge. 
1 
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Exercice 17 La fonction f : t + t%e-{ est continue sur [1,+c![ et, comme elle est 


+00 
positive, la convergence de [l f équivaut à l’intégrabilité de f. 
1 


Par croissances comparées, on a lim t%%2e7t=0, donc f(t) =0o(%) au voisinage 
—+ + OO 


de +oo. La fonction ++ + est intégrable sur [1,+o[ (on utilise la nature des 
intégrales de Riemann). On déduit du théorème de comparaison de la page 403 que f 


+00 

est intégrable sur [1,+oæ[. En conclusion l'intégrale | t%e”dt converge pour 
1 

tout a € IR. 


Exercice 18 La fonction f est continue sur [1,+c{ et, au voisinage de +co, on a : 


1 1 
_ 3/2 | _ > 
f(E) = 21m (+ )+em(i+e) 3Int sm(1+2) 

1 1 
on(ita)-n(i+:) 
à 1 3 1 
rer to(gae) rs T0 
__3,,/1), 3 
= É rs 


L’équivalent obtenu étant négatif, la méthode précédente s'applique. 
Fed Fe 
Comme l'intégrale de Riemann L ma diverge, l’intégrale j f est donc diver- 
1 1 
gente. 


Exercice 19 Notons que la fonction f : t + est continue sur l’inter- 


i 

ta (Int) 
+00 

valle [2, +oo[ ; comme elle est positive, la convergence de | f équivaut à l’in- 
2 

tégrabilité sur [2,+oo[ de f. 

. : ï : _ 
Choisissons 7 € ]1,a[. Comme #7f(t) — Fo Ma im tYf(t) = 0, par 


croissances comparées, car à — y > 0 ; par suite, f (t) = 0 (+) au voisinage de +co. 


1 


Puisque 7 > 1, la fonction {+ + est intégrable sur [2,+00[ (on utilise la nature 


des intégrales de Riemann). On déduit du théorème de comparaison de la page 403 


+00 
que f est intégrable sur [2,+oæ[. Donc [l f converge. 
p. 


Exercice 20 Comme tf (t) — t° ,ona lim tf(t) = +, par croissances compa- 
(nt) t— +00 
1 
rées, car 1 — à > 0 ; par suite, + o(f (£)) au voisinage de +00. 


La fonction t + + n’est pas intégrable sur {[2, +oo[ (on utilise la nature des intégrales 
de Riemann). On déduit du théorème de comparaison de la page 403 (contraposé 
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du deuxième point) que f n’est pas intégrable sur [2,+oo[. Comme f est positive, 


+oo 
l'intégrale [l f diverge. 
2 


Exercice 21 Pour a = 1 et x > 2, le changement de variable t — e“ donne : 
[ dt —.— 
2 t(nt)” m2 UP 
y 


du 
D’après l’étude des intégrales de Riemann, on sait que lim — existe dans IR 
y++o Jin2 UP 


si, et seulement si, 6 > 1. Comme lim Inx = +, on en déduit, par composition 
T— +00 
In x 


de limites, que lim — existe dans IR si, et seulement si, 5 > 1. 
E—++00 In 2 ul 


FO 
Par suite, | z converge si, et seulement si, 8 > 1. 
2  t(Int) 


Exercice 22 La fonction {++ + est continue sur ]0, 1]. 


e Pour a=1etxel0,1|,ona: 
1. "dt 
— = — =—-Inx. 
me SC 


ï 
dt 
Comme lim Inx = —-, l'intégrale | Pa diverge. 
0 


æ—0+ 


e Pour afletxel0,1|,ona: 


[E-e 
x l-a 


1 1 
: x dt ; dt 1 
Par suite lim — = +o pour à >1et lim — = —— pour à < 1. 
æ—0+ Jr 44 207 Je + la 


1 
, . dt | 
En conclusion, l’intégrale | … converge si, et seulement si, à < 1. 
0 


Exercice 23 D’après l’exercice 22 de la page 410 la fonction f:t+ 7 est intégrable 


sur ]0,1], alors que son carré f?:t1++ & ne l’est pas. Par suite, le produit de deux 
fonctions intégrables sur ]0,1] peut ne pas être intégrable sur [0,1]. 


Exercice 24 La fonction f :tr+ (Int)” cost est continue sur ]0, 1]. 
Comme lim VE (Int) — 0, par croissances comparées, on à | f (6) = O0 (&), 
t—0+ t 


quand t — 0T. D’après l’exercice 22 de la page 410 la fonction t + 7 est inté- 


grable sur ]0,1]. On déduit alors du théorème de comparaison que la fonction f est 


i 
intégrable sur 0, 1] ; donc l’intégrale | (In ty cost dt converge. 
0 
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Exercice 25 La fonction & + sin (+) est continue sur ]0,1] et bornée sur cet inter- 


valle borné. D’après la remarque précédente, f est intégrable sur ]0, 1]; donc l’inté- 


L 1 
grale le dt converge. 
0 


On notera bien qu’en revanche, f ne possède pas de prolongement continu sur le 
segment [0,1]. 


Proposition 42 D'après la proposition 11 de la page 398 (même principe pour une borne fi- 


c b c’ 
nie ou infinie), les convergences de j f etde | f entraînent les convergences de | 
(e2 C a 


b 
«de / f et l'on a: 
c! 


ya lre fre fra fs 
fr-frfse Li--f ir] 


D'où l'égalité annoncée. 
Proposition 43 Cela résulte de la définition précédente. 


Exercice 26 La fonction t + - = est continue sur IR et l’une de ses primitives 
Re 
1+42 


est F:tr Arctant. Comme lim F = —7/2 et Lim F = 7/2, l'intégrale | 


— OO 


converge et l’on a : 


+00 
[l ! =limF-limFrF=7#r. 
Lo 1+6 +00 — 00 


Exercice 27 La fonction f :#+> In (1+ +) est continue sur ]0, +oof. 


e Quandt—0",ona: 


1+4t 
ENT = ) =-2nt+In(1+#) <-2nt. 
D’après la proposition 37 de la page 410, la fonction In est intégrable sur [0,1] ; 
1 
donc, par comparaison, f est intégrable sur ]0,1]. Par suite, | f converge. 
0 


e Ona ln (1 + 7) N 7; quand t — +o. Comme la fonction t + — est inté- 


grable sur [1,+o!{ (on utilise la proposition 17 de la page 401), on en déduit, par 


+00 
comparaison, que f est intégrable sur [1,+o[. Par suite, | f converge. 
1 


+00 
En conclusion, l’intégrale | f converge. 
0 
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Exercice 28 La fonction f :t+ e“*In(t)e-?t est continue sur ]0,+oo|. 


e Ona f(t) — Int, quand t — 0. D’après la proposition 37 de la page 410, la 
fonction In est intégrable sur |0,1], donc aussi f, par comparaison. 


1 
Par suite, l’intégrale | f converge. 
0 


e Pour tout t >1,on a le‘f(t)| =e ‘Int. On en déduit, par croissances compa- 
rées, im etf (t) = 0, c’est-à-dire f (t) = o(e-t), quand t — +oco. D’après la 

— +00 
—t 


proposition 16 de la page 401, la fonction t + e! est intégrable sur [1,+oco|, 


+00 
donc aussi f, par comparaison. Par suite, | f converge. 
1 


+00 
En conclusion, l’intégrale 7 f converge. 
0 


Proposition 45 Si l'on note Æ cet ensemble, E est inclus dans CM(I,IK) et contient la 
fonction nulle. 
Montrons que Æ est stable par combinaisons linéaires, en ne considérant pas le cas trivial 
où Î est un segment. Soit f, g deux fonctions de E et (À, y) € IK° ; on a : 
JAP + gl < AT TPE lul 191. 
La fonction majorante étant intégrable, on en déduit, par comparaison, l'intégrabilité de 
la fonction Àf + 19, d'où la conclusion. 


Proposition 46 
e Lorsque Z est un segment, le résultat est connu. 
Lorsque 1 est de la forme [a,b[ ou ]a,b], le résultat a déjà été établi. 
Lorsque 1 = ]a, b] est un intervalle ouvert, soit c € ]a, b] ; d'après la proposition 42 


dela page #2 ons [5 [+ fs Comme ff > oæ fr> 0, d'après 
I 


le cas précédent, on en déduit lé > 0 
ï 


e + Supposons Le — 0. Pour tout segment J d'intérieur non vide inclus dans J, 
‘ 


comme f est positive, on a ie < Li et donc Î: — 0. Comme f est 
vi É J 


continue, positive et d'intégrale nulle sur J, elle est nulle sur J. La fonction f, 
nulle sur tout segment inclus dans 7, est nulle sur 1. 


* Si f —0, on a bien sûr} f = 0. 
I 


Proposition 47 Le résultat est connu lorsque Z est un segment. 
e Si Z est de la forme [a,b[, on a: 


Vx € ]a, b| 


T 

| s < 
a 

Le résultat s'en déduit, en faisant tendre x vers b. 
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e Si Z est de la forme Ja, b|, fixons c € Ja, b[ et utilisons la proposition 42 de la page 412: 
VA b 
«fe [fl 
En utilisant le cas précédent, on obtient : 


< fins fine fin 


Proposition 49 Le résultat est connu lorsque 7 est un segment. 


Ur+] 


L 7 . 
d'où la conclusion. 


Dans les autres cas, cela résulte de la proposition 11 de la page 398 et de ses généralisations 
aux autres intervalles semi-ouverts, ou de la proposition 42 de la page 412. 


Exercice 29 D’après l’étude des intégrales de référence (proposition 17 de la page 401), 
la fonction & ++ + convient. 


Exercice 30 Toute fonction constante est de carré intégrable sur 1, car 1 est borné. 
Soit f une fonction de carré intégrable sur L ; voici deux méthodes pour établir qu’elle 
est intégrable. 


e Méthode 1. De l'inégalité : 


LEP E j _ 
FRS 


on déduit, par comparaison, que f est _. 


e Méthode 2. Comme f est le produit de la fonction constante égale à 1 et de f, la 
fonction f est de carré intégrable sur TZ, d’après la proposition 50 de la page 416. 


[so TT 


Pour tout x € IR, la fonction x |f|+1|g| est de carré intégrable sur 7, comme combinaison 
linéaire de fonctions de carré intégrable, et l'on a : 


Vr EIR Lelri+1o)? =? [ir +2 [ira + io 


Deux cas se présentent alors. 


Proposition 54 L'intégrabilité de fg permet d'écrire l'inégalité 


e Supposons ur — 0. La fonction affine x + 2x | 19 + [loi étant positive 
I 7 I 


sur IR, on en déduit [ua = 0. L'inégalité 
I 


fuue(fir) (fi) 


est alors vérifiée. 
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e Supposons [ur > 0. Notons P le polynôme de degré 2 : 
É 


px fin+x fura+ Ju. 


La fonction polynomiale associée à P étant positive sur IR, on sait que son discrimi- 
nant est négatif, ce qui fournit l'inégalité 


fuue(fr) (fr) 


, \ . 
d'où la conclusion. 


Théorème 55 


e  Traitons d'abord le cas où 1 — [a,b| ; le cas où 7 — ]a,b] se traite de la même 
manière. 


Pour x € {a, b|, une intégration par parties sur [a, x] donne : 


[ ra= fre - [sr (+) 


ba T 
L'existence de deux limites parmi im f'a, lim[fgl” et im / fg' entraîne donc 
z—b Ja æ—b 4 z—b J, 


celle de la troisième. Si ces limites existent, on obtient alors la formule d'intégration 
par parties souhaitée, en faisant tendre x vers b dans la relation (x). 


e Le cas où 1 — ]a,b| se traite en deux temps, en appliquant l'un des cas précédents à 


c b 
chaque intégrale ji f'g et l f'g, où c € Ja, b[ est fixé. 
a € 


Exercice 31 Appliquons le théorème d'intégration par parties sur [1,+o| aux deux 
fonctions de classe C! : 


1 
RER et g:tr-lnt 


Comme lim #4 — 0, par croissances comparées, le crochet | ide = ES 
t—+oo ” 
existe et est nul. 
On déduit du théorème 55 de la page 418 que les intégrales : 
+00 +00 Int +00 +00 = 
ra= | — dt et | f=- | — dé 
| 1 t? 1 1 t? 
+00 
sont de même nature. Comme l'intégrale de Riemann | re) converge, l’inté- 
1 


ON né 
grale [l F3 dt converge aussi et l’on a : 
1 


[Ex _Int CAT fTs- 1 
1 t EE nu 2 JO € | t 
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+00 
né 
Remarque La convergence de l’intégrale | FF dt a été obtenue lors de l’inté- 
1 


gration par parties, mais elle aurait pu être obtenue par comparaison à l’intégrale de 


ei 
Riemann | EPA 


Théorème 56 Comme % est strictement croissante et bijective, on a : 


lim p(y)=b et lim '(y)=8. 
y—8B y'—b 


b 
e Supposons l'intégrale / f (&) dt convergente. 
(e2 


b 


b 
* Fixons 0 € Ja, Bl. Comme | f(t)dt converge, l'intégrale 4 f (6) dt 
a p(xo) 
converge également. 


Pour y € Ja, 5|, la proposition 9 de la page 395 permet d'écrire : 


y p(y) 
ROCCO ES! f (t) dt. 


0 (to) 


Comme Jim (y) = db, on obtient, par composition de limites : 
Y—+ 


(y) b 
lim t) dt — t)\dt. 
20 [ 1 


V8 J'o(xo) (&0) 


B 
Par suite, l'intégrale [l fe (u))’ (u) du converge et l'on a : 


To 


8 b 
Le) au / f (#) dt. 


To (to) 


b p(xo) 
* De même, puisque | f (&) dt converge, l'intégrale | f (t) dt converge éga- 


40) 


lement. On montre, comme précédemment, que | f(g(u))y' (u) du converge 
(82 
aussi et vérifie : 


(to) 


OO f(#) dt. 


a 


b 
* En utilisant la relation de Chasles, on a donc établi que si | f (t) dt converge, 


a 


B 
alors | f(e(u))v’ (u) du converge aussi et lui est égale. 
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B 
e Supposons l'intégrale | f(o(u))s' (u) du convergente et fixons x0 € Ja, 8. 


[02 
* Avec les notations précédentes, pour y’ € |a,b|, on a, d'après la proposition 9 de 
la page 395 : 


e7"(y!) y 
| f(w(u))’ (u) du = | f (#) dt. 


0 p(xo) 


* Le même raisonnement de composition de limites que dans le premier point permet 


b 
de conclure que l'intégrale !. f (t) dt converge et qu'on a l'égalité : 
p(xo) 
B b 
IMCOOPOUES RE IOL 
zo p(xo) 


* On conclut, comme pour le sens direct, par utilisation de la relation de Chasles. 


. : _4#2 : . 
Exercice 32 La fonction f :t+ et est continue sur [0, +. Par croissances com- 


/ =? 1 A d O déduit £ 
parees, on à € — 0(75), au voisinage de +00. n en dedauit, par CoMmparalson 


+00 

aux intégrales de Riemann, que f est intégrable sur [0,+oco[, donc que | et dt 
0 

converge. 


Appliquons le théorème 56 de la page 419 sur ]0,+o!{, en utilisant le changement 
de variable 6 : u ++ Vu. La fonction w est de classe C!, strictement croissante et 


—U 


+00 
bijective de ]0,+co{ sur lui-même. On en déduit la convergence de | Te du et 
0 u 


l'égalité annoncée. 


Théorème 57 Le principe est exactement le même que pour le théorème 56 de la page 419, 


en utilisant cette fois limç = b et lim — à, ainsi que limyw !—8 et mo — à: 
Proposition 58 Soit f : Ja,b] —> IR et: |0,1[ —+ Ja,bl 
1 do + a+(b= a). 


t_- Ga 


La fonction f est continue par morceaux et la fonction 4 est de classe C1, strictement 


b 
croissante et bijective. D'après le théorème 56 de la page 419, les intégrales | f (6) dt 
i a 
et | f(g(u))' (u) du sont de même nature. On obtient facilement : 
0 


(b — a) 


ut 


Vue ]0,1[ f(w(u))g'(u) = 


b 
dt 
En utilisant le résultat de l'exercice 22 de la page 410, on en déduit que | Ga 
— à 
(#2 


converge si, et seulement si, & < 1. 
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On procède de même dans le deuxième cas, en utilisant # : ]0,1[ — Ja.bl 
u + b+(a—-bju 


de classe Cf, strictement décroissante et bijective, et le théorème 57 de la page 419. On 
b 


obtient de même que | TE converge si, et seulement si, & < 1. 
De 
Exercice 33 


Int 


je est continue sur ]0,+oof et 


e La fonction f:t+ 


* quand t — 0, on a f(t) = Int; on sait que la fonction In est intégrable 
sur |0,1], donc f est intégrable sur ]0, 1], par comparaison; 


* quand { — +oæ,ona f{(t) + mi = 0 (ri) : par comparaison aux intégrales 


de Riemann, f est intégrable sur [1, +]. 


Par suite, f est intégrable sur [0, +oæ{, d’où l’existence de 7. 


e La fonction @ : u ++ À est de classe Cf, strictement décroissante et bijective 


de ]0,+co[ sur lui-même. D’après le théorème 56 de la page 419 on peut écrire : 
= fes _du 1. 
0 1 + ro u? 


Exercice 34 Puisque a <0,ona:Vt > t* < 1. La fonction sin étant positive sur 
l'intervalle [2n7, (2n + 1) # on peut écrire : 


(2n+1)T ,;: t (2n+1)r 
Vn € IN* [l dt > À sin {dt = 2. 
2 2 


(02 
u nr 


Par suite 7 = 0. 


nr 


Par ailleurs, la relation de Chasles fournit : 


Vn € IN* [7 sin __ [UT sint à sint 
2 1 1 t® 


nr U* 


+oo 
; sin £ 
Si | Aa dt convergeait, par définition de la convergence d’une intégrale, on au- 
1 


(2n+1)T .: +oo _: +oo _: 

sin sin t sin 

/ di à |  — | = 0; 
2n7 LS n—+ +00 L t® 1 te 


sin 
ta 


rait alors : 


di, 


+00 
C’est une contradiction ; d’où la divergence de l’intégrale | 
1 


Exercice 35 Ona:W>l1l ju) < & =. 


Te sin 
Comme «a > 1, l’intégrale | 4 dt converge absolument, par comparaison aux 
1 


intégrales de Riemann. 
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Exercice 36 


1. 


Appliquons le théorème d'intégration par parties sur [1,+o[ aux deux fonctions 
de classe C1 : 


. . 1 
fit —-cost et Pie ee 


On a : 


cos t 1 cos t 
vVt>1 = | <— donc lim (- ) = 0, 
[ASS ta t— +00 


car & > 0. Par suite, le crochet | fai existe. On déduit du théorème 55 de la 
page 418 que les intégrales : 


+00 +00 i: +00 +00 
’ sin Ÿ , a COS t 
= — dt et — — dé 
fr LH 


sont de même nature. 


| — @ cos t £ |a| 


Par ailleurs, on a : Vt>1 ait | < jar Par comparaison aux intégrales de 


acost 
dt converge absolument, car a +1 > 1, donc 


+00 
. 2: 
Riemann, l'intégrale Î  — 


Fin 
converge. En conclusion, l’intégrale | gr dt converge. 
1 


La fonction t ++ L est décroissante sur [1,+o[, car a > 0 ; on en déduit : 


ta 
(n+1)r i (n+1)r 2 

Vn € IN* | dt > ve / sin t| dt = ——. 

n (R+T)UTS Jr (n+1) 7 


T 


sin { 
ta 


Par comparaison aux séries de Riemann, la série de terme général 


n (k+1)r 
Ainsi lim De 
k 


n— +00 k=1 


sin £ 


dt diverge, car a < 1. 


sin { 
ta 


(n+1)r 
dt = +o, soit lim | 
n— +00 _ 


T 
+ |Sint 


L'intégrale [l en dt diverge donc. 


T 


sin { 


+00 
En conclusion, l’intégrale [l FA dt est semi-convergente. 
1 


Exercice 37 Notons f :t1+ In ( + se). La fonction f est continue sur [2, + ; 


effectuons un développement de f au voisinage de +0 : 


in in? 
LOTS +00. 


avec g(t) = O0 (5) au voisinage de +00. 


Par comparaison aux intégrales de Riemann, g est intégrable sur [2,+co[, donc 


+oo 
l'intégrale | g converge. 
5 
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+00 : 
sin £ 
D’après l’exercice 36 de la page 421, : mr dt converge. 
e. 


On peut écrire : 


... +% cos (24) . .. | 
L'intégrale . an dt converge (même principe que dans l'exercice 36 de 
2 


+00 

la page 421), alors que l’intégrale [l diverge (c’est, à un facteur près, une 
2 

intégrale de Riemann). 


+oo ,:,.2 
t 

Par suite / TT diverge. 
: 2t 


oo 
En conclusion [l f diverge, puisque f est la somme de trois fonctions, deux dont 
2 


l'intégrale converge, une dont l'intégrale diverge. 
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S’entraïîner et approfondir 


1 


(Arctant) est intégrable sur 0, 1] Ê 


8.1 1. Montrer que la fonction f :t+ . — 


2. Soit g: 1|0,1] — IR 
[ dt 
D + ———— 
x (Arctant) 
Donner un équivalent simple, quand æ — 0*, de g(x). 


8.2 Déterminer la nature des intégrales suivantes : 


1. r/2 dx | > [7 re. 
0 \/COS Æ 0 et — ] 


À 
1. | t"|In (1 — t)|"dt (on discutera selon n € IN et a € IR); 
0 


Li + In (#2 —t 
4. | In (cos :) dE; B: : D Co) ts 
2/7 T 1 (1 +t) 


red 
6. | qu dt (on discutera selon (a, B) € IR x IR*). 
: _ 


Fe f#+2 

8.3 Pour tout x > 0, on pose f (x) — | In (5) dt. 
Vz t En 1 

1. Justifier la définition et la continuité de f sur IR+. 


2. Montrer que f est de classe CT sur IR et calculer f’(x) pour tout x > 0. 
3. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? 


8.4 Soit f:t El. 


+oo 
1. Montrer que f est continue par morceaux sur [1, +oo| et que l’intégrale | Î 
1 


converge. 


n— +00 k=1 


2. Justifier l’existence de 7 = lim eo + Im n) ; 


+00 
3. Exprimer | f à l’aide de 7. 
1 
+00 1 
8.5 Calculer l'intégrale L In (: + 3) dt, après avoir vérifié sa convergence. 
0 


+% cos (À) 
: + 2 L 
8.6 Justifier la convergence de l'intégrale / ——— d{. 
2 424/sn(2 


La calculer, à l’aide du changement de variable u = L- 
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8.7 On fixe deux réels a < b. Donner la nature, selon a € IR et n € IN, et la valeur, en 


b 
cas de convergence, de l'intégrale [. (b—t)" (t—-a)" dt. 


+00 et 


8.8 Soit @= [ — dé. 


“A 


1. Montrer que f est définie et de classe C! sur ]0,+oo[. 


2.(a) Montrer que : Vrx >0 f(x) < — 


+00 
(b) Montrer que : Vr > 0 f(x) =-e “Inx +] e-‘Intdt. 


(c) Montrer que f est intégrable sur |0, +co|. 


+00 
3. Calculer | f, à l’aide d’une intégration par parties. 
0 


+oo iu 
8.9 1. Justifier la convergence, pour tout réel 8 € ]0,1|, de l'intégrale | 5 du. 
0 U 


+00 
2. En déduire la convergence, pour tout réel a > 1, de l’intégrale | env dE, 
0 


+00 


1. Justifier la définition de F sur IR}. 
2. Montrer que F(x) = O (2); quand æ — +00. 
it 


1+3 


oo 
8.11 L'intégrale | dt est-elle absolument convergente ? convergente ? 
0 


: : sin 
8.12 Soit fitr Pme 


1. Montrer que f est continue sur [1, +]. 


sin £ 


2. Déterminer un équivalent simple de f (t) — 7 quand t — +oo. 


+00 
3. En déduire la nature de l'intégrale d fa 
1 


+00 
8.13 Soit f : [0,+oo[ — IK une fonction continue par morceaux telle que j f (&) dt 
0 
converge. 
T 
1. Déterminer lim Fes 
T— +00 z/2 
2. On suppose de plus que f est à valeurs réelles positives et décroissante. Montrer 
que f(x) =0o(1/x) au voisinage de +. 
3. Donner un exemple de fonction intégrable sur [0,+oo[ telle que la fonc- 
tion x xf (x) ne soit pas bornée. 
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x 8.14 Soit f € C!([0,1[,IR). On suppose f’ de carré intégrable et lim f(x) = 0. 
æ—1— 


Montrer que lim 
æ—1— l—-x 


h (4 
8.15 On définit la fonction th sur IR par: VE IR th(t) = = nt 
1.(a) Déterminer lim th(#). 
t—+o0 
3A 
th (& 
(b) En déduire lim LR) dé. 


2. Justifier la convergence et donner la valeur de l'intégrale : 


[7 th (3x) — th (x) 


pa 


dx. 


rer 
8.16 Pour x > 0, on pose F(x) = 
0 æ< — À 


1. Justifier la définition de F. 
dt 


VE 


FA 
2. Soit x > 0. Justifier la convergence et donner la valeur de / 
0 


3. Montrer que lim F(x) = 7/2. 
æ—0+ 


8.17 1. Soit f : ]0,x] —+ IR 
zx + i- 


T 2sin( + 


Montrer que f se prolonge en une fonction de classe Cl sur [0,7]. 

F sin (22H14) 

2. Pour tout n € IN, on pose 1, — dé; 
0 sin (4) 


Justifier l'existence de 7,. Calculer 7,41 — 1, puis 1. 


3. Soit g une fonction de classe C! sur un segment {a, b] de IR. 
b 
Montrer que lim . g (x) sin (Ax) dx = 0. 
À—+00 J 
_. Fin . . 
4. Montrer que l’intégrale 7 — [l = dt est convergente et déduire des questions 
0 


précédentes la valeur de 1. 
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Solution des exercices 


8.1 1. La fonction f est continue sur ]0,1] et l’on a : 
Arctant—t)(Arctant +t 
vt € J0,1] fon Eee Etre 0) 
t? (Arctant) 


En utilisant le développement limité d’ordre 3 de la fonction Arctan au voisinage 
de 0 : 
1 
Arctant = t — 3 + 0 () , 
on obtient les équivalents suivants : 


3 


t 
Arctant—t m —— Arctant+t nm 2%  +t?(Arctant) + #4. 
t—0 3 t—0 t—0 


On en déduit lim f — —2/3. La fonction f est intégrable sur ]0,1], puisqu'elle 


1 
possède une limite finie en 0. Cela prouve la convergence de l’intégrale [l e 
0 


2. Pour tout x € ]0,1], on a : 


pape fs 
1 


1 
Puisque f converge, lim f existe dans IR. Comme lim À— +, on en 
0 æ—0 x æ—0+ # 


déduit, 1 + | 


LA 


1 
1 

Î=6 (:) , quand x — 0Ÿ, c’est-à-dire : 
Fe, 


1 
3 M 0% ZT 


8.2 Dans chacune des six questions suivantes, la fonction dont nous étudions l’intégrale 
sera toujours notée f. 


1. La fonction f est continue sur [O, z| et quand æ —+ 5,0na : 


1 
COST = sin (5 ->) 5 donc f(x) = ———- 


2 


On déduit de l’équivalent précédent que f est intégrable sur [O, 5 É par compa- 
raison aux intégrales de Riemann (on utilise la proposition 58 de la page 420); 


mr /2 
donc l'intégrale | converge. 
0 


dx 
1/cos x 
2. La fonction f est continue sur ]0, +oo!. 

e Quand x — 0, on a: 
Arctanxz mx et e*—-1= 7x. 
Par suite, lim f =1;la fonction f est intégrable sur ]0,1], puisqu'elle a une 


limite finie en 0. 
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e Ona lim Arctanx — ? et, quand x — + : 
T—+00 


lim e *—=0 donc e* —-1—=e" (1 — e*) ne”. 
L—++00 


On a donc f (x) de 7e *. La fonction x + e7* étant intégrable sur l’inter- 
T— +00 


valle [1,+oc{, on en déduit que f est intégrable sur [1, +o!{, par comparaison. 
D’après les deux points précédents, la fonction f est intégrable sur ]0,+oo; 
+® Arctan x 
donc —— dx converge. 
0 er — 1] 
3. La fonction f est continue sur ]0,1|. 


e Quandt—0,ona In(1—t) = —t et donc f(t) tt, 
Les fonctions étant positives, on déduit du dernier équivalent que l’inté- 


1/2 
grale | f converge, par comparaison aux intégrales de Riemann, si, et 
0 
seulement si, n + a > —1. 
e Par croissances comparées, on à lim /u [In u|” = 0; on en déduit, 
u—0 


quand t — 1 : 


In(1-t)f" =o (=) donc f(t)=0 (=) 


Par comparaison, on déduit de ce qui précède que f est intégrable sur l’inter- 
1 


valle [3 L [ (on utilise la proposition 58 de la page 420), donc f converge. 
1/2 
1 
En conclusion, | f converge si, et seulement si, n + a > —1 
0 


4. Pour tout x > 2, on à - € Jo, _ [, donc cos + > 0. Par suite, la fonction f est 


continue sur ] 2, +00 [, comme composée de fonctions continues. 


e Pour tout x € IR*, on a : 


; ; T TS 
On a sinu + u, quand u — 0 ; donc, comme lim E — :) = 0,on en déduit, 
z— + DA 


quand æ —+ À : 
1 T 1 T 2 T? 2 
— NN _— — — = — T — — TT — T — — . 
De 2 x 2x T 4 T 


1 
Par croissances comparées, on à Inu = 0 (+ , quand uw — 0; donc, 
m 


comme lim + (x — 2) = 0, on peut écrire, quand x — À : 
_,2 2% T T 


T 
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en utilisant l’équivalent obtenu plus haut. On en déduit que f est intégrable 
sur ] 2, 1] , par comparaison aux intégrales de Riemann (on utilise la proposi- 
tion 58 de la page 420). 


e On a Inu = u — 1, quand uw — 1: donc, comme lim cos + — 1,on a, 
E—++00 
quand æ — +0 : 
| 1 1 1 L 
n [cos — | æ cos — — 1 ——, 
h z 2x? 
en utilisant l'équivalent cost — 1 _ =, qui se déduit du développement 
— 
limité d'ordre 2 de la fonction cos en (0. 
D’après l'équivalent f(x) U 5, la fonction f est intégrable 
æ— +00 Li 


sur |[1, +], par comparaison aux intégrales de Riemann. 


+00 1 
En conclusion, f est intégrable sur ] 2, +oo|, donc l'intégrale | In (cos :) dx 
2/7 
converge. 


5. La fonction f est continue sur ]1,+oo|. 
e Quand t — 1,ona : 
m(f-t)=Int+n(t-1)=n(t-1)+o(1)-In(t—1), 


Fo D Lo () 


d’où : 


par croissances comparées. 
Par comparaison aux intégrales de Riemann, on en déduit que f est intégrable 
sur |1,2] (on utilise la proposition 58 de la page 420). 

e On a, au voisinage de +00 : 


1 
In (£—-+) =2Int+ln (- :) = 2Int+o(1) -2Int. 


On en déduit f(t) — 25 et, par croissances comparées, f(t) = O (7) : 


donc f est intégrable sur [2, +, par comparaison aux intégrales de Riemann. 


+oo 
En conclusion, f est intégrable sur |1,+c! et par suite, l'intégrale | f (6) dt 
1 


converge. 
6. La fonction f est continue sur ]1,+oo!. 


e Faisons une étude locale au voisinage de 1. On a, quand u — 0 : 


RU GR) 2 


œ—1 
On à donc f (t) ae —— et, comme les fonctions sont de signe constant, 
— 


2 
l'intégrale L f (t) dt converge si, et seulement si, à« > 0, par comparaison 
1 


aux intégrales de Riemann (on utilise la proposition 58 de la page 420). 
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e Pour l’étude locale au voisinage de +oco, distinguons deux cas. 


* Pour 6 > 0,on a f{t) — GE, quand { — +. Utilisons l’étude des 
intégrales de Bertrand faite dans les exercices de la page 405 (attention ce 
résultat serait à redémontrer, car hors programme). D’après le théorème de 


+00 
comparaison, les fonctions étant de signe constant, | f (t) dt converge 
à 


si, et seulement si, 5 > 1 ou 5 = 1 et a < —1. 
* Pour 8 <0,ona f(t) = —(Int)". En comparant à nouveau à une in- 


+oo 
tégrale de Bertrand, on constate que l’intégrale [l f (t) dt est toujours 
2 


divergente. 


+00 
En conclusion, l'intégrale | f(t) dt converge si, et seulement si, à > 0 
1 


et B>1. 


t2+2 
+1 


1. La fonction u:t+- In ( ) est continue sur IR;. 


NU 7; au voisinage 


: 8242) t2+1 1242 __ 1 
Comme im (52) —= 1, on à In (54) Noirit — L= PA | 
de +co. 


Par comparaison aux intégrales de Riemann, la fonction uw est intégrable sur IR}, 
donc sur [a, +, pour tout a > 0 ; cela prouve que f est définie sur IR}. 


+00 2 
t* +2 
D'après l’exercice 11 de la page 399, la fonction g :x + | in ( +) dt 


t2 2e 
est de classe Cl, donc continue, sur IR+. Soit À : IR; —— IR; ; comme 
x + Vx 
f = goh, la fonction f est continue sur IR}, comme composée de fonctions 
continues. 


2. On reprend les fonctions g et h introduites à la question précédente. Comme À 
est de classe C? sur IR et g est de classe CT sur IR}, la fonction f = goh est 
de classe C1 sur IR, , comme composée de fonctions de classe C!. 


Pour le calcul de f’, on utilise l’exercice 11 de la page 399 et le théorème de 
dérivation des fonctions composées : 


Vxz > 0 ro en(i). 


3. L'expression obtenue pour f(x) montre que lim f' = —-cæ. Comme la fonction f 


est continue sur IR}, le théorème de limite de la dérivée permet de conclure 


f(æ)-F(0) 


que lim, —0. En conclusion, f n’est pas dérivable en 0. 
æ—0 
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8.4 1. °e La fonction { + |[t| est en escalier, donc continue par morceaux, sur tout 
segment inclus dans [1,+oo|. Elle est donc continue par morceaux sur ce 
dernier intervalle. La fonction f est donc continue par morceaux sur [1,+oo|, 
par opérations sur les fonctions continues par morceaux. 

e On a, pour tout t > 1 : 
O<t—[t| <1 donc 0< FO < 
Par comparaison aux intégrales de Riemann, la fonction f est intégrable sur 


+00 
l'intervalle [1,+oo[, donc : f converge. 
1 


10] 
2. Posons, pour tout n € IN*, y, = > + — Inn. Pour établir que la suite (7,) à une 


limite, montrons que la série ÿ[ u,, avec un = Yn —"Yn-1, converge (on utilise le 
n>2 


« lien suites-séries » ). 


er nn+ln(n = F+m(i-t)-0o(). 
n n n n 


Par comparaison aux séries de Riemann, la série Su, converge absolument, donc 
converge ; d’où la conclusion. 


3. Calculons, pour tout entier n > 2 : 


k "dt " Lt] > 
| s= | ef me dé (linéarité) 


n n—1 k+1 
t t 
— | _ = > | _ dt (relation de Chasles) 
1 k 


+00 
On peut donc conclure, en faisant tendre n vers +, que | = le": 
1 


8.5 La fonction g:tr+In(1+ +) est continue sur ]0, +oo| 
e Quand t — 0, on a : 
g(t)=-2Int+n(1+#) <-2Int 


puisque lim (—21nt) = +o et lim In (1+4?) = 0. Comme la fonction In est 
t—0+ t—0+ 


intégrable sur ]0,1], la fonction g est intégrable sur [0,1], par comparaison. 
e Quand {+ +o,ona g(t) + # ; donc g est intégrable sur [1,+oo|, par compa- 
raison aux intégrales de Riemann. 


On déduit de cette étude que g est intégrable sur ]0,+o!, ce qui prouve la conver- 


+00 1 
gence de | In (: + 3) dé: 
0 
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Pour calculer cette intégrale, effectuons une intégration par parties sur |0,+oo| avec 

les fonctions f : tt et g. Ces fonctions sont de classe C! et : 

e quandt—0,ona f(t)g(t) - —-2tInt, en utilisant l’équivalent déjà obtenu de g, 
d’où lim fg = 0, par croissances comparées ; 


e quandt—+o,ona f(t)g(t) - +, d’où lim fg = 0. 
OO 
Par suite, le crochet [ Î 4” existe et est nul. 


/ 


+oo +00 
Comme on sait déjà que l'intégrale | f'g converge, on en déduit que | fg 
0 0 


+00 de +00 
converge et que | fo [als — / fg', c'est-à-dire : 
0 0 


+00 +00 
1 2 1 
In isa [ = 
| ( P o Pre 


oo 9 . 
— | 11e dé [2 Arctant], = T. 


8.6 La fonction f :t + est continue sur [2,+00!, comme composée de la 


t2 sin( +) 
fonction t + 5 continue sur ce même intervalle, à valeurs dans l’intervalle jo, x. et 


de la fonction u ++ “£%% continue sur l'intervalle 10,3]: 
sin u 2 


e Comme lim 2=0,ona: 


t— +00 
1 1 1 
Jim COS = 1 et sin|- D —. 
— +00 + Lt) t—+o t 


On en déduit f (t) . DE , ce qui prouve l’intégrabilité de f sur [2, +oo|, par 
— +00 


comparaison aux intégrales G ui 


D 
Donc l'intégrale JU ——— dt converge. 
2,/sin (+) 
1) 
e La fonction & : 0,71 —+ ]2,+00! étant une bijection strictement dé- 
u ++ à 
(7 


croissante de classe C!, on déduit du théorème de changement de variable que 


5 
l'intégrale 4 foçg(u)v (u) du converge et que : 
0 


+00 5 
L oa=- | fo (u)w/ (u) du. 
2 0 
On obtient : 


+% cos (+) 2 5 
Se _cos () dt = . ee u= [2v sin a|Ÿ = : 
(2) 0 


\/sin . 
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8.7 e La fonction f:t+ (b—t)"(t— a)" est continue sur [a, b[ et : 
(b—t)"(t-a)" = (b—a)"(b—t)". 
t—b 


Par comparaison aux intégrales de Riemann, la fonction f est intégrable sur l’in- 
tervalle [a,b[ si, et seulement si, & > —1; comme cette fonction est positive, 


b 
l'intégrale converge si, et seulement si, a > —1. 
8 8 
a 


b 
e Pour tout a > —1 et tout n E IN, posons Z(a,n) = | (b—t)" (t—- a)" dt. 


a 


Pour n > 1, effectuons une intégration par parties : 


b _ a+1 
[l (b—+)°(t— a)" dt = ji (t- | 


a 


b 
n a+1 n—1 
= [6-0 (t—a) di. 
Cette intégration par parties est justifiée car : 
* les fonctions {+ 6-07 et tr (t— a)" sont de classe C! sur [a, b] ; 
. b 
* On à lim (b— +) 1 (4 a)" = 0, donc le crochet | GT (é — a)”| existe 
t— a 
(et est égal à 0). 
On a donc établi : 
Vn>1 Va>-—1 T(o,n)= —T(a+in-1). (1) 
e Montrons, par récurrence sur n € IN, la formule suivante : 
l 
VneIN Va>-—1 J(a,n) = —— (7 ler 
I[ (a+k) 
k=1 
* Le résultat est vrai pour n = 0, puisque : 
b 
b a+1 a+1l 
a (b = t) (b E a) 
Va 1 f(@0)= bd le —_—| = 
a @0 = | @-9 Eee —- 


* Supposons le résultat vrai au rang n € IN. En utilisant (1) et l'hypothèse de 
récurrence, on obtient : 


+1 
Va>-1 I(an+1)=7 ri(a+1,n) 
+ 
n +1 n! a+lin+1 
hr 
 - 


L |n+1l 
I[ (a+1+k) 
k=1 


= GI 4 jette, 


Le résultat annoncé est donc établi. 
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8.8 1. °e La fonction u:tr — est continue sur |0,+c!{ et l’on a u(t) = o(e-t), 
quand { — +oo. Pour tout x > 0, la fonction u est donc intégrable 
sur [r,+oo|[, par comparaison, puisque t + et 
tervalle. 


e Si U est une primitive de u sur [0,+o|, on a : 


Ve tv f(x) = EmU —U (x). 


est intégrable sur cet in- 


Comme U est de classe C!, il en est de même de f et l’on a : 


2. (a) On a : 


(b) En intégrant par parties, on obtient : 


+00 
Ve 0 f()= em} + / e-‘Intdt 


LA 


+00 
= —e *Inx +] e ‘Intdt. 


Cette intégration par parties est justifiée, car : 


e les fonctions {+ Int et te Ÿ sont de classe C1 sur [x, +oo! ; 


e le crochet [e-‘In A Hi existe, puisque ; lim (e-{Int) = 0, par croissances 
— +00 


comparées. 

(c) + Comme la fonction f est positive, on déduit de (1) que f(x) = o(e*), 
quand æ — +oo. Par comparaison, f est intégrable sur [1,+o{, puisque 
la fonction x + e * est intégrable sur cet intervalle. 


e Comme e “Inx . Inx, la fonction r+ e *Inx est intégrable sur 0,1] 
z— 


par comparaison, puisque la fonction In est intégrable sur cet intervalle. 
D’après la question 2b, la fonction f est somme de deux fonctions : 
* la première est intégrable sur [0,1] ; 
* la deuxième a une limite finie en 0, puisque la fonction t+ e-‘Int est 
intégrable sur ]0,1] et sur [1, +, donc sur ]0, +]. 
La fonction f est donc intégrable [0,1], comme somme de deux fonctions 
intégrables. 
On à ainsi établi l’intégrabilité de f sur ]0, +oo!. 
3. Effectuons une intégration par parties, avec les fonctions f et gg: x r x 
sur [0,+oæ|[. Ces fonctions sont de classe CT et : 


e quand x — +æ,ona f (x) =o(e *), donc xf (x) = o(xe *) ; par croissances 
comparées, on en déduit lim (xf(x)) =0; 
Æ— +00 


e par croissances comparées, On à lim (xinx) = 0 et donc lim (rer nr) =0: 
T— T— 
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+00 
comme l'intégrale | e-tIntdt converge, on à : 
0 


+00 
lim (x / etat) = 0; 
æ—0 x 


d’après la question 2b, on en déduit lim (x i (x)) — 
æ—0 
Par suite, le crochet Léa existe et est égal à O. 


+00 
Comme l'intégrale / fg' converge, le théorème d'intégration par parties four- 
0 


+00 
nit la convergence de l'intégrale | f'g et l'égalité : 
0 


| sd = - | 


c’est-à-dire : 


8.9 1. La fonction h:ur est continue sur |0, +oo! 


e Pour tout u>0,ona |A (u)| — —— 


1 

u 

L'intégrale de Riemann | = étant convergente, car 5 < 1, la fonction h 
o ü 


1 
est intégrable sur |0, 1], donc l'intégrale | h converge. 
0 


e Effectuons une intégration par parties, avec les fonctions f : u ++ —ie" 
et g:ur+ + sur [1,+æ|. Ces fonctions sont de classe CT et : 


* comme |f|=1, im fg = 0, ce qui prouve l'existence de al 
OO 
* On à : 
eu B 
/ — — 
Vuz1 [f(u)g(u|=8 | -5 


ce qui prouve l’intégrabilité de fg', car 8 +1 > 1, et donc la convergence 


+00 
de | fd'. 
1 


+00 
On déduit du théorème d'intégration par parties la convergence de | fo 
1 

+00 

c’est-à-dire de | h. 

1 
oo 
Par suite, l’intégrale | hk converge. 

0 


453 


Chapitre 8. Intégration sur un intervalle quelconque 


ZL 
a 


2. Appliquons le théorème du changement de variable de la page 419 avec v:ur u 
oo 
à l'intégrale | ar "dée 
0 


La fonction 4 est une bijection strictement croissante de [0,+oc[ sur lui-même. 
On déduit du théorème précité que les intégrales suivantes sont de même nature : 


+00 _ +00 et 
| et dt et l — du. 
0 0 au « 


On a 1— - € ]0,1{, car à > 1. D’après la première question, la deuxième intégrale 


+00 
est alors convergente et donc l’intégrale | e" dt converge. 
0 


8.10 1. Soit x EIR.. 


e La fonction t - Si 


t 
sède un prolongement continu sur [0,+oo|. 
e Effectuons une intégration par parties, avec les fonctions f : t > —cost 


et g:tr+ + sur [1,+oo![. Ces fonctions sont de classe C! et : 


est continue sur |0,+oco[ et, comme sint je t, elle pos- 
— 


* comme f est bornée, Em fg = 0, ce qui prouve l’existence de [ f. ii : 
OO 

* On à : 

a 1 

——| < 


M>1 O9 = 


+00 
ce qui prouve l’intégrabilité de fg' et donc la convergence de | fa : 
1 


+oo ki: 
sin t 
On déduit de cette étude la convergence de | —— dé, donc a fortiori 
0 


+00 : 
sin £ 
de jl _- dt pour tout réel x > 0. La fonction F est donc définie sur IR+ 
HA 


2. L'intégration par parties effectuée à la question précédente est possible sur tout 
intervalle [xr, +oæ{, avec x > 0, ce qui donne : 


1 + cost COS + cost 
- de = dt. 
: : t œ à t 


Par inégalité triangulaire, on en déduit : 


1 F® | cost 
Vx > 0 JFG <3+ / | dt 
1 [4-14 1177 2 
x e 4 ts + 


Cette majoration prouve que F'(x) = O (+): quand æ — +00. 
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Solution des exercices 


8.11 Notons u:t+- __. 


e Pour tout t >0,on a [u(t)| == et donc [u(t)| + 


1 
1+t? t+s Ÿ 


+00 
Comme les fonctions sont positives, cela prouve que À lu] diverge, par com- 
0 


paraison aux intégrales de Riemann. 
e Intégrons par parties avec les fonctions f : 4 —ieït et gitr eu sur [0, +oo|. 
Ces fonctions sont de classe C! et : 


M>0 [fOo@|-= = 


VITE 


Comme lim |[fgl = 0, le crochet FrIRS existe. 


On a : 
1 


€ — 
1 


(+it) 


Par suite | f (t) g’ OU] 2; ce qui prouve, par comparaison aux intégrales de 


a °21 
t— +00 


+00 
Riemann, que fg' est intégrable sur [0, +oo![ ; donc | fg' converge. 
0 


+00 Li 
On déduit de cette étude que l’intégrale | f'g, c’est-à-dire L 
0 0 


converge. 


1+it 


8.12 1. Pourt>1,ona V4 > sint et, comme 1 > sin1, la fonction h:tr Vt-—sint ne 
s’annule pas sur [1, +. La fonction h étant continue, f est continue sur [1, +oo, 
comme quotient de fonctions continues, la deuxième, h, ne s’annulant pas. 


2. On a, au voisinage de +0 : 


Ho 1 = (of) ) = 4 ) 
ET ET ET ES 


sin? t sin sin? t 


; ; on a donc f(t) ; 


avec g(t) 


3. Nous utiliserons les résultats obtenus dans l’exercice 36 de la page 421 (attention, 
les démonstrations de ces résultats hors programme seraient à refaire). 


oo 
. ; sin x : L 
e L'intégrale [l —— dt est convergente, d’après l’exercice rappelé. 
1 


VE 


t 
e Comme t + est une fonction positive, on déduit de l’équivalent ob- 


sin? t 
t 


+00 
tenu gt) , au voisinage de +o, que les intégrales [l g(t) dt 
1 


T® sin? 
et | e dt sont de même nature. 
1 
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o sin? t 1 cos2t : [7 dt di [7 cos 2t do 
r = —— e — diverge alors que nverge, 
t A 2 ji UT PE 2 - 


en utilisant la même méthode que dans l’exercice rappelé. 


sin? t 


+oo +00 
On déduit de cette étude que | dt diverge, donc aussi | g(t) dt. 
1 1 


+060 
Par suite, l'intégrale ! f (&) dt diverge, puisque f est la somme d’une fonction 
1 


dont l’intégrale converge et d’une fonction dont l’intégrale diverge. 


8.13 1. On a, pour tout x € IR} : 


DO +) dt = lre ja [7 ft 


Comme l'intégrale [7 f (t) dt converge, im .. f (t) dt existe dans IK. 


0 
æ 


Notant { cette limite, on en déduit que lim Flo dé=i—-Ét= 0. 


2. Comme f est positive et décroissante, on peut écrire : 
VWeæ0 D< 5 f (x) < J(t)dt car Vtefx/2,x] f(E) > f(x). 
æ/2 


On déduit de la première question que lim (5 Fi (x)) =, d'où: 
FA 


+00 


lim (ef ( je 


z—++ 
Cela signifie que f (x) =0o (2) , AU voisinage de +00. 
3. Il suffit de reprendre l’exercice 10 de la page 398, puisqu’alors : 
Vn EIN* nf(n) =n2". 
Par croissances comparées, on a AU fin) = +o. Par suite, la fonc- 


tion æ + xf(x) n’est pas bornée (en fait la fonction f n’est elle-même pas 
bornée). 


8.14 Comme l'intervalle [0, 1[ est borné, la fonction constante égale à 1 est de carré inté- 


grable. Soit x € [0,1] ; la fonction f’ = 1 x f’ est intégrable sur [x, 1[, comme produit 
de deux fonctions de carré intégrable et l’on peut écrire l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 


(+) (Le) 


1 
Comme lim f =0,ona | f'= [fl = -f(x) et l’on en déduit : 
17 æ 


1 
f' 
z 


f(æ)|<VI-x | roc 
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Solution des exercices 


On a, par définition de la convergence de l'intégrale L a 


lim [26 dé = [ F4 


æ—1— 


1 al 
Comme | fCidé= | fé h f'? (#) dt, il vient : 
œ 0 0 


1 


8.15 1.(a) On a: 
1—e-2t 
VER th(t) = Tree x donc im th) =1 
(b) Soit € > 0 ; comme im th(t) = 1, il existe X > 0 tel que : 
€ 
M>X 1-— <th()<l+ 
Pour À > X, on alors : 


3A 3A 3A 
€ dt th (t) € dt 
= < ds ilr a 
( a) J. + [ t * ( +) J. t 


SA 4 
Comme Î = In (34) — In À =1n3, on a établi : 


A + 
3A 
| LAC PA 
A t 


VE >0 2X>0 VA>xX LE 


th 
c’est-à-dire lim © dt = In3. 


2. On a sh(x) x et ch(x) + 1, quand x — 0, donc th (x) + x. On en déduit que 


th(z) th(3x) 


et rr ont un prolongement continu sur [0, +: 


un réel À > 0 étant He on peut donc écrire : 


[re 00 de f° O2 q9 [°C qu 
0 : 0 : d. + 


A 
En effectuant le changement de variable x = L dans l'intégrale | 
0 


les fonctions x + 


en utilisant la relation de Chasles, on obtient : 


f'hc-ue. faOs fRO a 
0 à ? Ur 


A t 
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8.16 1. 


On déduit alors de la question précédente : 


A _— 
lim | DORE) dé = ms, 


+00 
th (3x) — th 
ce qui prouve la convergence de l’intégrale | AE Po 4 dx et l'égalité : 


0 L 


+ th (3x) — th 
L th(8z)—th(t) , _pa 
0 


DA 


Fixons x > 0. La fonction f:tr —. est continue sur [0,x| et l’on à, au 


voisinage de x : 


Lie 1+42 1 1+x2 1 
dt VV x+t/x-t DD Vat 


On en déduit l’intégrabilité de f sur [0,x[, par comparaison aux intégrales de 


. + eq 
Riemann, et donc la convergence de pd 


La fonction g:tr est continue sur [0,x| et, de la même façon que dans 


x? — t? 


la première question, on obtient l’équivalent g(t) < et la convergence 


L 1 
2x Vxz —t 
de ———— 

| Va? —t? 


Pour tout x > 0, on a : 


[ dé [ dé Ja . (1 T 
—________—— — a ————— lrcsin — = —: 
DOVE du = AE 
Pour tout x > 0, on peut écrire : 


Vte [0, x <V1+t2< V1+7x2. 


D'où l'encadrement : 


En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit : 
Vr > 0 5 <F(x)< Vire. 


Cet encadrement donne lim F(x) = 7/2. 
æ—0+ 
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8.17 1. La fonction f est de classe C! sur [0,7]. Pour conclure, il suffit, d’après le théorème 
de limite de la dérivée, d'établir l’existence dans IR de ne f et de un FR 


e Un développement au voisinage de 0 donne : 


- 2sin (3) — X 
Tel 2x sin (3) 
_2(-5+0(r))-5 
2x sin (3) 
3 
EM 3 e 
ja t°(e) . . 


2x sin (x/2) Ta T ZA 
On en déduit lim f(x) = 0. 
æ—0+ 
e On a, pour tout x € [0,7] : 
1 cos 
P'=-5+ BL 


x 


En procédant comme au dessus, on obtient : 


f(x) = 4x? sin? (x/2) 
4x? sin? (x/2) 


x TL 
_=ato() =. 
4x? sin? (x/2) di 


en ; / +. 
On en déduit Him, f'(œ) =-% 


Le prolongement de classe C! de f ainsi obtenu sera encore noté f. 


; (2n+1 ;_ (2n+1 2n+1 
2. La fonction t + _n est continue sur |0, 7]. Comme _— NU = — au 
2 2 À 
sin 
_ (St) 
voisinage de O0, on a ou Cr on + LE. 


Cette fonction a donc un prolongement continu sur [0,7], d’où l’existence de 1, 
pour tout n € IN. On a, pour tout n € IN : 


 — h sin Fr) — _ (2514) . 
0 sin (4) 
li 2sin (4) cos((n +1)t) à 
0 


sin (4) 


=2 | ann + Dar =2 | 


sin((n + 1)t) " : 
n +1 
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Ainsi la suite (n)nen est constante et donc : 


gi L 
Vn € IN B=b= | on . 
0 sin (4) 


3. Une intégration par parties avec À > 0 donne : 


b +b b 
| g (x) sin (Xx) dx = EU + / cos (Ar) g'(x) dx. 


On en déduit, par inégalité triangulaire : 


b à. 
| g (x) sin (Az) dx| < CROIS | cos (Ar) g æ) [dx 
b)|+1|g(a L 
OLHEO)! ,2 Ph cae 
b 
d’où \ Jr g (x) sin (Ax) dx = 0, puisque le majorant tend vers zéro. 
— +00 


+00 d: 
: : _. sin 
4 e Nous avons établi la semi-convergence de l'intégrale | ES dt dans l’exer- 
0 


cice 36 de la page 421 (attention, la démonstration de ce résultat hors pro- 
gramme serait à refaire). 
e En appliquant à la fonction f de la première question le résultat de la question 
précédente, on obtient : 
) dt = 0. 


lim | f () sin ( — 
n— +00 0 


Vu la définition de f, on peut écrire, pour tout n € IN : 


sin (22+1 + 
[ro a (24e) «= / sin ( 2 Du 1m 
0 t 2 


É 2 
Le changement de variable t — 2 
C@n+1)r 
T sin so t) à 2?  sinu 
— du. 

0 u 0 (2) 
(2n+1)r 

2  sinu 


On a donc lim 


T 
du = — et l’on peut conclure que : 
n— +00 0 2 


u 
[ D du = + 
2 
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Exercicés … & à à où ee ee ee ee 8 à ue de 86 à 0 à & © + 482 


Compléments sur les 


Le but de ce chapitre est de consolider les acquis de première année relatifs 
aux séries numériques. 


séries numériques 


Dans tout ce chapitre, IK désigne le corps des réels ou le corps des complexes. 
Rappelons qu’une série Su, à termes dans IK est absolument convergente, 
ou converge absolument, si la série 5 [u,| converge, et qu’alors cette série 
converge. 


| Comparaison à une série 
1 Les théorèmes de comparaison 


Rappelons ces importants théorèmes vus en première année. 


héorème 1 
Soit un et > v, deux séries à termes dans ÎK. 


1. On suppose qu’il existe no € IN tel que : Vn >no  [unl < [Unl. 


Alors la convergence absolue de la série Sv, entraîne la convergence 


absolue de Su». 


2. Si un = O (vw), alors la convergence absolue de la série 37 v, entraîne la 
convergence absolue de la série Du». 


Remarques 

1. On retrouve en particulier le théorème de comparaison énoncé en première 
année pour les séries à termes réels positifs, séries pour lesquelles conver- 
gence absolue et convergence se confondent. 

2. Rappelons notamment que si les séries Su, et ÿ'v, sont à termes réels 
positifs et vérifient u, = O (v,), alors la divergence de la série Su, en- 
traîne la divergence de la série v. 


3. Rappelons que si la série Ju, à termes réels positifs est convergente, 
+00 
Alors. Y; 4, 0. 
n=0 


+00 
Si de plus il existe un terme strictement positif, alors ÿ° u» > 0. 
n=0 


| Comparaison à une série 


Attention Pour le deuxième point du théorème, le caractère absolu de la 
convergence est important, car, si uy — O (v,), la convergence de la série Sy 
n’entraîne pas la convergence de la série Su. 

En effet, considérons les deux séries Su, et >», avec : 


1 1)" 
Mel = dose 
nm nm 


Nous verrons page 468 que la série 3 v, converge. On a bien sûr un = O (à), 
mais la série harmonique Su, diverge. 


héorème 2 
Soit D'un et > v, deux séries à termes positifs. Si un © vn alors les deux 


séries un et >_v, sont de même nature. 


Remarques 
1. Soit ju, et > v, deux séries à termes réels. Si ÿv, est à termes positifs 


et Si Un © Un, alors Du, est à termes positifs à partir d’un certain rang 
et le théorème 2 s’applique. 


2. Le théorème s’étend bien sûr au cas des séries à termes négatifs. 


3. Soit > un et > Un deux séries à termes dans IK vérifiant u,  v, ; on a 
alors [uh| + [v,| et, d’après le théorème 2, la convergence absolue de Su, 
équivaut à la convergence absolue de ÿv,. 


Rappel 


1. La série de Riemann ÿ° + converge si, et seulement si, & > 1. 


2. La série géométrique 5 a”, avec a € €, converge si, et seulement si, |a| < 1. 


Point méthode 


Pour étudier une série, on commence par examiner si elle converge absolu- 
ment, auquel cas la convergence est assurée. 


Pour cela, on peut comparer la série Su, à une série de référence (série de 
Riemann, série géométrique). 


Remarque On rappelle que pour comparer deux séries, on compare leurs 
termes généraux et non pas leurs sommes partielles. 


: - cos(1/n) 
p.472] Exercice 1 Quelle est la nature de la série Su, , avec : Vn € IN uy — nr 
RU 
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Attention Pour le théorème 2 de la page précédente, le fait que les séries 
soient à termes positifs (ou de signe constant) est essentiel. Nous verrons 
page 470 un exemple de deux séries Su, et ÿ_v, telles que uy © vh, l’une 
des séries convergeant et l’autre divergeant. 


Voici un exemple d'utilisation du deuxième point du théorème 1 de la page 462. 
Exemple Étudions la série Sun, avec : Vn € IN* un — . 


3/2 Inn 


Un = no ON à m (RP) — 0, par croissances comparées, et 


Comme n li 

n— +00 

donc un = O (+) : 

La série de Riemann Ÿ° — étant à termes positifs et convergente, on en déduit que 
la série du, converge absolument, par comparaison, donc converge. 


Exercice 2 Quelle est la nature de la série 5 2e nier 


Exercice 3 Soit a > 1 et B € IR. En utilisant une comparaison à une série de 


Riemann, montrer que la série ÿ° D converge. 
n>2 


Exercice 4 Soit à < 1 et 5 € IR. En utilisant une comparaison à la série de 


Riemann ÿ) +, montrer que la série 3] diverge. 


il 
œ B 
n>2 n®(Inn) 


n(nn 


Exercice 5 Soit 6 < 0. Montrer que la série Y en diverge. 
n>2 


Lien suite-série 

Rappelons qu’on appelle série télescopique une série dont le terme général est 
de la forme va+1 — Un Où (Un)nen € IKV. 

Les sommes partielles d’une telle série s’écrivent : 


n+1 


nm nm 
> Cu 15) = DCE D w = Un+1 — Vo. 
p=0 p=1l p=0 


On en déduit : 
roposition 3 (Lien suite-série) 2" 
Soit (v»),en une suite à termes dans IK. La suite (w,),-n à une limite 
dans IK si, et seulement si, la série D (v,11 — v,) converge. 


+00 
On a alors D (Un+1 — Un) = lim vy — vo. 
n=0 


n— +00 
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Voici un exemple d’utilisation du lien suite-série et des méthodes rappelées 
précédemment. 


roposition 4 (Formule de Stirling) 
On a l'équivalent suivant : 


nt Van (2) 


€ 


Démonstration (non exigible) page 472 
2 Règle de d’Alembert 


Lemme 5 


Soit (u,) une suite à termes dans C*. 


1. On suppose qu’il existe k € ]0,1[ et no € IN tels que : 


Alors Su, converge absolument. 


u 
2. On suppose qu'il existe no € IN tel que, lun +1 


l'un | 
Alors Su, diverge. 


> 1 pour n > no. 


Principe de démonstration. On effectue une comparaison à une série géométrique. 


Démonstration page 473 
roposition 6 (Règle de d’Alembert) 


Soit (u,) une suite à termes dans C* telle que £ — lim lntil existe 
n+oo lunl 
dans IR+ U {+co}. 


1. Si { < 1 alors Ju, converge absolument. 


2. Si £ > 1 alors ÿ_u, diverge grossièrement. 


Démonstration. 


1. On se ramène au premier point du lemme 5, en choisissant k € ]£,1[. 
2. On se ramène au deuxième point du lemme 5. 


z" 
Exemple Montrons que ) —T converge absolument pour tout z € € 
n: 
e Si z — 0, le résultat est évident. 


PAL 
e si z Z 0, la suite (ur )hen définie par un = | pour tout n € IN est une suite 
n' 
strictement positive et vérifie : 
u É 
WneIN “7 = [21 . 
Un n +1 
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: Un+1 
Donc lim se 
n—+00 Un 


application de la règle de d’Alembert. 
On montrera, au chapitre 11 (voir page 615) que cela permet de définir rigoureusement 
la fonction exponentielle complexe, utilisée en première année, en posant : 


— 0. On en déduit que la série est absolument convergente, par 


+00 nn 


Vz2ecC exp(z)=N — 


Attention Dans le cas où £ — 1, on ne peut pas conclure directement, comme 
on le verra dans l’exercice suivant. 


p.474] Exercice 6 Déterminer deux séries Ju, et ÿ'v, à termes strictement positifs 
telles que Jim “## = 1et lim “+ = 1, l’une étant convergente, l’autre 
Mare te Me CO 7 


divergente. 


Remarque La règle de d’Alembert utilise une comparaison aux séries géomé- 
triques. Elle est donc inefficace pour l’étude des séries à convergence « moins 
forte ». 


p.474) Exercice 7 Donner la nature, selon x € IR, de la série ÿ° COË 


Il Comparaison à une intégrale 


Rappel Soit f une fonction continue par morceaux, positive et décroissante 
sur [0, +oco|. 
1. On a l’encadrement suivant : 


Vn € IN* fief f<f(n-1). 


n—1l 


2. On en déduit l'encadrement des sommes partielles de la série Y f (n) : 


n+1 nm n 
nef f<D/w<] 1 
p=1 


+00 
3. Lorsque la série Y° f (n) et l’intégrale | f convergent, on à, par som- 
0 


mation et passage à la limite, l'encadrement des restes : 


CO +00 +00 
Vn € IN f<Dim<) 
n+1 p=n+1 n 
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p.474) Exercice 8 


nm 
il 
1. Soit a € ]0,1]. Déterminer un équivalent simple de D nt 
p=1 
+00 
; : ; ne ; L 
2. Soit a > 1. Déterminer un équivalent simple de De —. 


a 
= 


p.476| Exercice 9 Soit f une fonction continue par morceaux, positive et décroissante 


sur [0,+cæ{. Pour tout n € IN*, on pose : 
“= f f-f & =). 


1. Montrer que la série Ju, converge. . 
2. En déduire l’existence dans IR de lim (s. — | s) : 
MF OS) 0 


il 


3. En prenant j'te = 


, justifier l’existence du réel appelé constante d’Euler : 


Soit no € IN et f une fonction continue par morceaux, positive et décrois- 
sante sur [no, +. 


Alors la série 37 f(n) converge si, et seulement si, la fonction f est inté- 
n>zno 


grable sur [no, +oo. 


Principe de démonstration. Démonstration page 476 


On utilise l'encadrement rappelé plus haut : 


n+1 is nm 
Vn > no +1 | Fe). rw< | f. 


mir p=no+l 


L'exercice suivant complète l'étude des séries de termes généraux >° — TSLÉ 
nm nn 


appelées séries de Bertrand, commencée avec les exercices 3, 4 et 5. La 
nature des séries de Bertrand est hors programme, mais il est bon de retenir 
la méthode pour les étudier. 


Exercice 10 


1. Donner, selon a > 0, la nature de la série Ÿ° on | 


2. Lorsqu'elle diverge, donner un équivalent simple de ses sommes partielles. 


3. Lorsqu'elle converge, donner un équivalent simple de ses restes. 
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III Etude de séries non absolument convergentes 
1 Théorème des séries alternées 


éfinition 1 (Série alternée) 


On dit que la série réelle Yu, est alternée si la suite ((—1)" u) est 


neEIN 
de signe constant, c’est-à-dire s’il existe une suite (v,) positive telle que : 


VnEIN u =(-1)"v ou VnelN uw =(—1}" lu. 


héorème 8 (Théorème des séries alternées) 
Une série alternée dont le terme général décroîft en valeur absolue et tend 
vers Ü est convergente. 


De plus : 
e sa somme est toujours comprise entre deux sommes partielles consécu- 


tives, 


+00 
e lereste R, = Y. u, est du signe de u,}1 et vérifie [Ra] < [un+i|. 
p=n+1l 


En particulier, la somme de la série est du signe de wo. 


Principe de démonstration. Montrer que les suites (S2n+1)nen et (S2n)nen sont adjacentes. 


Démonstration page 478 


converge, d’après le théorème des séries alternées ; en 


y" 


Exemple La série D 

n>1 
effet, elle est alternée et la suite (=) décroît et tend vers zéro. Sa somme sera calculée 
dans l’exercice 9.12 de la page 484. 


: : | |  . 
Cette série n’est pas absolument convergente, puisque la série harmonique ) — di- 
nm 
verge. 


Remarque Si une série Yu, est alternée de terme général de limite nulle, 
mais que la suite (u»),-m ne décroît qu'à partir d’un certain rang, on pourra 
lui appliquer le théorème de convergence ci-dessus, puisque la nature d’une 
série ne dépend pas de ses premiers termes. Mais on ne pourra écrire les enca- 
drements du théorème que pour des indices n tels que la suite (upon décroît. 


p.479) Exercice 11 


he 
Pour quels a € IR la série ) ( D est-elle convergente ? absolument convergente ? 
nm 
n>1 
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III Étude de séries non absolument convergentes 


Exercice 12 Soit x € IR;. Pour tout n € IN*, on note R, le reste d'ordre n de la 
| 10 
série D —— 


Quelle est la nature de la série 57 À, ? On pourra chercher à majorer |R,|. 


Attention Une série alternée ne converge pas nécessairement, même si son 
terme général tend vers 0. La décroissance de la valeur absolue de son terme 
général est essentielle. 

Montrons par exemple que la série Su, définie par : 


1 1 
Vn € IN Un = Sn et RAT 
est divergente. Ses sommes partielles $, sont telles que : 


Vn € IN en 
= Es p=1 P 


_ ? Dj 1 j à : 1: 
La série géométrique >: converge, alors que la série harmonique + di- 


verge et est à termes positifs; on en déduit que LR, Son — —C, ce qui 


prouve la divergence de la série Su. 


2 Utilisation d'un développement asymptotique 


Point méthode 


Pour étudier une série à termes réels non absolument convergente, on pourra 
faire (si c’est possible!) un développement asymptotique du terme général, 
le dernier terme écrit étant : 


e ou bien le terme général d’une série absolument convergente, 


e ou bien de signe fixe. 


Exemples 
1. Étudions la série Yu, avec uy — CD. 
n2/8 + cosn 


e On a lunl = —= ; d’après le théorème de comparaison, la série Un ne 
n2/3 ? ? 


converge pas absolument, puisque la série de Riemann ÿ° Ts diverge. 
e On pourrait envisager d'utiliser le théorème des séries alternées, mais l’hypo- 
thèse de décroissance de la suite (|u,|) pose un vrai problème (on peut même 


établir que cette suite ne décroît à partir d’aucun rang !). On doit donc utiliser 
une autre méthode. 
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e Effectuons plutôt un développement de u, : 


_ C2" 1 ES, Eee. st )- cn 


PR — — —= —— = — 
n n2/3 1 + re n2/3 n4/3 n+/3 n2/3 


+ Un: 


7 —1)”" \ 2 x Ze z 
La série ÿ° ne converge d’après le théorème des séries alternées (elle est 


alternée et la suite (—) tend vers 0 en décroissant). 


La série 3} v, converge absolument puisque [v,| = O (5) et que la série de 
1 
Riemann ÿ 7; converge. 


En conclusion, la série Du, converge, comme somme de deux séries conver- 
gentes. 


2. Étudions, selon a > 0, la série Sun avec un = In (i + — : - 


n® 
n>2 


Un développement de uw, donne : 


ns - 0) 


ne E 9n24 n22 


7 —1)" \ 2 7e / / 
La série > con, converge d’après le théorème des séries alternées (elle est alternée 


na 


et la suite (-L) tend vers 0 en décroissant). 


On a vw» + : l'équivalent obtenu étant de signe constant, le théorème de 
comparaison assure que la série ÿ'v, est de même nature que la série de Rie- 
mann ÿ Ze : donc convergente si, et seulement si, & > 1/2. 

En conclusion, la série ÿ'u,, somme d’une série convergente et de la série dv», 
converge si, et seulement si, & > 1/2. 


On notera, sur cet exemple, l’intérêt d’avoir arrêté le développement après obten- 
tion d’un terme de signe fixe et la difficulté, selon «a, de poursuivre ce développe- 
ment jusqu’à obtention du terme général d’une série absolument convergente. 


Attention À la lumière de l'exemple précédent avec a = 1 /2, notons deux 
grosses fautes à éviter dans l’étude des séries à termes quelconques. 


Posons uy = In (1 + 2) 


e On a up — -S : la série > SE converge, puisqu'elle vérifie les hypo- 


thèses du théorème des séries alternées, mais la série Du, diverge. 
Ainsi, dans le théorème de comparaison, le fait que l’une des séries soit à 
termes réels positifs ou absolument convergente est essentiel. 
1. : 1 ; À à : ; 
e On a Jun] + = ; la suite (+) décroît mais pas la suite ([u,|), sinon 


la série Ju, vérifierait les hypothèses du théorème des séries alternées et 
convergerait, ce qui n’est pas le cas. 


Ainsi, pour l’application à une série Su, du théorème des séries alternées, 
la décroissance d’une suite équivalente à ([u,|) ne suffit pas. 
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IV Produit de Cauchy de deux séries 


=; }" il 
p.479] Exercice 13 Quelle est la nature de la série du, , avec uy = su ) — à) ? 


n nm 


p.479] Exercice 14 Quelle est la nature de la série Su,, avec un — 


IV Produit de Cauchy de deux séries 


éfinition 2 
Soit ju, et > v, deux séries à termes complexes. On appelle produit de 


nm 
Cauchy de ces deux séries la série Dw, où wn = [I UpUg = ÿ. UpUn-p: 
p+q=n p—0 


héorème 9 
Si les séries du, et > v, à termes complexes convergent absolument, alors 
la série produit de Cauchy ÿ'w, de ces deux séries converge absolument et 


+00 +00 +00 
Fons 0 B v) B 2 
p=0 q=0 


n=0 


Démonstration (non exigible) page 480 


Attention La convergence absolue des deux séries Su, et ÿ'v, est essen- 
tielle, comme le montre l’exercice suivant. 
p.481] Exercice 15 On considère les deux séries du, et ÿ_vA, avec : 


li 
Vn +1 


Un EN y, = 0, — 


On note ÿ_w, leur produit de Cauchy. 
1. La série Su, est-elle convergente ? absolument convergente ? 


2. Montrer que : 
D 


VneIN Vpef0,n] luur_)l > ar 


En déduire la nature de la série > w,. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 Comme on a : 


lim cos(1/n) =1 et Vn=of(n), 


n— +00 
on peut écrire un © — 
Les séries étant à termes positifs et la série de Riemann 32 + étant convergente, on 
en déduit, par comparaison, que la série Su, converge. 


Exercice 2 Notons u, le terme général de cette série. Par croissances comparées, on 
a n —=0(2"), donc aussi n|{cosn| = o (2) et par suite 2° +n [cos n] + 27. Comme la 
suite (sinn) est bornée, on en déduit u, = O0 (+): 


La série géométrique ÿ° — étant à termes positifs et convergente, on en déduit que 
la série Su, converge absolument, par comparaison, donc converge. 


Exercice 3 Notons u, le terme général de cette série. Soit y € |1, al ; par croissances 
comparées, on à : 


1 
n17%= o((In n)°) c’est-à-dire Un = 0 (=) - 
1 


La série de Riemann ÿ° + est à termes positifs et converge, car 7 > 1. On en déduit 


que la série Ju, converge absolument, par comparaison, donc converge. 


Exercice 4 En notant uw, le terme général de cette série, on a : 


ni 


Vn >2 un = —>% avec 1—-a>o0, 
(Inn) 


donc lim nu» = +, par croissances comparées, c’est-à-dire : = o(u»). La série 
n— +00 


harmonique Ÿ° . étant divergente et les séries étant à termes positifs, on en déduit, 
par comparaison, la divergence de la série Su. 


Exercice 5 En notant u, le terme général de cette série, on a : 


1 
Vn > 2 = (Inn)” avec BK. 
RU 


Dans la suite (+) est bornée, c’est-à-dire + = O(u,). Les séries étant à termes 
nm 


positifs, on conclut, par comparaison à la série harmonique, que la série Su, diverge. 


Proposition 4 
e  Montrons l'existence d'un réel C' > 0 tel que n! + Cyn (2) 


en! _ 2 TR 
PTIT L'existence C' équivaut à l'existence 
nn 


dans IR de lim a,, c'est-à-dire à l'existence dans IR de lim In(a,). D'après 
n— +00 n—+00 


le lien suites-séries, cela équivaut à la convergence de la série Su, , avec : 


nm 


Pour tout n € IN*, posons a, — 


Vn € IN* un =In(an+1) — In (an) = In (2) 


An 
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On a : 


Un EN Hi = e(n+1)n" _ e 


dm {/1+L(n+n tt (+1) 


Pour étudier la série ÿ' u,, effectuons un développement de son terme général : 


1 1 1 1 
=1-(1+—-—])+0(—)=-0(—). 
2n 2n n? n? 
Par suite, la série Su, converge absolument, par comparaison aux séries de Riemann. 


Nous avons ainsi établi l'existence de C > 0 tel que n! = Cyn(2)" 


Une façon plus naturelle d'obtenir la forme de cet équivalent sera vue dans l'exer- 
cice 9.18 de la page 486. 
Pour déterminer la constante C’, utilisons les intégrales de Wallis définies par : 


r/2 
VnEIN J, = | (sin x)" dr. 
0 


On peut démontrer (voir le livre de première année) les résultats suivants : 


2n) | 
oh et Dn ai _ 


T 
Vn e IN bre 
ds 27 2 92n (nl)? An 


En reprenant l'équivalent n! = C/n (2)”, on obtient : 


r CV (2) d 
2 22 C?n (2 22nC2n (2)? CvV2n 


Ln © 


L'équivalent L, Vs donne lim V2n Ln = 5 et finalement C' = 27, 
n— ee] 


d' hi. . 
où la conclusion. 


Lemme 5 


L: 


Posons v, — k"; comme k € ]0,1[, la série géométrique S'k" converge. 


41, ou encore Lztil & nl. 
n Un +1 


Un 


Pour n >no,ona fut <= 
nm 


el 


l'un | 


Ainsi la suite ( ee ) est décroissante donc [u,| < Un, pour n > No; par 
% /n>no 


suite, la série du, converge absolument, d'après le en de comparaison. 
La suite (lunl) sn est alors croissante. On en déduit [u,| > [u,,| > 0, pour n > no. 
Par suite, le terme général de la série Su, ne tend pas vers 0 et cette série diverge 


grossièrement. 
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Exercice 6 Pour une série de Riemann Yu, avec un = +,ona: 


x. Un+1 1 
Vn € IN = — 
FSU un (+9 


On en déduit que . = 1, et ceci pour tout «a € IR, alors que la série de 
n— 


Riemann + converge pour a > 1 et diverge sinon. 


Exercice 7 Pour tout n € IN, posons uy — É : pour & £ 0, on a : 


(n +1} _ n+1 


lun+1| 
V IN — 
n € [x| PERS 


[un | (2n + 2) (2n + 1) 


ir. 


° Pour fr| <4,ona lim ll = = El 
n— +00 un| 


< 1. D’après la règle de d’Alembert, la 
série ÿu, est absolument convergente, donc convergente. 
e Pour x| >4,ona: 


lunaal _ RH bre An +4 
lun|  An+2 An + 2 


Vn € IN > 1. 


La suite strictement positive (|u,|) étant croissante, on en déduit que la série Du» 
diverge grossièrement. 


A nm 
La convergence pour æ — 0 étant évidente, on peut conclure que la série ÿ° éd] 
nm 


converge si, et seulement si, x € |—-4,4|. 


Exercice 8 


1. La fonction f:tr SL ne étant continue, positive et décroissante sur IR}, on 


peut écrire : 


n = n—1 
dé 
Vn > 2 2. LL 
” LE ES L _ TEL </ (+1) 


nm 
e Pour a €]0,1[ et n > 2, on en déduit u, < 3° L < v,, avec : 


pi?” 
1 1-a]l" 1 1-al 
Un =1+ [GE +1) | et Un =1+ GE +1) | 
1-a 1 l1-a 
Comme 1—-a>0,ona: 
be. 
1-a 1-a 
Et 
_ l1l-a | ((e+1 ) 
(TT 10 
L:=@ Là 
On prouve de même un — n 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


En divisant l'encadrement initial par n!-%, on obtient : 


1 il 1 _ 1 hi 
hi —— ai c’est-à-dire ÿ —_" | - 
n—+00 n = — a er — à 
e Pour a = 1, on obtient : 
1 
Vn > 2 1+m(n+1)-m2< - <1+Inn. 
p=1 F 
Comme In(n+1) = Inn +In(1++) < Inn, majorant et minorant dans 


l'encadrement précédent sont équivalents à Inn ; en divisant l'encadrement 
initial par Inn, on obtient : 
| =) 
lim — — —=1 c'est-à-dire - Inn. 
n—=+o Inn 2 D 2 p 


21 


La fonction f :t+ 


écrire : 


étant continue, positive et décroissante sur IR, on peut 


Prigé . 1 P dt 
Vp 22 | a < = < | ta 
p D p—1 


1 Fa 
Comme a > 1, la série >. — et l'intégrale | _ convergent. Par sommation 
n 1 


des encadrements précédents, on obtient : 


1 1 1 " 
1-a] +2 1—-a] To 
Vn 2 ee UE RTE |; ? 
p=n+1l 

ou encore : 

—_ (n +174 > 1 ; nie 

nm — 
a—1 D pr a—l 
p=n+1 
5 : _ 1—o@ 

Dans ce dernier encadrement, majorant et minorant sont équivalents à =—- ; en 


divisant cet encadrement par n!°, on obtient : 


ui 1 | 1—a 
li = cest-à-di —_ 
Hu >. de c’est-à-dire >. ta 
p=n+1l p=n+1l 
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Exercice 9 


1. La fonction f étant décroissante, on peut écrire : 
VEN f()</ f<f(u-1 done 0<u <f(n-1)-f(n). 
n—1 


La fonction f, étant décroissante et positive (donc minorée), possède une limite 
finie en + ; il en est donc de même de la suite (f (n)). D’après le lien suites- 
séries, la série de terme général f (n — 1) — f(n) est alors convergente. On en 
déduit, par comparaison, la convergence de la série Su. 


2. Comme la série ÿu, converge, la suite de ses sommes partielles a une limite finie ; 
or, en utilisant la relation de Chasles, on obtient : 


nm 


n p n 
V IN* — — Sn = — Sn. 
ven Duw->(fr)-s- ft 


p=1 


Par suite, lim (sf s) existe dans IR. 
n— +00 0 


=. 
t+1 


n—1 mn 1 
Vn € IN* S,n- | f= — — nn. 
0 2 


3. La fonction f :tr vérifie les hypothèses de l’énoncé. On obtient : 


10] 

1 

D’après la question précédente, lim | ) - — In ) existe dans IR ; on en dé- 
n— +00 mr p 


nm 
1 
duit immédiatement l’existence dans IR de lim | ù = — In ) | 
n— +00 D 


p=1 


Théorème 7 Pour tout n > no +1, posons S, —  ÿ[  f(p). On a alors : 


p=no+l 
n+1l Fe 
Vn > no +1 | ES Te e 
no+l no 
+00 
e Supposons f intégrable sur [no, oo et posons 7 =} f. Comme f est positive, 
no 


nm 
ona:Vn>n [ r<r 
no 


Par suite, les sommes partielles de la série à termes positifs 3° f(n) sont majorées: 
n>no 


donc cette série converge. 
e Supposons f non intégrable sur [no, +oo[. Comme cette fonction est positive, on 


x n+1 
a lim f = + ; donc la suite (/ s) tend vers +oo. On en déduit 
z—+00 no+l no+1l neIN 
que lim S, = +oo. Par suite, la série 9°  f(n) diverge. 


+00 n>no+1 
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Exercice 10 


L 


La fonction f :t EU LI est continue, positive et décroissante sur [2, +. 


D’après le théorème 7 de la page 467, la série ÿ f (n) converge si, et seulement 
si, f est intégrable sur [2, +, c’est-à-dire puisque f est positive, si, et seulement 


+00 
si, l'intégrale | f (t) dt converge. Si l’on note u la fonction In,ona f = u'u * ; 
2 


u— siaZ£let Inusia=l. 


par suite, une primitive de f est 


En conclusion, la série ÿ° 
> 


Z 


TL converge si, et seulement si, & > 1. 
On suppose la série divergente, c’est-à-dire à € ]0,1]. Pour tout entier n > 2, 
nm 
” 1 
posons Sn — > on 
p=2 
Par décroissance de f, on peut écrire : 


EE dé P_ dt 
Vp > 3 | œ < Si < | LD'E 
p  t(Int) p-1t(nt) 


puis, en sommant : 


Vn>3 — [7 EE — +f . 
FF 9(n2 JL tnt  "S2(n2 }, tnt} 


e Pour a € |0,1|, en utilisant la primitive déjà calculée de f, on obtient : 


1, 1 pont) 1 de 1. 
V 2 3 — 1-a < Sa £  _— +. : | 
ù 2 (In 2) Ti-a Fu lin3 2(In2) Fos [u le 
Comme In(n+1) = Inn +Inm(1+1) « Inn, majorant et minorant, dans 
] 1-a 
l’encadrement précédent, sont équivalents à Ann) 
"à 


En divisant cet encadrement par (Inn) 7, on obtient : 
a 1 nn) 
im ——=—— c'est-à-dire S, + En 
e Pour a = 1, on obtient : 
Vn > 3 m(n(n+1))+C<S, £In(Inn) +C", (E) 


où C' et C” sont deux constantes. On a : 


1 
Vn>3 In(In(n+1)) = flan + (+ r)) = n(inn) + a», 
n 


lin = 0, 0m 
n— +00 


: ; 1 1 
où l’on a posé an = nf1+—In|1+— . Comme 
nn n 


en déduit que In(n(n+1)) + In(Inn). Par suite, dans l'encadrement (E), 
majorant et minorant sont équivalents à In (Inn). En divisant cet encadrement 
par In (Inn), on obtient : 


lim = = 1 c’est-à-dire S,+In(Inn). 
n—+00 In(Inn) 
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3. Par décroissance de f, on peut écrire, pour tout entier k > 3 : 


k+1 k 
U fOa<f(h< | far. 
k k—1 
Pour «a > 1, on en déduit, par sommation : 
+ dé =. À + dé 
ee ou ACOPARTCU </ no” 
c’est-à-dire, en utilisant la primitive déjà calculée de f : 


+00 
1 1 1 
a—1 < ÿ a < al 
(@=1)(mm+)) 464 F(mA  (a-1)(nn) 
Comme In(n+1)=Inn+In(1+1+)<Inn, on en déduit que majorant et mino- 
rant du dernier encadrement sont équivalents à met 
En multipliant cet encadrement par (Inn), on obtient : 
1 


+00 
1 
li Il Fe a —_— 
Pare (nn) 2 k(Ink)* a—1? 


c’est-à-dire : 
SE 
ea FQmk) (a-1)(mn) 


Théorème 8 Quitte à changer la suite (u,)ren en la suite (—u,)hen, on peut suppo- 
ser Un — (—1)"v, avec (vh)neN positive. 


Les relations : 
Vn EIN Songe = Son + Uan+2 + Uon+1 = Son + Van+2 — Van+1 


et 


VREIN Sonrs = Sont1 + Uon+3 + Uon+2 = Sont1 — Van+s + Vant2 


ainsi que la décroissance de la suite (v,),en entraînent que : 
Vn E IN Son+2 < S2n et Don < Son+3- 


Donc la suite (S2»+1)nen est croissante et la suite (S2,),em est décroissante. Par 
ailleurs, on a : 


Vn € IN Sont — Son = Uon+1; 
donc, lim (Son+1 — Son) = 0. 
n— +00 
Les suites (Son+1)nem et (S2n)nen sont donc adjacentes. Cela prouve la convergence 
de la suite (S,),en et donc de la série Ju. 
De plus, sa somme S' est toujours comprise entre deux termes consécutifs, puisque : 


Vp €e IN Sop+1 £S< Sp: 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Cela donne le schéma suivant, avec par exemple n impair : 


Un+1 


5 s Sas 
Rn 


Donc, pour tout n E IN, À, est du signe de uh+1 et [Ra] < [un+1|. 


En particulier, | Ro < [u1| < luol ; donc S = uo + Ro est du signe de wo. 

(—-1)" 

Si 

e Pour à < 0, la série Su, diverge, puisque son terme général ne tend pas vers 0. 


Exercice 11 Pour tout n € IN*, posons un = 


e Pour à > 0, la série Su, converge, d’après le théorème des séries alternées : elle 
1 
n° 


) tend vers 0 en décroissant. 


e Puisque la série > [u,| est la série de Riemann DH, la série Du, converge 


est alternée et la suite ( 


absolument si, et seulement si, «a > 1. 
Exercice 12 


—1\? 1 
La série s Lo est une série alternée et la suite | ——— | est évidemment 
ni (n+4) (n + x) 


décroissante de limite nulle. D’après le théorème des séries alternées, on en déduit que 


=] } 
la série ) _— converge et que ses restes vérifient : 
ne (n + x) 


+00 
—1)? 1 1 
nent pee) 5 let ct 
put) (n+1+x) n 


Cette majoration permet d’affirmer que la série SR, est absolument convergente, 
par comparaison aux séries de Riemann, donc convergente. 


Exercice 13 Un développement de w, donne : 


m=+o(e). 


1)" 


La série Ju, est donc la somme de la série ) , qui converge, d’après le 


théorème des séries alternées (voir l’exemple de la page 468), et d’une série absolument 
convergente, par comparaison aux séries de Riemann. 


Par suite, la série Su, converge, comme somme de deux séries convergentes. 


Exercice 14 Un développement de w, donne : 


n n\ —1/2 n 
ne (—1) 60 1 1 
M ne 1+ ni2 nl — 9n3/4 +o n3/4 
C1" 


= —— — Un avec Un © 
n1/4 9n3/4 
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4 
cice 11 de la page 468). 


L’équivalent obtenu de v, étant positif, le théorème de comparaison permet de 


nm 
La série ) ss converge, d’après le théorème des séries alternées (voir l’exer- 
n 


1 
conclure que la série ÿ'v, diverge, puisque la série de Riemann ) ETES diverge. 
nm 


La série Ju, est donc divergente, comme somme d’une série convergente et d’une 
série divergente. 


Théorème 9 


Traitons d'abord le cas où les séries Ÿ° u, et ÿ° v, sont à termes réels positifs. 
n>0 n>0 


Notons U/, et V, les sommes partielles d'ordre n de ces deux séries, ÜU et V leurs 
sommes et W,, la somme partielle d'ordre n de leur série produit de Cauchy. On a : 


Wa = ÿy + UpUq L >; UpUq: 
UnVn = (£ Up DE” _ >: UpVq- 
p=0 q=—0 (p,9)€[0,n]° 


Comme p + q < n entraîne (p,q) € [0,n]”, on en déduit W, < U,Vn < UV, car 
les termes dans les sommes sont positifs. 


Les sommes partielles de la série à termes positifs ÿ° w, sont donc majorées; par 
n2>0 


suite, cette série converge et, en faisant tendre n vers l'infini dans la majoration 


+00 
précédente, on obtient S° w, < UV. 


n=0 


Par ailleurs (p,q) € [0, ]” entraîne p + q < 2n ; comme les termes dans les sommes 
sont positifs, on en déduit : 


Vn EIN Una < Won 


+00 
puis, en faisant tendre n vers l'infini, UV < ÿ[ w,. On a donc finalement : 
n=0 


+00 
Ÿ_wn = UV. 
n=0 


Dans le cas général, on peut commencer par remarquer que : 


— — / 
VnelIN Jw,| = ) tal y ll. 
p+q=n p+q=n 
La série Jw!, converge, d'après le premier cas, puisque c'est la série produit de 
Cauchy des séries à termes positifs convergentes S|u,| et ÿ'|v,|. Par comparaison, 
la série ÿ_ w, converge absolument. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Pour tout n E IN, posons : 
En={(p.9 elnlp+a<n} et F= {a elnl|p+a>n}. 


; : 2 
Les ensembles Æ, et F, sont complémentaires dans [0,n]° et, en conservant les 
notations introduites au début, on peut écrire : 


Un Vn — Wal = >. Una — ». Upba| = 1» Ua 


(p,4)€[0,n]° (P,9EEn (P,4)E Fa 

< >. lupval = ns lupUgl — >, l'upval 
(P,9)EFn (p,9)€[0,n]° (p,9)€En 

= UV! - W. 


où U} et V/ sont les sommes partielles d'ordre n des séries S'lu,| et > '[u,|, et 

où W} est la somme partielle d'ordre n de leur série produit de Cauchy. D'après 

le premier cas, on a lim (UV —-W/) = 0; donc lim (Va = Wan) = 0, 
OO 


n—+ +00 n— 


+00 
soit > wyn = UV. 
n=0 
Exercice 15 
1. La série ju, converge, d’après le théorème des séries alternées : elle est alternée 


et la suite (=) tend vers 0 en décroissant. 


1 1 # à ) 
Comme PS la série Su, n’est pas absolument convergente, par com- 
paraison aux séries de Riemann. 
2. Fixons ne IN. 
1 


e Ona:Vpe [0, n] lUpUn-p| En Dpt) 


La fonction f :t+ (t+1)(n —-t+1) est dérivable sur IR et l’on a : 
VER f'(t)=(n-t+1)-(t+1) =n— 24. 


L'étude du signe de f” étant immédiate, la fonction f atteint un maximum 
global en t = n/2. On en déduit : 


1 2 
Vp € [0 n-pl >? == = 
pEf0;n] lupun-pl @) ne 
2 
e Ona: wr = . (1) lupl (D) lun-pl = (-D” > lupun-pl. 
p=0 p=0 
On déduit alors du point précédent : 
. 2(n+1) 
lün| = > lüpun-p| 2 ET: 2 


p=0 


La série ÿ_'w, diverge grossièrement, puisque son terme général ne tend pas vers 0. 
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S’entraïîner et approfondir 


Nature des séries Su, avec : 
_ AVE Th ox 
1: ün = Arcsin (42 + 1 ne 
nm 


1 
2. DonD Dies t er) 


1 (n+k) 


—Un 


3. Uuo € IR et Un+1 = , pour n € IN; 


1 
n+1 € 


4. un = V8 + an — Vn? +56, selon (a,b) € IR4. 


Nature des séries . Un, AVEC : 


L = (n sin "4 — e7$ 5 
2. un = (5) —(Arctann)*, selon a € IR; 
= -( - ar | 
nn 

In(n+1) Fe . 

4. Un | nn ) ? 
1 . 1. : ps 

D Un. = +, selon à € ÎR, où qgn désigne le nombre de chiffres de l'écriture 


nn 
décimale de n. 


On pourra encadrer tout entier n € IN* par deux puissances de 10 consécutives. 


Nature des séries Su, avec : 


1. un = Arccos (2 + —: — . selon le réel & > 0: 
2. Uy, = COS (nr in (4) s 

(10 | | 
SR — selon les réels à £ B ; 


na +(—-1)" nf? 


nr+i t t 
À. Un = 2)" / mi dt, selon a € IR. 


T 


Le but de cet exercice est de déterminer la nature, selon a > 0 et a > 0, de la 
D 

série JU, AVEC Un = Ak=1 

1. Donner la nature de la série Su, , en supposant à > 1. 

2. En utilisant l’exercice 9 de la page 467, conclure lorsqu'on suppose a = 1. 

3. En utilisant l’exercice 8 de la page 467, conclure lorsqu'on suppose a < 1. 
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Exercices 


. (—1)" cos (Inn) 
9.5 Pour tout n € IN”, on pose un = —— 
nm 
1. Quelle est la nature de la série S'v,, avec Un = Uan-1 + Uon ? 


2. Quelle est la nature de la série Su, ? 


n 


1 


" k 
9.6 Pour tout n € IN”, on pose un = + (—1)"° kl. 
k=1 
1. Montrer que : 
ob el n—2 
Vn >3 Un — + Un avec nl  ——- ——’ 


n +1 TRbeeD 


2. Quelle est la nature de la série Su, ? 


9.7 1. Soit n € IN*. Écrire la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre n + 1 pour 
la fonction exponentielle sur le segment [0,1]. 


2. En déduire l’existence d’une suite (N,) d’entiers telle que : 


nEeIN* 


1 1 
nm nm 


sin (2ren!) 


3. Quelle est la nature de la série >. , selon «à € IR ? 


n° 


9.8 Donner la nature et, en cas de convergence, la somme de la série Ÿ u,, avec : 
n>1 


msn (ts) 


9.9 Pour n € IN, on pose uy = /n + avyn +1+8Bn +2. 
1. Pour quels (a, 8) € IR? la série Su, converge-t-elle ? 


+06 
2. Calculer alors la somme Ÿ° u,. 
n=0 


9.10 Soit a € IR et (x»),ew une suite de réels strictement positifs telle que : 


Dili =. (+ - +0()) . 


Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que x, = Cn°. 
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9.11 Soit ÿ uw, une série à termes complexes absolument convergente telle que : 


VnE IN Jual < 1. 


nm 


On pose Ph = I] (1+ux), pour tout n € IN. 
k=0 


Montrer l’existence dans € de lim P, : 
n— +00 


1. dans le cas où u, E IR, en passant au logarithme ; 
2. dans le cas général, en utilisant la série D (Ph41 — Ph). 
as 
9.12 Pour tout n € IN, on pose 5, — >, ——. 
0 +1 
p=0 
1. Montrer que la suite (s,) converge. 


1 1 
2. En utilisant l'égalité — | tPdt, montrer que : 
p+1 0 


di 
Vn EeIN sa =m2+(-1) | Fr 
3. Montrer que : 
Vn € IN sn MA < 


y, 


+oo 
Donner la valeur de >» 
nm 


n=1 


4. Déduire de la question précédente la convergence et la somme de la série : 


| 
2n+1 2n+2 


n 1 k 
9.13 Pour tout n € IN, on pose a» — L C d- 
1 1 
1. En utilisant l'égalité Hi = . t’*dt, montrer que : 


4 1+42 


1 2r+2 1 
2. Montrer que | —dt=O0l—). 
o 1+t n 


3. Montrer que, quand t — 0 : 


1 y2n+2 
LA 
VnEIN a=7T+ 1" / dt. 
0 


tan (© +) =1+2%+0 (). 


4. Quelle est la nature de la série Ju, avec un — In (tan (an)) ? 
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9.14 Soit à € IR. Pour n > 3, on pose : 


n—1 k a 
(—1) n + 1 Ph 
n— n =] P 
P, = Il ( + Nr et Un = In . 3 


1. Quelle est la nature, selon a € IR, de la série Su, ? 


2. Déterminer a € IR tel que la suite (n®P,) ait une limite dans IR. 


9.15 Soit f € CU(IR; ,IR;) décroissante et intégrable sur IR. 


9.16 


0 Pa br 


L: 


+00 
Justifier l’existence, pour tout k > 0, de ÿ° f(nh). 


n=0 
+00 
Déterminer lim h ÿ- f(nh). 
R—0+  »=9 
mr /2 dt 
Soit À > 0. Calculer l'intégrale k RE UT 
_r/2 1 + Asin“é 


variable u  Arctanu. 

[A 
1+#6sin 
(n+1)r t 


+00 
Montrer que l'intégrale | 
0 


rie Un, AVEC Un ) 


a. 1 + t6sin? t je 
Montrer que : 

(n+1)r 

Vn EIN vu < J 

10] 


T 


+oo 
En déduire la nature de l’intégrale [l 
0 


(n+1)r 


t 


1 + n676 sin? t 


jf 
1 sin t 


Exercices 


, à l’aide du changement de 


0 est de même nature que la sé- 


Soit x un réel tel que x & 27Z. Le but de l'exercice est d’établir la convergence de 
| cos (nx) 

la série y ——. 
T1 ms 


On définit la suite (s»),em Par : 


so=0 et VneIN* s, — 


Montrer que : 


Vn EIN* s, = 


En déduire que la suite (s,),em est bornée. 


. Montrer que : 


Vn € IN 0) + 
D 


n 
p=1 


Conclure. 
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9.18 Dans le but d'obtenir la forme d’un équivalent simple de n!, on cherche des approxi- 
mations de In (n!) = ÿ[ Ink à l’aide d’intégrales. 
k=1 


n 


1. La méthode des rectangles mène à prendre | Intdt comme approximation 
n—1 


de Inn. 


Montrer que la série de terme général In n — / Int dt diverge. 
n—1l 


La divergence de la série précédente ne permet pas d’obtenir directement la forme 
d’un équivalent simple de n!. 


On cherche donc à améliorer cette méthode. 
n+é 
2. La méthode du point médian mène à prendre [. Int dt comme approximation 
n—3 


de Inn. 


n+à 1 
(a) Montrer que Inn — [l Intdt+0O (=) - 
_i n 


2 


(b) En déduire l'existence de C > 0 tel que n! = Cyn 2)”. 


9.19 Convergence commutative des séries absolument convergentes 
Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant. 
Soit Su, une série absolument convergente et o une bijection de IN dans IN. 


Alors la série D u,(n) converge absolument et l’on a : 


+0co +00 
D un = D Un) 
n=0 n=0 


+00 
1. Soit ju, une série convergente à termes positifs. On pose S — Su». 
n=0 


(a) Soit o une bijection de IN dans IN. Montrer que : 


P 
VPEIN dun) <S 


n=0 


(b) En déduire que la série D uç(n) converge et que : 
+00 +00 
D Uotn) € D, Un. 
n=0 n=0 
; +00 +00 
(c) Établir l'égalité 3° un = D, uo(n): 


n=0 n=0 
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2. Soit > uw, une série à termes réels absolument convergente. 


(a) On rappelle que, pour tout x € IR, on note : 


Montrer que : 


VrelR O<z*<z| et 0<zx</x|. 


(b) Montrer que les séries Su et Su, convergent. 


(c) Démontrer le résultat annoncé, pour les séries à termes réels. 


3. Démontrer le résultat annoncé, pour les séries à termes complexes. 


Remarque 


Exercices 


Le résultat établi dans cet exercice sera utile dans les chapitres de probabilité. 


487 


Chapitre 9. Compléments sur les séries numériques 


Solution des exercices 


2 
9.1 1. Notons f : [—-1,1] — IR la fonction Arcsin. Comme _ < 1, le terme général de 


la série est défini à partir d’un rang no € IN* tel que v2 + Dm < 1 et l’on a : 


Vn > no m=t(S +5) (À). 


2 n 2 


Comme la fonction Arcsin est dérivable sur ]—1,1[, donc en de, on peut écrire : 
1 2 1 1 1 1 2 
n 2 n n 1 n n 
2 


L’équivalent obtenu étant positif, on en déduit que la série Su, diverge, par 
comparaison aux séries de Riemann. 
2. On a : 


VneIN* Vkelin] (n+k) —#k?= n°? +92kn < n°? + 2n? = 3n?, 


et par suite : 
n di 
Vn € IN um >— = —: 
3n?  3n 
Les séries étant à termes positifs, on en déduit que la série Su, diverge, par 
comparaison aux séries de Riemann. 


3. On a un > 0 pour n > 1 et donc : 


2 . . — . = 1 —Un = L. 
On en déduit AU ds = 0 Dis dus = Pr M © D TE 


La série Su, , à termes positifs pour n > 1, est donc divergente, par comparaison 
aux séries de Riemann. 
4. Effectuons un développement limité du terme général de la série : 


a \3 b 3 
m=n(ité) nf) 


2 
e Si2a—-3bZ0,ona un 2 et, comme l’équivalent obtenu est de signe 


2a — 3b 


6n 
que ÿ_u, diverge, par comparaison aux séries de Riemann. 


sont de même nature. On en déduit 


constant, les séries Su, et ) 
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Solution des exercices 


e Si 2a—3b=0,on a uy = O (+) : on en déduit la convergence absolue de la 
série ÿ Un, par comparaison aux séries de Riemann et donc la convergence de 
la série Su. 


En conclusion, la série Ju, converge si, et seulement si, 2a — 3b = 0. 


9.2 1. Effectuons un développement de u, : 


ed 
an(rin(i-25+0(2))) -ant-19 
ap (re(-25+0(2))) -t-19 
= 7629 (sr(0()) 1) 
hoc) 


Comme un = O (=), la série Su, converge absolument, par comparaison aux 
séries de Riemann, donc converge. 


2. On a : 
1 


T 1 
Vn EIN* tan | — — Arctan = | = 2 — 
É É =) tan (Arctan +) 


Comme ? — Arctan Li € ]-7/2,r/2[, on en déduit Arctann = T — Arctan+, 
d'où Un = (5)° = (3 — Arctan 1)° 

Pour a = 0, la série Su, est la série nulle, donc converge. 

Pour a # 0, cherchons un équivalent de u, : 


Un = () (: > (: : ras) ) 
"(4 (0)) 
Def ()-Oe 


L'équivalent obtenu étant de signe constant (celui de a), cela prouve que la sé- 


rie > Un diverge, par comparaison aux séries de Riemann. 
3. Le terme général est défini et strictement positif pour n > 3. 


Comme on a lim Inn = +, on peut écrire : 
n— +00 


1 ] ] 2 
in un = Vnin U-+) V8 d'os. (nn) | 


nn 
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Par croissances comparées, on en déduit : 


nn 


—0 c’est-à-dire Inn =o(inu,). 
n=+0 Inu, 


Par suite : 
nm 
In (nus) =2Inn+lm(u) x In(u,) = 
nn 
Par croissances comparées, on a lim (-) — —0, d’où l’on déduit, en pre- 
N— +00 


: n 2 _ . 1 
nant l’exponentielle, im, (n Un) — 0 et donc uy = O (+) : 


Par suite, la série Ju, converge, par comparaison aux séries de Riemann. 


4. Pour tout n € IN*,ona a, > 0 et : 


mn 
= (RE) | 
nn 
In (1+ 1 
—=nln(l+a,) avec __ nie) 
nn 


l 2 1. . . : 
De ay + —— on déduit que Em An = 0, puis que In(1+a,) = an. On a 


]l . . . . . 
—=€e 4» jl vient lim a, = 1, puis: 
n— +00 


donc Ina, © = ;: comme «a, 
nan ? 


Ir 


1 1 
May van-1e— d'où uw" Ê 
nn ninn 


La série de Bertrand 5 —— étant divergente (attention, ce résultat hors pro- 


gramme, établi dans l’exercice 5 de la page 464, doit être redémontré), la sé- 
rie ÿ_ un diverge, par comparaison de séries à termes positifs. 
5. Pour n € IN*, on a : 
10% < n < 10%. 
On en déduit : 


nn nn 
—1<—< donc D —. 
PE no LRS PET 
Par suite, si un = . la série Su, à termes positifs vérifie un —— 


En utilisant le résultat établi dans les exercices 5 et 10 sur les séries de Bertrand 
(attention, ce résultat hors programme doit être redémontré), on peut conclure, 
par comparaison de séries à termes positifs, que la série Su, converge si, et 
seulement si, & > 1. 


9.3 1. La fonction f :t+ Arccos(t) est de classe C? sur ]—1,1[ et l’on a : 
1 t 


vie]-1,1| nr — et Nue: 
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Solution des exercices 


La formule de Taylor-Young permet d'écrire le développement limité d’ordre 2 


de f au voisinage de # : 


TOO 
=+-2-2V38 +0(8). 


On en déduit le développement suivant : 


SA 2 à ph 24/3 
Un —= 2 oo NN ) + Un avec Un © — ® 
n® n [02 


2 ss 


e La série alternée ÿ° - vérifie les hypothèses du théorème des séries al- 
ternées car son terme pénéal décroît en valeur absolue et tend vers 0 ; elle est 
donc convergente. 


e De l’équivalent v,y = — 2 on déduit que ÿ_v, est de même nature que la 


série ÿ (-2 22), puisque cette dernière série est à termes négatifs. Par suite, 


la série ÿ_v, converge si, et seulement si, 2a > 1. 
En conclusion, la série Du, converge si, et seulement si, à > 3- 


. Un développement du terme général (défini pour n > 2) donne : 


 _ (re ii (: - =) 
a 
= {1 Sn (Æ Pare, (=) 


fi)" ZT +un avec Um =0 (= : ) 


3n n? 


Par comparaison aux séries de Riemann, la série ÿ'v, est absolument conver- 


| de T 


gente, donc convergente. La série alternée ÿ° (—1 3 vérifie les hypothèses du 


théorème des séries alternées car son terme général décroît en valeur absolue et 
tend vers 0 ; elle est donc convergente. 


En conclusion, la série Su, , somme de deux séries convergentes, est convergente. 
. Le terme général est défini pour n > 2. Distinguons deux cas, selon a et f. 


e Pour B > à, on a un — FTCDEE > 0. Comme un — 7, la série Su, 


converge si, et seulement si, 6 > 1, par comparaison aux séries de Riemann. 
e Pour £ < a, un développement de w, donne : 


(—1)" 1 (—1)" 1 
DR De ae sn lors 
n 1+C0 n n n 


ne tend 


—1)" 
œ 4 


* Pour a < 0, comme u» = 
pas vers 0 ; par suite, la série Su, diverge grossièrement. 


491 


Chapitre 9. Compléments sur les séries numériques 


D (1) 1 
* Pour a > 0, on peut écrire un — ra + Un AVEC Un © — ep 


“LS us à in . 
CD vérifie les hypothèses du théorème des séries 
alternées car son terme général décroît en valeur absolue et tend vers 0 ; 


elle est donc convergente. 


La série alternée Ÿ° 


2 Ze —1)7 Ze 
La série Su», somme de la série convergente Y { 1) et de la série Su, 


est de même nature que la série D v,. 
De l'équivalent v, + _——— on déduit que ÿ'v, est de même nature 


1 
que D. (=) , puisque cette dernière série est à termes négatifs. On 
nm 


en déduit que la série ÿ'v, converge si, et seulement si, 2a — 8 > 1. 
En conclusion, voici les cas de convergence : 


eB>aetB>l, 
e B<aet2a—-B>]1. 


4. Pour n > 1, le changement de variable { = u + nr donne, par r-périodicité de la 
fonction tan : 
rm /4 
tan u 
Un] = —— du. 
| ri] | (u + nr) 


tan u 


Tr 


m/4 
e Pour a < 0, pour tout n € IN*,on a [u,| > | du et la série Su, 
0 


diverge grossièrement, puisque son terme général ne tend pas vers 0. 
e Pour à > 0, la série Yu, est alternée, la suite (|uA|) tend vers 0, puisque : 


7/4 
Vn EIN* [ul < | 
0 


et la suite (lu,|) décroît, puisque : 
mr /4 t 7/4 
an u tan u 
Vn € IN* ual= | du | ——— du = lu,|. 
o (u+nTr+7r) o  (u+nr) 
La série Su, et donc convergente, d’après le théorème des séries alternées. 
9.4 1. L'hypothèse à > 1 assure la convergence de la série de Riemann ÿ° — : si l’on 
© e * 
ose £ — — ,on a donc lim uw, =a €lR’. 
. > D n—+ +00 Li 
La série Su, diverge, puisque son terme général ne tend pas vers 0. 
2. En utilisant l’exercice 9 de la page 467 (attention ce résultat hors programme 
devrait être redémontré), on obtient : 
un = anrtrtoi) À Carr = CnMa avec C = a? > 0. 
Par comparaison aux séries de Riemann, la série Su, converge si, et seulement 
si, In a < —1, c’est-à-dire a < L. 


— À 
3. e Poua>l,;ona:Vn2>1 > 1 donc un > a. 


k=1 
La série Su, diverge, puisque son terme général ne tend pas vers 0. 
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Solution des exercices 


e On déduit de l'exercice 8 de la page 467 (attention ce résultat hors programme 


nm 
serait à redémontrer) Inn = 0 (£ à) : 
k=1 


Pour a < 1, on a donc : 


2) Sen a 
In (n m)=2mn tue (Sp) ma ( =) 


k=1 


Par suite, lim In (n?un) — — et donc lim (n?un) = (0. 
n— +00 n— +00 


Comme un = 0 (=), la série Ju, converge, par comparaison aux séries de 
Riemann. 


9.5 1. Pour tout n € IN*, on a : 
cos(In(2n —1)) cos(In(2n)) 
RE 
2n — 1 2n 


( 1 1 ) cos{In (2r)) + cos (In (2n ee (2n)) 


Un = 


La fonction cos est 1-lipschitzienne sur IR, puisqu'elle est dérivable et que sa 
dérivée (égale à — sin) est majorée en valeur absolue par 1. On peut donc écrire, 
pour tout n € IN* : 


1 1 In (2n — 1) —In(2n)| 
pal < | - ne) 
2n 2n—lI 2n — 1 
1 Im (i n me ) 
On(2n—1)  2n—1 
e 1 1 _h(i- 5) 1 1 O0 (à 
PIE 2n(2n—1) T An? et 2n—1 Éd (2n—1)? FF ane à OÙ lün | Le (5); se 


qui assure la convergence absolue de la série ÿ'v,, par comparaison aux séries de 
Riemann, donc sa convergence. 


2. Notons (5,) la suite des sommes partielles de la série Ju. 


nEIN* 
n +oo 
Ona:VnEIN* Son = > vw. Si l’on pose S = ÿ° v,, on a, d’après la première 
p=1 p=1 


question, lim Son =S. 
n— +00 


Pour tout n € IN*,on a Son+1 = Son + Uon+1 : de [uan+1l < = on déduit : 


lim U2on+1 = 0 donc ln 65, = Se 
n— +00 n— +00 


Les deux suites extraites (S2n),cm et (S2n+1),em- ayant toutes deux la même 
limite finie S, on en déduit que la suite (S,),-n+ converge dans IR (vers S') et 
que, par suite, la série Ju, converge. 
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nm 


( 1 ( 1e (1) k! 
9.6 1. Pour n >3,ona un — + = + v,, avec Un = =, d'où : 
n+1l n(n+1) (n +1)! 
. 
k! 
be 1 (m—2)(n 2)! n — 2 | 
fn +1) (n +1)! n(n—1)(n+1) 


2. On déduit de la première question que : 
()" 1 
Ces. avec Un =O(— |: 
n+l n? 


(—1)” 
n+1 
car son terme général décroît en valeur absolue et tend vers 0 ; elle est donc 


convergente. 


La série alternée ÿ° vérifie les hypothèses du théorème des séries alternées, 


Par comparaison aux séries de Riemann, la série ÿw, est absolument conver- 
gente, donc convergente. 


En conclusion, la série ÿ' u,, somme de deux séries convergentes, est convergente. 


9.7 1. La fonction exponentielle étant de classe C®©, on peut lui appliquer la formule de 
Taylor avec reste intégral à l’ordre n + 1 sur le segment [0,1], ce qui donne : 


n+1 1 n+1 
To. 
€ — — + —————— edit. 
Î (n +1)! 


2. On en déduit : 
1 1 PE n+1 1 
<| TD age. © | A =D de = —— 
o (n+1)! (n +1)! Jo (n +2)! 


nm 
| 
nm: : Dr ce 
Posons N,, — — ; N, est un entier et l’on peut écrire : 
k! ? 


k=0 
1 e 
EN -N, — |] < ———— 
= (n+2)(n +1) 
1 1 1 
Comme = — + o(=) , il vient : 
n +1 n n 
1 1 1 1 
en = Nan + — +o(=) = Ny + +o(=). 
n +l n n n 
3. Posons un — st Cren) : le développement précédent permet d'écrire : 
1 2 1 
Un = — Sin (ar, — TT +o(s)) 
Ne n n 
: T2r L Le . : 
= — sin | — + o(=) par 2r-périodicité de la fonction sin 
æ n n 
__ 27 1 ; di 27 
— en to(—n) c'est-à-dire Un ru 


Comme l'équivalent obtenu est positif, on en déduit, par comparaison aux séries 
de Riemann, que la série Su, converge si, et seulement si, a > 0. 
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Solution des exercices 


9.8 Réécrivons le terme général, de façon à obtenir un télescopage : 


n? ne) 


IN* n=n|———— 
Vn € u a ( TR) 


n +2 n +3 
n n+l 


On en déduit, pour tout N € IN* : 


N 
N +3 
hé ni |; 
Dm = 10 an(s) 


Comme lim — 
N— + + +00 py=] 


+00 
la série Su, , ainsi que: ÿ° un = In3. 
n=1 


9.9 1. Un développement de uw, donne : 


mmvfire(+3) "+(1+2)7 
= Vi (1 at +0+40()) 


= (a+8B+1)4Vn+ 


1 
+ Un avec Un = O ( 


N 
= 1.04 RU Sun = In3, ce qui prouve la convergence de 


e Pour a+B+1 £ 0, on a u, — (a+B+1),/n. Le terme général de la 


série Ju, ne tendant pas vers 0, la série diverge grossièrement. 


e Pour a+B+1=0et a+28 #0, on a us + SÉ. 


Comme l'équivalent obtenu est de signe constant, on en déduit, par comparai- 


son aux séries de Riemann, que la série Su, diverge. 


e Pour a+B +1 = 0 et a +25 = 0, c’est-à-dire à = —2 et B = 1, on 
ds = À (=) : la série ÿ u, est absolument convergente, donc convergente, 


par comparaison aux séries de Riemann. 


2. Dans ce dernier cas, on à un — (Vn Vn- 1) (Vn L1—/n+ 2}: On recon- 


naît dans les sommes partielles une somme télescopique et l’on peut écrire, pour 


tout N € IN : 
- 1 
un = 1 (VN FI VN +2) = __ __— 
> VN+I+VN +2 


+00 
On en déduit, en faisant tendre N vers l'infini, ÿ[ u, = —1. 
n=0 
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Remarque Il est possible de conclure, sans utiliser le télescopage précédent. 
Pour tout n € IN, on a : 
n+1 n+2 


Du->vr- 22, VP+ 2, VP 


1-2 NT VTT + VTT 
=—-1+yn+2- Vn+Il 


1 
_ Vn+2+Vn+1 
On retrouve ainsi le résultat obtenu. 
9.10 Posons v, — En 
n« 


Il s’agit de prouver que la suite (v,) a une limite finie strictement positive, ou encore 
que la suite (In v,) a une limite finie. Cela équivaut, d’après le lien suites-séries, à la 
convergence de la série Du, , avec un = In(v,+1) —In(v,). 


Un développement de vw, donne : 


un (5+0()-e(5+0(2)) -0(2) 


On en déduit, par comparaison aux séries de Riemann, que la série Su, converge 
absolument, donc converge; d’où la conclusion. 


9.11 1. Dans ce cas, pour tout n € IN, on peut former In (P,) — > In (1 + ux), somme 
—0 


partielle d'ordre n de la série ÿ In (1 +u,). Comme la série Su, converge ab- 
solument, son terme général tend vers 0 et l’on peut écrire In (1+u») + un. 

On en déduit, par comparaison, la convergence absolue de la série $'In(1+4u,), 
donc sa convergence. 

La suite (In CA) possède donc une limite {ER , d’où : 


lim P,=e!. 
n— +00 


2. D’après le lien suites-séries, la suite (Pr)nen a une limite si, et seulement si, la 


série 9 (Ph+1 — Ph) converge. 
On peut écrire, pour tout n € IN : 


Pa — Pal = (Pal |A +an) 11 [Pa una 
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Solution des exercices 


On a, par ailleurs : 


Pal = 


Comme la série 7 |u,| converge, la suite (Q:),cm à une limite finie, d’après la 
première question; notons Q cette limite. La suite (Q,),,.n étant croissante, on 
en déduit : 
Vn € IN Pari = Pl <Q lui: 

Par suite, la série S'(P;}1 — P,) converge absolument, par comparaison, donc 
converge, d’où la conclusion. 

—1)" 
n+1° 


Il s’agit de montrer la convergence de la série alternée s'! , ce qui est une 


conséquence du théorème des séries alternées puisque la suite ( ) décroît et 


n +1 
tend vers zéro. 
Pour tout n € IN, on a : 


cr) dt (linéarité de l’intégrale) 


: [ _ E t n+1 
0 1+ 


= In2+ C0" / — dt. 
ne 


dt 


Ir 


Le calcul précédent est justifié, car, pour t € [0,1], la suite géométrique ((—t)") 


neIN 
a pour raison —t £ 1. 
. On déduit de la question précédente : 
Vn € IN en ha < f a< | td — . 
o 1+t 0 n+2], n+2 
On en déduit lim Sn = n2. Pour tout n € IN, on peut écrire, par changement 
n— +00 
n+1 k—1 +00 n—1 
—] —] 
d'indice, sy = >. Co : on a donc établi . Co = In2. 
k=1 n=1l 
. Pour tout N € IN, on a : 
ei 2n +1 2n+2 _— D 
On déduit donc de la questio écédente que la série >, | | 
n 1 n lon pr n U. T1 —— — 
2 sn # * Mm+I 2n+2 


+00 
1 1 
converge et que : ) G Di > 5) -n2. 
nm nm 
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1 1 
9.13 1. Comme _ L tkdt, pour k € IN, on peut écrire, pour tout n € IN : 
2k+1 Jo 
n 1 
An=d (| (-#)f at) 
k=0 \70 


1 n 
— . 5 ea) dt (linéarité de l’intégrale) 
0 
1 


= | Arctan t| + 1" / dé = — + 0" / dt. 
0 0 4 0 


1+412 1+12 

1 2042 
2. Pour tout n € IN, posons a» = | dé. On a : 

à Lt 

ne 1 
VnelN 0O<a< | t*?2dt= : 
On en déduit, en particulier, a, = O (+): 

3. La fonction tan est de classe C? sur ]-5,5[, donc possède un développement 


limité d'ordre 2 au voisinage de 7, d’après la formule de Taylor-Young. Comme 


la dérivée de la fonction tan évaluée en T vaut —— — 2, on en déduit : 
os? T 
4 


tan (7 : !) = tan T +2t+0 (4) =1+2t+0 (+) lorsque t — 0. 
4. Comme LR, an = 0, on peut écrire, en utilisant la question précédente et le 
développement limité de la fonction In au voisinage de 1 : 
Un = Intan (7 + (—-1)" an) = im (1 +2(—1)" an + O (a?)) 
= 2(—1)" a, +0 (a) = 2(-1)" an + Un, 
avec Un = O (=), Car An = O (=) - 


Par comparaison aux séries de Riemann, la série ÿv, converge absolument, donc 
converge. 


Par suite, la série Su, est de même nature que la série 57 (—1)" a,. Cette der- 
nière série est alternée, puisqu'on a a, > 0, pour tout n € IN. 


1 t2n+2 


le 


e Comme ay+1—üGn = | (£* — 1) dt < 0, pour tout n € IN, la suite (a,) 
0 


est décroissante. 


e Ona déjà établi que lim a, = 0, puisque a, = O (+): 
n— +00 


La série 5 (—1)" a», vérifiant les hypothèses du théorème des séries alternées, est 
donc convergente. 


En conclusion, la série Su, converge. 
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9.14 1. 


9.15 1. 


Solution des exercices 


Un développement de uw, donne : 


Un = In (22) + aln (: + ï) 
: oi 1 
= In (+ va + aln ee 
. (—-1)” 1 a 1 
Mn nat n3/2 


_(-D* 2a-1 2 
un on 7 avec Un — TE) : 


Par comparaison aux séries de Riemann, la série $'v, est absolument convergente, 
donc convergente. 


La série alternée ÿ° —— vérifie les hypothèses du théorème des séries alternées 


car son terme général décroît en valeur absolue et tend vers 0 ; elle est donc 
convergente. 


e Pour a — 1/2, la série Ju, , somme de deux séries convergentes, converge. 
2 2a—1 1: 2 + : 1 : 
e Pour a # 1/2, la série 37 #5 diverge car la série harmonique ÿ° + diverge. 
La série Su, diverge, car c’est la somme de deux séries convergentes et d’une 


série divergente. 


Posons z, = In(n*P,). La suite (n°P,) a une limite dans IR? si, et seulement 
si, la suite (x,) a une limite dans IR. Cela équivaut à la convergence de la sé- 


rie D (Xn+1 — Xn) c’est-à-dire de la série ÿ In (()° En) 


nm 
On peut conclure, d’après la première question, que la suite (n®P,) à une limite 
dans IR* si, et seulement si, a = 1/2. 


Remarque On a ainsi obtenu la forme d’un équivalent simple de P, . En effet, en 
notant C la limite obtenue à la deuxième question, on a établi : 


fe) € 
(+ +.) Vi 


Fixons h > 0. Comme f est décroissante, on peut écrire, pour tout n € IN* : 
nh 


hf (nh) < | F (dt. 


(n—1)h 

Soit N € IN*. En sommant pour n € [1, N], on obtient : 
Nh 

J 


Ÿ_hf(nh) < (4) dé. 


0 


La fonction f étant intégrable sur IR}, on en déduit : 


N oo 
S_hf(nh) < | f (t) dt. 
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La série à termes positifs hf (nh) est donc convergente, puisque ses sommes 
partielles sont majorées 
2. Fixons h > 0. Comme f est décroissante, on peut écrire, pour tout n € IN* : 


(n+1)h nh 
| f() dt <hf(nh) < | f (t)dt. 
nh (n—1)h 


Soit N € IN*. En sommant pour n € [1, N], on obtient : 


(N+Dh N Nh 
[ roa<Y rune ro 
Le n=1 


En faisant tendre N vers +0 : 
+00 +00 +00 
Vh > 0 [l rod < D nf (nt < | f (dé. 
h a 0 


La fonction h + | f (t) dt est continue sur IR}, comme primitive de la fonction 
0 


continue f. 


h 
On a donc, en particulier, lim | f ©) dt = 0. 
h—0+ 0 


+00 +00 h 
Comme l (ode= Î f (t) dt — Î f (&) dt, on en déduit : 


+00 


É Fiode= | (bat. 


h—0+ b 


+00 


+00 
Î = t) dt. 
On peut donc conclure que Em D hf cn) Î f(t)d 


9.16 1. Notons f :t EP CTLE et wé:utr Arctanu. La fonction 4 est une bijec- 


tion strictement croissante et de classe CT de IR sur ]-T,7[. On sait qu’alors 


+oo 
l'intégrale | fov(u)w(u) du converge et qu’on a l'égalité : 


5 +00 
soa= | roy(u)e' (udu: 
On obtient : 
Le du 


RE 
Mer (1+u?) ( (+454) 


+00 
enr 
. = .. VAri)] — 
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Solution des exercices 


t 


1 + {6sin? t 
de Chasles, on obtient : 


Le (p+1)r (n+1)r z 
Vn EIN ——— dt — ——— dt 
” 2 > f. ET k | 1 + {6sin?t 


Par définition de la convergence d’une intégrale et par composition de limites, 
on en déduit : 


oo 
2. e Supposons l'intégrale L dt convergente. En utilisant la relation 
0 


p=0 


n +00 t 
lim A | —————— dt 
n—+00 2 Ê 0 1++6 sin? (A 
ce qui prouve la convergence de la série Ÿ'v,. 


oo 
e Supposons la série ÿ'v, convergente et notons $ = ÿ° v,. Pour tout x > O, 
n=0 


en notant n un entier naturel tel que (n + 1)7 > x, on a, la fonction à intégrer 
étant positive : 


æ t (n+1)r 
————— dt < ——— U 
Î 1 + 46sin? # | RE > p< 


Par suite, la fonction x + | dt est majorée; la fonction intégrée 
0 


1+1t6sin?t 
t 


Tant dt converge. 


+00 
étant positive, on en déduit que | 
0 
3. e La majoration demandée se déduit directement des inégalités : 


Vtefnr,(n+1)r] t<(n+1l)r et #4 > nn. 


(n+1)r 
1+n$r$ sin? t 


(n+1)r il 5 1 
Vn € IN | at / @+ Li 


r 1 + n6x6 sin? t it n6r$ sin? t 


e La fonction t + étant de période T, on a : 


On déduit de la première question : 


Vn € IN [' _@+tr _,,_ @+lr, 
x 1+n676 sin? # Vn£r$ +1 


2 
Comme Er NU —, on déduit du point précédent que y = O (=) : 


par suite, la série ÿv, converge absolument, par comparaison aux séries de 
Riemann, donc converge. 
t 


1TFanr dt converge. 


+oo 
D’après la deuxième question, l’intégrale | 
0 
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9.17 1. Soit n € IN* ; on a : 


Te _ enr 2] 
.=R | Le feir #7 T1 


7. — __ (£) 
2isin (3) 


D > d 
| 
Q 
© 
A 
RS 
F 
ND 
+ A 
à 
D 
un 
re] 
[= 
si 
3 
WRI 
LP À 


On en déduit : 


Vn EIN* |s:| < 


DIS 
es 


|sin ( 
ce qui prouve que la suite (s,),-m est bornée. 


2. Soit n € IN* ; comme 50 = 0, on peut écrire : 


LEA 7,1 nm nm : 
D) CD D 
+ D — nu À 
n n—1 
= Sp 
p=i P = 
ee fi 1 
= —+N s,(--— ). 
nas 


. 2 : S | ; 
3. Comme la suite (s»),em est bornée, on a lim — = 0. D’après la question 
n—+o n 


cos (nx) 


précédente, la convergence de la série ) équivaut à celle de la sé- 


| 1 1 
ie Ds, CG) 


Si l’on note M = sup |s,|, qui existe, car (s,),,-n est bornée, on a : 


nEIN 
1 1 1 1 
sn (= <M(-- | 
n n +1 n n+li 


ms 1 1 : 4 
La série ) ee converge, puisque, par télescopage : 
nm nm 


n 


Vn € IN* 


N y. 1 
ce qui prouve que . im 2 ( ) 
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: 1 1 
Par suite, la série > Sn | — — converge absolument, par comparaison, 
n n+l 
| cos (nx) 
donc converge. En conclusion, la série ) ———— converge. 
nm 


nm 
9.18 1. Pour tout entier n > 2, posons u, = Inn — | Int dt. On a : 
n—1 


n 1 
Vn 22 un = Inn [tint] =@m-Dm(i-r)+1 
os n 


Effectuons un développement : 


Il 
3al+ 
_ 
= 
ee À 
na 


L'équivalent obtenu étant positif, on en déduit que la série Su, diverge, par 
comparaison aux séries de Riemann. 
2. (a) Pour tout entier n > 1, on a : 


n+3 +1 
[l médé= [élné-+]""7 


ee) Det-D 
ca (en(h)- (De) 


Effectuons un développement : 


n+3 1 1 1 1 
1. bnéde = iun + (n +;) C0) 
1 Î 
(2 )( 2n ms +0(x)) -1 
a 
aie 2 Sn n? 
1 
=inn+o0 (+). 


C’est le résultat annoncé. 
(b) Par sommation, on obtient, pour tout entier n > 2 : 


n n+ n 1 
n)=ÿhr= | mtdt+S uy avec = 0 (5): 
1 nm 
p=1 2 


p=l 


L 
2 
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Par comparaison aux séries de Riemann, la série Su, converge absolument, 


+00 


donc converge. En notant S = ÿ[ u,, on a: 


p=1 
++ 


In (n!) = fmé-45 ?+S+o(1) 


1 1 2 
En notant C = e5t"#+$, on en déduit : 


= celr+$)mn-n+o(1 _ CyR EL 
€ 


N . nm \ : 
c'est-à-dire n! + C'Yn(£)., d’où la conclusion. 
€ 


Remarque De la même manière que pour la proposition 4 de la page 465, on peut 
établir, à l’aide des intégrales de Wallis, que C' = 2r. 


9.19 1. (a) 
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Soit p € IN ; notons N — max { 9 fn); ne [0,1 }. Comme la série Ju, est 


à termes positifs, on a alors : 


P 
> Ut < DR < S, 
n=0 


ce qui prouve le résultat annoncé. 
La série à termes positifs ÿ° sa converge, puisque ses sommes partielles sont 


majorées. Dans l'inégalité > Ug(n) < S, valable pour tout p € IN, faisons 
n= . 


+00 
tendre p vers +oo ; il vient : Es Un) < D} Un: 
n=0 n=0 


Le résultat établi à la question précédente est valable pour toute série conver- 
gente à termes positifs et toute bijection de IN dans IN. En l’appliquant à la 


oo OO 
série Düg(n) et à la bijection o7!, on obtient l'inégalité D un < D Uo(n) 
n=0 


+00 +00 
On a donc établi D[ un = Y Uo(n) 


n=0 n=0 
Ces encadrements se déduisent immédiatement des encadrements suivants : 


VrelR —[x|<x<lrl et —[rl <—x <{x| 
D'après la question précédente, on a : 
VnelN O<uf <lu,l et 0<ux <lul. 
Les séries à termes positifs Du et Ju, convergent, par comparaison à la 
série convergente ÿ[u,|. 


Solution des exercices 


(c) Soit o une bijection de IN dans IN. D’après la première question (cas des séries 
à termes positifs), les séries ÿ° Un) et > Ut) convergent et l’on à : 


+00 +oo oo +00 
+ Un) — >. 47 € 7 Un) _ 13 7 (+) 
n=0 n=0 r=0 n=0 


De la convergence des séries Su’ ) et D Un): on déduit, par linéarité, la 


o(n 
convergence de la série ÿ° Gs + Us) , C'est-à-dire la convergence absolue 
de SÙ Uo(n) : 
Pour tout n € IN, on a : 
Un) — Un) = Ug(n)  €t UT — Un = Un. (4x) 
+00 +oo 
Les égalités (x) et (xx) donnent alors ÿ u{n) — de 
n=0 n—0 


3. Soit ÿ_u, une série à termes complexes absolument convergente et & une bijection 
de IN dans IN. 


e Ona: 
VnEIN |Re(ur)| <[unl et [Im(u)| < [unl 


On en déduit, par comparaison, la convergence absolue des séries D Re(u,) 
et > Im(u,). D’après la question précédente, les deux séries S Re (uo(n)) 


et > Im (ut) convergent absolument et l’on a : 


+00 +00 +00 +00 
ÿ Re (uo(n)) —= ÿ Re lun) et D Im (uo(n)) LL >. Im (un) : (+ * *) 
n=0 n=0 n=0 n=0 


e De la première question appliquée à la série ÿ |u,|, on déduit la convergence 
absolue de ÿus(n). En utilisant les égalités (+ x *), on obtient : 


+00 +00 +00 
D Uotm = D, Re (uo(m) +53 , Im (uo(n) 
n=0 n=0 n=0 
+00 +00 +00 
= Ÿ_Re(uh) +i Im(ur) = >. 
n=0 n=0 n=0 


Attention Si l’on suppose la série Su, convergente, mais non absolument conver- 
gente, il peut arriver, pour certaines bijections o de IN sur IN : 


e que la série D. Us(n) diverge, 


e ou bien que la série D[u,(n) Converge, mais que : 


+00 +0co 
>» Un Æ > Uo(n)- 
n=0 n=0 
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I Modes de convergence des suites de fonctions 
! Convergence simple ................ 
2 Convergence uniforme ............... 
3 Convergence uniforme sur tout segment ..... 


IT Convergence uniforme et limites ......... 
1 Convergence uniforme et continuité . . . . . . .. 
2 Théorème de la double limite . . ......... 
IIT Intégration, dérivation d’une limite ....... 
(| Intégration d’une limite . ............. 
2 Dérivation d’une limite .............. 


IV Séries de fonctions . ................. 


Modes de convergence des séries de fonctions 


OO © ND 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


EXELÉCICES: 2-5 Le D'ou e de nn ere 0e 0 eue 


Limites et sommes de séries de fonctions . . . .. 
Intégration terme à terme sur un segment . . .. 
Dérivation terme à terme ............. 


Comportement asymptotique . . . . ....... 


Suites et séries de 
fonctions 


Dans tout ce qui suit, IK désigne soit IR, soit € et Z est un intervalle de IR 
d'intérieur non vide. 

Ce chapitre est consacré aux suites et séries de fonctions, c’est-à-dire aux suites 
et séries à valeurs dans F(1,IK). 


| Modes de convergence des suites de fonctions 


Au chapitre 5 nous avons défini la convergence d’une suite dans un espace 
vectoriel normé. En ce qui concerne les suites de fonctions, il existe plusieurs 
manières « naturelles » de définir la convergence. Ces modes de convergence 
ne sont pas en général définis directement en termes de normes et sont fonda- 
mentalement différents entre eux. 

Dans toute cette section, (fh)nen est une suite de fonctions définies sur 1 à 
valeurs dans lK. 


1 Convergence simple 
éfinition 1 
e Soit f € F(I,IK). On dit que la suite (fy)hen converge simplement 
vers f si, pour tout x € 1,ona f,(x) > JC). 


e On dit que la suite (fh)nen converge simplement s’il existe une fonc- 
tion f telle que la suite (fh)nen converge simplement vers f. 


Remarques 
e La suite (fh)neIN converge simplement si, et seulement si, pour tout x € Î, 
la suite (fn(r)),cm est convergente. 


e On dit que la suite (fh)nen converge simplement sur J € I si la 
suite (fn|,),em converge simplement. 


e Ilest clair qu’il y a unicité de la limite simple. 


1 Modes de convergence des suites de fonctions 


p.533) Exercice 1 Étudier la convergence simple de (fn }nen, avec : 


fn : [0,1] — IR 
D CT 


p.533| Exercice 2 Soit, pour n € IN*, la fonction f, définie sur IR; par : 


1 
HT SITE 0] : 

n 
Vr elRI  j,(&)— 


1 
SIÈTIS toc). 
n 


Tracer le graphe de f, et étudier la convergence simple de (fn)emw- : 


Remarques 

e Certaines propriétés algébriques « passent à la limite simple ». 
Par exemple si les suites de fonctions (fn),em et (9n)nen convergent sim- 
plement vers f et g, alors la suite (fn + 9n)hew converge simplement 
vers f + g et la suite (frgn)hen converge simplement vers fg. 


e Beaucoup de propriétés analytiques ne passent pas « à la limite simple ». 
Par exemple, comme le montre les exercices précédents, 


* si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonc- 
tion f, celle-ci n’est pas nécessairement continue ; 


* si une suite de fonctions bornées converge simplement vers une fonc- 
tion f, celle-ci n’est pas nécessairement bornée. 


e Certaines propriétés liées à l’ordre passent « à la limite simple ». L'exercice 
suivant en donne un exemple. 


p.533] Exercice 3 Soit (fh)hen une suite de fonctions croissantes définies sur 1 qui 


converge simplement vers une fonction f. Montrer que la fonction f est croissante. 


Attention La notion de convergence simple n’est pas stable par composi- 
tion par une fonction continue. Par exemple, si f, est la fonction constante 
sur IR égale à L et @ la fonction définie sur IR? par ç@(x) = 1/x, il est clair 
que la suite (fh)nen converge simplement vers la fonction nulle, alors que la 
suite (po f. n)neN ne converge pas simplement. 
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2 Convergence uniforme 


Définitions, premiers exemples 
Dire que la suite de fonctions (fh)nen converge simplement vers f signifie : 


Ver Ve>0 nelN Vn>no |fn(x) — f(x) <e. 


Il faut bien garder en mémoire que le & n9 » dépend non seulement de €, 
mais également de x. Lorsque l’on peut choisir no indépendamment de x, on 
parle de convergence uniforme. 
éfinition 2 
e Soit f € F(I,IK). On dit que la suite (f,)heN converge uniformément 
vers f si: 
Ve>0 nelIN Vn>no Vxelr |fa(x) — f(x) <e. 


e On dit que la suite (fh)heN converge uniformément s’il existe une 
fonction f telle que la suite (fh)}hem converge uniformément vers f . 


Remarques 

e Comme on le voit, la différence entre la convergence simple et la conver- 
gence uniforme tient à l’ordre des quantificateurs. Cette différence est ca- 
pitale. 


e Ilest facile de vérifier que s’il existe une suite réelle (a,),-n telle que : 
* pour tout n EIN,onait: Vrel | fn(x) — f(x) < an, 
* la suite numérique (a@»)hen tende vers 0, 


alors la suite de fonctions (fh)nen converge uniformément vers f. 
Bien entendu, la conclusion subsiste si l’on se restreint au cas où la pro- 
priété «Vxe I fat) — f(x)| < an » n’est vérifiée qu’à partir d’un 
certain rang. 

e On dit que la suite (f,),en converge uniformément sur J C I si la 


suite ( nl — converge uniformément. 


y 


On peut associer à chaque fonc- 
tion fn son graphe dans le 
plan æxOy. La convergence uni- 
forme de la suite (fn)nem vers f 
signifie que pour tout € > O0, il 
existe un rang no à partir duquel, 
le graphe de f, est contenu dans la 
partie du plan æOy définie par : 
mel et yef[f(x)-e, f(x)+e]. 
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1 Modes de convergence des suites de fonctions 


roposition 1 


Si la suite (fn)nen converge uniformément vers f, alors elle converge sim- 


plement vers f. 


Principe de démonstration. Fixer xo € Î et particulariser x = xo dans la définition de la 


convergence uniforme pour établir fa(ro) —> f(xo). Démonstration page 533 
n— +00 


Remarque Il y a donc unicité de la limite uniforme. 


Point méthode 


Pour étudier la convergence uniforme de la suite (fh)neN, on commence par 
étudier la convergence simple. 

Si elle converge effectivement simplement vers une fonction f, on cherche 
alors à établir si elle converge uniformément ou pas vers f. 


Point méthode 


Pour montrer que la suite (fh)nem converge uniformément vers f, on cherche 
à majorer à partir d’un certain rang | fh(x)— f(x)| indépendamment de x € 1 
par un terme a, tel que ay — 0. 


n—+0o 
Exemples 
1. La suite (fh)nen, Où fn : [-3, 2) — IR pour tout entier naturel n, 
z + x" 
converge uniformément vers la fonction nulle. En effet, pour tout n € IN, on a : 
1 1 1 
Vx E |—-,- x)| £ —-. 
| 2 À In) on 
Puisque . — 0, la suite (fh)nen convergence uniformément vers la fonction 
n— +00 
nulle. 
2. Considérons la suite (fh)nen* de fonctions définies sur IR+ par f,(x) = 4/7 + L. 


Pour tout x € IR, et n € IN*, on a : 


/ 1 
În(x) = Ton 2 Va. 


Montrons que la suite (fn)nen+ converge uniformément vers la fonc- 
tion f:ær x. En effet, pour n € IN*, on a : 


VE EIRe fafa)— fe) = a+ VE = 


et donc : 
1 
VxelR+ 0< f(x) — f(x) < . 


Puisque  —+ 0,la suite (fh)nen convergence uniformément vers la fonction f. 
vVn n— +00 
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p.534] Exercice 4 On pose, pour tout entier n > 1, la fonction 
În : IR — IR 
T > sin (x + 2) : 


Étudier la convergence uniforme de (fh),em- 


Point méthode 


Lorsque l’on ne trouve pas de majoration simple de |f,(x) — f(x)| indépen- 
dante de x € TI, on peut éventuellement faire une étude de fonction. 


p.534) Exercice 5 Étudier la convergence uniforme de la suite (fh)nemn; Où fn est la 


fonction définie sur [0,1] par f(x) = x°(1 — x). 


Attention Une suite qui converge simplement ne converge pas nécessaire- 
ment uniformément. 
Point méthode 


Pour démontrer que la suite (fh)nen qui converge simplement vers une fonc- 
tion f ne converge pas uniformément, on peut : 


e démontrer que fn — f est une fonction non bornée pour une infinité 
d’entiers, 


e ou plus généralement chercher à exhiber une suite (æ»)hen à valeurs 


dans I telle que la suite (| ele à (än)l) NEC tende pas vers 0. 
ne 


Exemple 
À l'exercice 1 de la page 509, nous avons vu que la suite de fonctions (f,)ren définie par : 


fn : [0,1] — HR 
T + x”. 


converge simplement vers la fonction f définie sur [0, 1] : 


fe) = { 0 sixe[0,1|]; 


1 six=l. 
Pour tout ne IN et x € [0,1], on a : 


x sise (0,1|; 


Pa) — 1 = { 
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En particulier, pour tout n € IN* : 


1 


ACRDErTRLEES 


ce qui implique que la suite (fn)nen ne converge pas uniformément vers f. 


p.534| Exercice 6 Montrer que la suite étudiée à l’exercice 2 de la page 509 n’est pas 


uniformément convergente. 


p.535] Exercice 7 Soit, pour n € IN*, la fonction f, définie par : 


IR ER 
dE 


nx 
1+ n2x2 


Étudier les convergence simple et uniforme de (fh),emw: - 


p.535) Exercice 8 Étudier les convergences simple et uniforme de la suite (fh),cw-+ de 
fonctions définies sur IR; dans les cas suivants : 


. CCD 
2. fe) = (a+ =). 


Linéarité de la convergence uniforme 
La notion de convergence uniforme est stable par combinaisons linéaires. 


roposition 2 2 
Soit (fn)nen et (9n)nen deux suites de fonctions définies sur 1 à va- 
leurs dans IK convergeant uniformément respectivement vers f et g, ainsi 
que (À,u) € IK?. La suite (Afn + Hgn)hen converge alors uniformément 
vers Àf + ug. 


Démonstration page 536 


La notion de convergence uniforme n’est pas en général stable par produit, ce 
qui est l’objet de l’exercice suivant. 


p.536] Exercice 9 Donner un exemple de suite (fh)nen € F(IR, IR)\ convergeant unifor- 


mément, telle que (f?)hen ne converge pas uniformément. 
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Cas des fonctions bornées 


Rappels 
e L'ensemble B(1,IK) est l’espace des fonctions bornées définies sur 7 à 
valeurs dans IK. 


e Pour tout f € B(1,1K), on note : 
Noo(F) noel 


L'application NX est une norme sur B(1,1K), dite de la convergence 
uniforme. 


roposition 3 
La suite (fh)neN converge uniformément vers f si, et seulement s’il existe 
un entier N tel que pour tout entier n > N la fonction f, — f est bornée, 


et No(fn — f) nt 0. 


Démonstration page 536 


roposition 4 
Supposons que les fonctions f, soient bornées. 


La suite (fh)nemn converge uniformément si, et seulement si, elle converge 


dans l’espace vectoriel normé (B(1,1K), MN). 


Principe de démonstration.  Démontrer que la limite uniforme de (fn)hen est bornée. 


Démonstration page 537 
Exercice 10 On pose f: IR —+ IR 
TL 


=" : 
: 1+x4 


1. Calculer MN, (f). 


2. On pose fh : æ + f(nx), pour n € IN. Que dire des convergences simple et 
uniforme de (fn )neiN: 


Nous avons vu que le produit de suites de fonctions à valeurs dans IK conver- 
geant uniformément n’est pas en général uniformément convergente (cf. exer- 
cice 9 de la page précédente). En revanche, la notion de convergence uniforme 
est stable par produit lorsque l’on se restreint à des fonctions bornées ; c’est 
l’objet de l’exercice suivant. 


Exercice 11 Soit (fn)nen et (gn)nen deux suites à valeurs dans B(7,IK) conver- 


geant uniformément respectivement vers f et g. Montrer que la suite (f, In)nen 
converge alors uniformément vers f g. 
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3 Convergence uniforme sur tout segment 


Dans bien des cas, la convergence uniforme sur tout le domaine n’est pas vé- 
rifiée ou n’est pas simple à établir. En revanche, il arrive fréquemment que 
la convergence uniforme soit vérifiée localement. On le verra, la convergence 
uniforme locale permet d'établir d’autres propriétés locales : continuité, déri- 
vabilité, etc. 


éfinition 3 
On dit que la suite (f,),en converge uniformément sur tout segment 


de I si, pour tout {a,b] € J, la suite (fh),cm converge uniformément 


sur [a, b]. 


Remarques 
e S'il n’y a pas ambiguïté, on parle plus simplement de « convergence uni- 
forme sur tout segment ». 


e Il est immédiat que la convergence uniforme implique la convergence uni- 
forme sur tout segment. 
e Si la suite (fre 


converge simplement. En effet, pour tout x € I, le singleton {x} est un 
segment. 


N converge uniformément sur tout segment, alors elle 


Exemples 
1. Pour nE IN, notons fh: [0,1[ — IR 
z + x. 
La suite (fh)nen converge uniformément sur tout segment vers la fonction nulle. 
En effet, soit [a,b] un segment inclus dans [0,1]. Pour n € IN, puisque la fonc- 
tion f, est croissante, on a : 


Vrela,b O<fn(x) < fn) et fab) — 0. 


n— +00 


La conclusion suit. Cependant, il est facile de vérifier, pour tout n € IN, que l’on 
a Noo(fn) = 1, ce qui implique que la suite (fh)nen ne converge pas uniformément 
vers la fonction nulle. 


2. La suite définie par gn : ]—1,1] —> IR converge uniformément sur tout 
zu x" 


segment vers la fonction nulle. Soit en effet [a, b] € ]-1,1[. On a, pour n € IN : 
Ve € [a,6] [gn()| = let” < max{lal,1bl}". 


Puisque a et b sont des éléments de ]-1,1[, on a 0 < max{|a,|b|} < 1, ce 


qui implique max{|a|, [b|}" _… 0. On en déduit la convergence uniforme de la 
n— +00 


suite (Jn)nen sur le segment [a, b]. 
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Remarque Pour établir la convergence uniforme sur tout segment, il est sou- 
vent pratique de se limiter à certains types d’intervalles. 


Exemple Reprenons l’exemple précédent. Il est très facile de vérifier la convergence 


uniforme sur tout segment de la forme [—a, a], avec a € 10,1]. En effet : 
mn 


Vre[-a,a] 0< |gn(x)| = |r|" < a” et a —> OC. 


n— +00 


Soit maintenant un segment [a,b] € ]J-1,1[. Il est inclus dans un segment de la 
forme [—a, a] € ]-1,1{ (il suffit pour cela de prendre à = max{|a|, |b|}). Par consé- 
quent, la suite (gn)nen converge uniformément sur [a,b] et la convergence uniforme 
sur tout segment s'ensuit. 

L'intérêt de s'être restreint aux segments de la forme [—a@, a] est que sur ces intervalles 
on trouve de manière plus « naturelle » une majoration « plus simple ». 


Point méthode 


Pour établir la convergence uniforme sur tout segment de la suite (fh )neIN 
on peut se limiter à démontrer la convergence uniforme sur certains inter- 
valles 7, € I, à condition que pour tout [a, b] C T, il existe un intervalle J, 
tel que {a, b] C Z,. 


Exemples 

e Si I —IR', on peut se restreindre aux intervalles Z, = [a,+oæ{, avec a > 0. 

e Sil—=]-1,1|], on peut se restreindre aux intervalles Z, = [-a, a], avec à € ]0,1|. 
e Si Î — ]0,1|, on peut se restreindre aux intervalles 1, — [a,l — à], 


avec à € ]0, 1/2]. 


p.538| Exercice 12 On pose, pour tout entier n > 0, la fonction f, définie par : 
fn: J]0,+00[ — IR 
nx? +1 


us nx +1 


Etudier les convergences simple, uniforme, uniforme sur tout segment. 


p.539] Exercice 13 Pour n € IN, on pose f,: [0,1[ — IR 
z + (2&-1)7. 
Démontrer que la suite (f,)nen converge uniformément sur tout segment de 10, 1|. 


Exercice 14 Pour n € IN*, on pose fn: ]0,+oo[ — IR 
RS 


Démontrer que la suite (fh)hen converge uniformément sur tout segment. 
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Il Convergence uniforme et limites 


Dans toute cette section, (fh)nen est une suite de fonctions définies sur 1 à 
valeurs dans IK. 


1 Convergence uniforme et continuité 

On sait que la limite simple d’une suite de fonctions continues n’est pas en 
général une fonction continue (cf. exercice 1 de la page 509). En revanche, si 
la convergence est uniforme ou uniforme sur tout segment, alors f « hérite » 
de la continuité des fonctions f}. 


emme 5 


Soit a € 1. Si la suite (fh),en de fonctions continues en a converge unifor- 
mément sur Î vers f, alors f est continue en a. 


Principe de démonstration. 
Pour tout € > 0, fixer une fonction f, telle que Nx(fn — f) < 5. Ensuite, remarquer que : 


fæ) — f(a) = (f(x) — f(x) + (fn(æ) — fn(a)) + (fn (a) — S(a)) 
et conclure à l'aide de la continuité de f, en a. 


héorème 6 
Si (fn)nen est une suite de fonctions continues qui converge uniformément 


sur tout segment vers f, alors la fonction f est continue. 


À fortiori, si la suite (fh)nen converge uniformément sur I vers f, alors f 
est continue. 


Principe de démonstration. Pour démontrer la continuité de f en un x € I, utiliser le 


lemme 5 et conclure à l’aide de l'exercice 34 de la page 237. Démonstration page 539 


2 Théorème de la double limite 

Le théorème de continuité des limites uniformes de suites de fonctions conti- 
nues (cf. théorème 6) montre que si la suite (fh)nen de fonctions continues 
converge uniformément sur tout segment vers f et si a € I, alors : 


dim J() = Tim Tim fa(e). (*) 


Cependant la relation (x) ne s’applique pas en général lorsque a est une 
extrémité de Z. En effet, considérons la suite (fh)nen définie sur 1 = [0,1] 
par fn(x) = x”. Nous avons déjà établi la convergence uniforme sur tout 
segment de la suite vers la fonction f = 0 (cf. exemple 1 de la page 515). Par 
ailleurs, pour n € IN fixé, on a f,(x) à 1 et donc : 

Hi ff) = 0 et Hoi hr fr) = 1 


z—1 n—+00 x—1 
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Le théorème de la double limite, dont la démonstration est hors-programme, 
donne une condition suffisante pour que la relation (x) soit vérifiée lorsque a 
est une extrémité de J. 

héorème 7 (de la double limite) 
Soit a une extrémité de J. 

Si la suite (fn)nen converge uniformément sur 1 vers f et si pour 
tout n € IN, la fonction f, a une limite finie {, en à, alors la suite (, pen 
est convergente et : 


lin FE) lin. © 


T—a n— +00 


Remarques 

e Insistons sur le fait que l’hypothèse de convergence uniforme sur tout le 
domaine est cruciale ; comme nous l’avons vu, la convergence uniforme sur 
tout segment ne suffit pas. 

e L'exercice suivant propose une démonstration du théorème 7 avec des hy- 
pothèses beaucoup plus fortes. 


p.540] Exercice 15 Le but de cet exercice est de donner une démonstration du théorème de 


la double limite, dans un cas particulier. On n'utilisera donc pas ce théorème pour 
la résolution de l'exercice. 

Soit a une extrémité de J et (fh)nen une suite de fonctions bornées définies sur 7 
convergeant uniformément vers f. 

On suppose de plus que pour tout n € IN, la fonction f, a une limite finie £, en a 
et la suite (/n)nen est convergente. 

Montrer, en séparant les cas à fini et a infini, que : 


le 


IT Intégration, dérivation d’une limite 


Dans cette section, T est un intervalle d'intérieur non vide de IR et (fh)nemn 
est une suite de fonctions définies sur 1 à valeurs dans IK. 


1 Intégration d’une limite 


héorème 8 
On suppose que I = [a,b] avec a < b et que les fonctions f, sont continues. 
Si la suite (fh)nen converge uniformément vers f, alors : 


nm —_? 
J n— +00 [a,b] 


[a,b 


Principe de démonstration.  Majorer 


Î., (af) 


à l'ade de / | fn == Fe 
[ab] 


Démonstration page 540 
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Remarques 


e L'inégalité <(b—a)No(fn — f) est d’un usage courant. 


Î. Ur 


? 


e L'hypothèse de convergence uniforme est capitale, comme le montre l’exer- 
cice suivant. 


p.541) Exercice 16 


1 
1 Calculer 1, — | x"(1—x)dzx, pour ne IN. 
0 


2. Donner un exemple de suite de fonctions (fh)nen continues définies sur [0,1] 


convergeant simplement vers 0 et telle que lim În = +00. 
Hi +c0 [0,1] 


Remarque On ne peut pas remplacer dans le théorème 8 de la page précé- 
dente l’hypothèse que les f, sont continues par l’hypothèse que les f, sont 
continues par morceaux. Cela tient au fait qu’une limite uniforme de fonc- 
tions continues par morceaux n’est pas continue par morceaux en général (cf. 
exercice 10.11 de la page 552). En revanche, si la limite f est continue par 
morceaux, alors la conclusion du théorème 8 de la page précédente est vérifiée, 
comme le montre l'exercice suivant. 


p.541) Exercice 17 Soit (f,),cn une suite de fonctions réelles continues par morceaux 


définies sur [a,b] convergeant uniformément vers f. 
Démontrer que si f est une fonction continue par morceaux, la conclusion du théo- 


rème 8 de la page ci-contre est vérifiée, 1.e. | ee lim pe 
[ab] PTT J [ab] 
2 Dérivation d’une limite 


héorème 9 
Supposons que les fonctions f, soient de classe C'. 


Si la suite (fn)nen converge simplement vers f et si la suite (fem 
converge uniformément sur tout segment de 7, alors : 


e la fonction f est de classe C! et : 


Vrel f'(x)= lim f/(x); 


n— +00 


e la suite (fh)nen converge uniformément sur tout segment de 1. 


Cette conclusion est a fortiori vraie si la suite (f/ hein converge uniformé- 


ment sur J. 
Démonstration page 541 
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Principe de démonstration. Notons g la limite simple de la suite (f/)hen. Pour démontrer 


que f est de classe C!, fixer un a € I et montrer, à l'aide du théorème 8 de la page 518, que 
l'on a : 


Vr EI f(x) = f(a)+ | that. 


Pour montrer la convergence uniforme sur un segment [a, b], établir et exploiter l'inégalité : 


VrElaë |/(x)- fa(x)l < L LAC — g(a)l dt. 


Attention Une limite uniforme d’une suite de fonctions de classe C! n’est 
pas en général de classe C!. 


À titre d'exemple, considérons la suite (fh)nen* de fonctions définies sur IR, 
par fn(x) = 4/x + À. Nous avons vu que cette suite converge uniformément 


vers la fonction f :ær++ /x (cf. page 511). Les fonctions f, sont de classe C!, 
alors que la fonction f n’est pas dérivable sur IR}. 


On établit par récurrence le théorème suivant. 


héorème 10 
Soit p € IN*. Supposons que les fonctions f, soient de classe C?. Si 


e pour tout k € [0,p — 1] la suite ( po) converge simplement ; 


nEIN 


e la suite ( fe ) converge uniformément sur tout segment de I, 


nEIN 
alors la limite simple f de la suite (fr),em est de classe C? et, pour 
tout k € [0, p] : 


Vrelz fO(x)= lim f(x). 


n— +00 


Démonstration page 542 


Point méthode 


Supposons que les fonctions f, soient de classe C®. 


(p) 


Si pour tout p € IN la suite (fx converge uniformément sur tout 


Jen 
segment de J, alors la limite simple f de la suite (fh),em est de classe C® 
et, pour tout p € IN : 

Noir 0) 


n— +00 
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IV Séries de fonctions 
1 Modes de convergence des séries de fonctions 


Dans cette section, (un }hein est une suite de fonctions définies sur 1 à valeurs 
dans lK. 


Convergence simple 


On dit que la série de fonctions Su, converge simplement si pour 
tout æ ET, la série Du,(x) converge. Dans ce cas, on note : 


+00 
D'un: TI —5 K 
n=0 +00 
z > Y Un(x). 
n—=0 
Remarques 


e Souvent on parle de la série de fonctions Du,(x), où u,(x) est une ex- 
pression qui dépend d’une variable x. Par exemple, on parlera de la sé- 


rie de fonctions Der sur IR. Il s’agit bien évidemment d’un abus. Il 


. | > L 
faut entendre par « série de fonctions Se " * sur IR » : la série de fonc- 
tions ÿ_u,, où, pour tout entier naturel n, la fonction u,, est définie sur IR 


par ut) = e +, Cela étant, cet abus est à la fois très répandu et très 
pratique. 


e Pour a € IN, on note ÿ° u, la série où l’indexation commence à a. 
n>a 


e L'étude des suites de fonctions montre que certaines propriétés vérifiées 
+00 
par les u, ne « passent pas à la somme Ÿÿ[ uw, » en général. Par exemple, 


n=0 
si les u, sont continues, la somme n’est pas toujours continue. 


Convergence uniforme 

Notons (S;)nen la suite des sommes partielles de la série Su,, c’est-à-dire, 
pour ne IN, que S,:x > ux(x). En appliquant à la suite (S,),em les 
définitions vues pour les  . 7 fonctions, on définit : 

e la convergence uniforme de la série Su, : 

e la convergence uniforme sur J de la série ÿ[u, : 

e la convergence uniforme sur tout segment de la série Su». 

La proposition suivante est une simple reformulation de la définition de la 


convergence uniforme. 
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roposition 11 
La série Su, converge uniformément si, et seulement si : 


e la série converge simplement et 


e la suite des restes (R;,),,.n Converge uniformément vers la fonction nulle. 


Exemples 
C1" 


nm 


nm 


1. Montrons que la série de fonctions ÿ° x" converge uniformément sur [0,1]. 


_ F2: 
zx 2 est décroissante 


et de limite nulle. D’après le théorème des séries alternées, la série numé- 


riques CN yn est convergente. Toujours d’après ce théorème, en notant À, (x 
nm 


le reste d’ordre n de cette série : 


Pour cela, fixons x € [0,1]. La suite numérique (+ 


un + 
Dir 


Cette inégalité étant valable pour tout x € [0,1], on en déduit la convergence 
uniforme vers la fonction nulle de la suite de fonctions (Rh)nen et la convergence 


: Ps : 1)" 
uniforme de la série de fonctions Cr 7, 


2. Notons, pour n € IN, la fonction f, : x —L, définie sur RS La série Ÿ fh 


x+n? 
. 2 * 
converge uniformément sur IR’ . 
En effet, pour tout x > 0, on a : 


1 1 
a — 
x +n? n>+o n? 
La série numérique ÿ° — étant à terme général positif et convergente, par compa- 


raison la série numérique eu est convergente. Ainsi, la série de fonctions ÿ° fh 


converge simplement sur IR. De plus, pour tout entier naturel n, on a : 


+00 +00 
* 5 Li 1 
k=n+1 k=n+1 


On en déduit que la suite (Rh)nen est une suite de fonctions bornées et, 
pour n € IN : 


+00 
1 
4 _—_ 
No (An) > LU k2 =. de 


ce qui démontre l’assertion. 


Convergence normale 


La convergence normale, lorsqu'elle est vérifiée, fournit un moyen simple et 
efficace pour établir la convergence uniforme d’une série. 
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La série de fonctions Su, converge normalement si : 


1. pour tout n € IN, la fonction u, est bornée et 


2. la série D No(un) est convergente. 


Remarque On dit que la série de fonctions ju, converge normalement 
sur JC 1 si la série de fonctions Y_u,|, converge normalement. 


Point méthode 


Pour établir que la série de fonctions Su, converge normalement, il suffit 
d’exhiber une suite (ay )neIN € IRA telle que : 


e pour tout n € IN : 
Ve Ni 


e la série ÿ_ a, converge. 


Exemples 
1. La série de fonctions >. 
n>1 


e 7? 


;— converge normalement sur IR}. 

En effet, en notant f, la fonction définie sur IR} par fh(x) = —. cela pour 
tout entier n € IN*, on a immédiatement : 

il 

ne 

Puisque la série numérique Ÿ° — converge, la série ÿ f\, converge normalement. 


VER, [fr(x)| < 


2. La série de fonctions >(x(1 — z))" converge normalement sur [0,1]. 
En effet la fonction f : x + x(1 — x) définie sur le segment [0,1] est continue, 


positive. Une brève étude de f définie sur [0,1] montre que son maximum est 


atteint en - et vaut _ Par conséquent, pour tout entier n et x € [0,1], on a : 


0<(x1-—x))" < _ 


La convergence de la série géométrique ÿ° — assure la convergence normale de la 


série >, f”. 
p.543) Exercice 18 Étudier la convergence (simple/normale/uniforme) des séries de fonc- 


tions : 
îl Îl 
a — t a — 
Dee AD 


ml n>0 


Exercice 19 Étudier la convergence (simple/uniforme) de re"? (sur IR). 
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éfinition 5 
La série de fonctions ju, converge normalement sur tout segment si 
la série de fonctions 3) Un|uy Converge normalement pour tout [a, b] inclus 


dans 1. 


Exemples 

1. La série géométrique réelle ÿ x” converge simplement sur |—1,1[. La convergence 
est normale sur tout segment inclus dans |-1,1{. Il suffit en effet de vérifier qu’il 
y à convergence normale sur tout [—r,r], où r € [0,1[. Ce dernier point est assuré 
par le fait que |x”| < r° pour tout x € [-r,r] et que la série numérique ÿ 'r" est 
convergente. 

2. La série de fonctions > = converge normalement sur tout segment de ]0, +00. 

nZz 

Il suffit pour montrer cela d'établir la convergence normale sur tout inter- 
valle [a,+o!{, où a > 0. Pour un réel a > 0, on a : 


1 1 


VneIN Vrela,+oo[ 0< ee —_— 
zx+n  a+n? 


= > , qui est obtenue par comparaison aux séries 
1 


xæ+n? 


De la convergence de la série Ÿ° 


de Riemann, on déduit la convergence normale de la série ÿ° sur [a, +oo!. 


Convergence normale et convergence uniforme 


emme 12 
Si la série de fonctions ÿ'u, converge normalement, alors, pour tout a € I, 
la série numérique S_u,(a) est absolument convergente. 


Principe de démonstration. Utiliser le théorème de comparaison. | Démonstration page 543 


héorème 13 
e Sila série ÿ_u, converge normalement, alors elle converge uniformément. 


e Si la série du, converge normalement sur tout segment, alors elle 


converge uniformément sur tout segment. 


Démonstration page 544 


1 
p.544] Exercice 20 Démontrer que la série de fonctions Da — converge uniformément 
n>1 Fe 
sur tout segment de ]1, +]. 


Attention Une série de fonctions peut converger uniformément sans pour 
autant converger normalement, comme le montre l’exemple suivant. 
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_1)7 
Exemple La série ) Er x" converge uniformément sur [0,1] (cf. page 522), mais 
nm 


elle ne converge pas normalement sur [0,1]. En effet, en notant, pour n € IN*, la fonc- 


217 1 
tion wm :Tr en x" définie sur [0,1], on a W(un) = — et la série harmonique 
n n 


est divergente. 


Point méthode 


Pour démontrer la convergence uniforme d’une série, on commence par exa- 
miner la convergence normale. 


Exercice 21 Étudier les convergences simple, normale et uniforme de la série de 
fonctions ÿ_x"(1—x) sur [0,1]. 


Point méthode 


Pour démontrer que la suite (fh)nen converge uniformément, il est peut 
être pratique de démontrer que la série télescopique D (fn+1 — fn) converge 
uniformément. 


Exercice 22 Soit g : [0,1] — IR une fonction continue et (fh)nen la suite de 


fonctions définies par : 
0e Le el) cie j on 
0 


Démontrer que la suite (f,)hen converge uniformément vers une fonction conti- 
nue f vérifiant : 


Vz € [0,1] f(x) = g(x) + Î f() dt. 


2 Limites et sommes de séries de fonctions 


Continuité d’une somme de série de fonctions 
Le théorème 6 de la page 517 s’adapte immédiatement aux séries de fonctions. 


héorème 14 
Supposons que les fonctions w, soient continues. 
Si la série du, converge uniformément sur tout segment, alors la 


+00 
somme ÿ u, est une fonction continue. 
n=0 


+00 
À fortiori si la série Ju, converge uniformément, alors la somme ÿ[ u, 
n=0 


est une fonction continue. 
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Exemples 
—nx 


+00 
e 
1. La fonctio Th ————— est continue sur IR. 
netion f : % » RTE ” 


—nx 


En effet, en notant uw, la fonction définie sur IR+ par uA(x) — a. on à : 
nm 
1 
Vr ElR+ [un(x)| < PE 


1 


mr © Z, par comparaison aux séries de Riemann, la série ÿ° AT 


Comme 


converge. Par conséquent la série de fonctions du, converge normalement. 
Puisque les fonctions uw, sont continues, le théorème 14 de la page précédente 
permet d’affirmer que f est continue. 


2. Nous avons vu à l’exemple 2 de la page 524 que la série de fonctions Ÿ° a 
n>0 

converge normalement, donc uniformément, sur tout segment de |0, +co[. Puisque 

les fonctions x + ee sont continues sur [0,+o{, on en déduit que la fonc- 


+00 
tion f:xær D ue est continue sur [0, +co|. 
n—= 


Exercice 23 + | 
Démontrer que la fonction Ç : 1, +oo[ — IR définie par (x) = Se — est continue. 
n 
mil 


Théorème de la double limite 


Le théorème 7 de la page 518 s’adapte immédiatement aux séries de fonctions. 


héorème 15 (de la double limite pour les séries) 
Supposons que la série de fonction Su, converge uniformément sur I. 
Si a est une extrémité de Z et si, pour tout n € IN, la fonction u» a 
une limite {, en a, alors la série numérique ÿ'{, est convergente et la 


+00 +00 
fonction ÿ[ u, a pour limite ÿ° #, en a. 
n—=0 n=0 


eo 
1 
Exercice 24 Déterminer lim 5. = ll (1 + =) : 


on 


æ—0+ de 
n—Ù 


On pourra utiliser sans démonstration l'inégalité In(1 +t) <t, pour t E ]-1,+æ]|. 


Exercice 25 Calcul li SA He) 
xe alculer AUS 2, = 
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3 Intégration terme à terme sur un segment 


héorème 16 
Supposons que les fonctions uw, soient continues. 
Si la série Su, converge uniformément sur le segment [a, b|, alors 


Démonstration. Il s'agit d'une conséquence immédiate du théorème 8 de la page 518. ( 


p.547) Exercice 26 Soit (a; )hen une suite positive telle que ÿ a, soit convergente. 


+oo 


1. Démonter que l’application f définie sur [0,27] par f(x) = Ÿ ax sin(kx) est 
k=0 
continue. 
2° Caleuter_ fe 
[0,27] 


p.547] Exercice 27 Soit (z,r) € €” x IR? , avec r £ |z|. 


1 7. 
1. Pour tout t € [0,27], exprimer ——— sous la forme de la somme d’une série 
z—re 
géométrique. 
Indication. On distinguera les cas |z| <r et |z| > r. 
dt 


27 
D. Calculer 0) —= 1 DEEE 
4  Dérivation terme à terme 


Le théorème suivant est une conséquence immédiate du théorème 9 de la 
page 9519. 


héorème 17 (dérivation terme à terme) 


Supposons que les fonctions u, soient de classe C!. Si 


e la série du, converge simplement, 


e la série D u/, converge uniformément sur tout segment de I, 


+00 
alors la fonction Y° u, est de classe C! et : 
n=0 


+00 { +00 
BD v) => ue, 
n=0 n=0 
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Exemples 
+00 1 
1. P € IR, — - 
our æ +, posons f(x) 2, me pre 


Cette définition est licite, car pour x € IR}, on a : 
1 

Vn EIN* O<——— < — 
T + 


et donc par comparaison aux exemples de Riemann, la série 5° au converge. 


Pour n € IN*, notons u, : t + Les fonctions rationnelles 4, sont de 


D 
æ+n? 


classe C! et : 


1 
* ! . 
VzelR VnelIN” u,(x) = sr) 
Ainsi, par décroissance de la fonction u, : 
1 
Vx €EIR Vne IN* : — 
+ me ju, (æ)] 2 


Puisque la série 51/n4 est convergente, la série de fonctions Yu, conver- 
gence normalement, donc uniformément. On en déduit, puisque la série de fonc- 
tions Su, converge simplement, que la somme f est de classe C! et : 
+00 1 
Vz E IR (x) = — ———— 
+ J"( ) >. (x + n2} 
n=1 
+00 ex 
2. Pour x € IR}, posons g(x) = ÿ_(—-1)" 
n=1 
Cette définition est licite, car pour x € IR}, on a : 


LD 


n? 


Vn € IN* 


LD , 
n? n2 
NT 


et donc, par comparaison aux exemples de Riemann, la série }(—-1)" 
converge. 


Pour n € IN*, notons w, : x + (—1)"—. Par opérations sur les fonctions de 


classe C!, les fonctions v, sont de classe C! et : 


nzx 


VneIN* VrelR v,(x) = (1) 
0 


Fixons x € IR}. La suite (DE) est à valeurs positives. Il est im- 


— ) est décroissante de limite nulle. Ainsi, d’après 
nEIN* 


médiat que la suite ( 


le théorème des séries alternées, la série ÿ'v/, converge simplement et, pour 
tout N E IN, on a : 


+00 , +00 . et er (N+1)z 1 
— 1)? a 
2e PTS N+1 “N+I 
n=N+1 n=N+1 


On en déduit que la série de fonctions ÿ'v}, converge uniformément sur IR;. 
Puisque de plus la série de fonctions ÿ 'v, converge simplement sur IR} ,sa somme 
est une fonction de classe C. 
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co 


1 
p.548] Exercice 28 Pour tout x > 1, on pose ((x) = — 
n 


Ep il 


Démontrer que la fonction Ç est de classe C! et : 


—+oo 


Woo l LEON, 


nl 


nn 


n? 


Le théorème 10 de la page 520 se traduit ainsi pour les séries de fonctions. 


héorème 18 (dérivation terme à terme) 
Supposons que les fonctions uw, soient de classe CP avec p > 1. Si: 


e pour tout k € [0,p — 1], la série D u converge simplement, 


) 


e la série > u(P converge uniformément sur tout segment de 1, 


+00 
alors ÿ u, est de classe C? et pour tout k € [0, p] : 
n=0 


+00 
Pour démontrer que la fonction ÿ° u, est une fonction de classe C®©, on 
n=0 


+00 (k) +00 
> v) 0 
n=0 


n=0 


Point méthode 


peut chercher à démontrer que : 
e toutes les fonctions u, sont de classe C® ; 
e pour tout p € IN, la série Du converge uniformément sur tout seg- 
ment. 
Dans ce cas, on a pour tout p € IN : 


1e S (p) +00 
D v) = D u@). 
n=0 


n=0 


Exemple Reprenons l’exemple 1 de la page précédente. La fonction f est définie 
+0co 
sur IR} par f(x) = ÿ rev à 
n=1 
1 
xæ+in? 


Soit p € IN. Pour tout x e IR} et n € IN*, on a : 


Les fonctions u, : + définies sur IR} sont de classe C®%. 


p! p! 
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Puisque la série numérique D + est convergente, la série de fonctions Sup) 


converge normalement, donc uniformément, sur IR+. Cela étant vrai pour tout p € IN, 
+00 


la fonction f — ÿ[ u, est de classe C® et : 
n=1 
VpEIN VrelR: fO(x) =( DS p' 
p € zx EEK, Æ)=(— : — 
= 0 


Exercice 29 
+00 


Démontrer que la fonction Ç:x+ — de cae CR sSurll"0e|r 
nm 


ml 


5 Comportement asymptotique 


Dans cette section, on note |a, | l’intérieur de Z et l’on suppose que la sé- 
+00 
rie Un converge simplement, de somme f = ÿ° uy. 
n=0 
Il est fréquent de chercher le comportement asymptotique de f au voisinage 
de a ou 5 (limites, équivalents, etc.) Il s’agit là de problèmes qui peuvent être 


extrêmement délicats. Il existe cependant quelques situations « typiques ». 


Comparaison série/intégrale 


+00 
Une méthode pour trouver un équivalent de f = 5 u, en B (ou &), ou encore 
n=0 


pour démontrer que f a une limite nulle ou infinie en B (ou «), consiste à 
comparer avec une intégrale. 
Soit w : [0,+oo[ — IR; une fonction continue par morceaux décroissante, 


n+1 
montrons que la série ÿ (sn) — Fi p(t) at) est convergente. 


nm 
Pour n € IN, on a : 


0 < ot) [etat [7 (p6n) - v(0) dt < vin) — fn + 1) 


nm nm 
La fonction & étant décroissante positive, elle admet une limite finie positive 
en +oco. Par suite la série télescopique Y((n) — g(n + 1)) est convergente 


n+1l 
et, par comparaison, la série D. (sn) — | p(t) at) également et l’on a : 
nm 


+00 n +00 
D< D (vin) [ atiat) < Stein) - vin + D) < #00) 
n=0 Te n=—0 


+00 
Supposons de plus que l’intégrale ;i p(t) dt soit convergente. 
0 
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Dans ces conditions, pour N € IN : 


X J'"etwbar- [oo [own 
n=0 * ? 


N—+o J0 


La convergence de la série D (n) en découle et : 


Point méthode 


Soit u : 1 X IR; — IR, une fonction telle que pour tout x € T, l’applica- 
+00 


tion partielle t + u(x,t) soit décroissante et l'intégrale ! u(x,t) dt soit 
0 


convergente. 


+00 
Pour obtenir un équivalent en 8 de f:xær Y u(x,n) on pourra : 


m=Ù 


+00 
1. établir la majoration | f(x) - | Hot) at UE 
0 


LEO 
2. puis démontrer que u(x,0) = 0 (| UE) at) au voisinage de 8. 
0 


+00 1 


p.549) Exercice 30 Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 


il 
Donner un équivalent simple de f au voisinage de 0. 
Equivalent à l’aide d’une autre série 
+00 
Une autre méthode pour trouver un équivalent de f:æ1+ 3 u,(x) en 5 
n=0 


(ou a) est de remplacer w,(x) par un équivalent simple lorsque x tend vers B. 


Exemple : suite de l’exercice 30 
Notons uw, la fonction définie sur IR£ par uw, : x Tex: pour n entier naturel. 


Pour n EIN*,ona u,(x) 1. Cela permet d’« intuiter » que f(x) x © 
? n( no zn? P q #( ne #° 
oo 1 

ou S —= ) An? 
n=1 


Pour montrer cela, il suffit de montrer que lim x f(x) = S. Utilisons le théorème 
T— +00 
de la double limite. Pour tout x € ]0,+oo![ et n € IN*, notons w,(x) = œun(x). On a : 


[en (æ)| 


. be 1 
_ l+n2x nn? 
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Par comparaisons aux exemples de Riemann, on en déduit la convergence normale, et 
donc uniforme, de la série Sv, sur ]0,+co![. Par ailleurs, pour tout n € IN*, on a : 


nf 


RE 2 


Ainsi, d’après le théorème précité, pour x € ]0, +oo! : 


+00 +06 1 
af(a)= un) > D5 
n=1 — 


Remarque 
La comparaison avec une intégrale obtenue à l’exercice 30 de la page précédente 


donne : 
RS EE 
Ü< _ __— | 


Cet encadrement n’est pas suffisamment précis pour pouvoir en déduire un équivalent 
en +00. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 Pour tout x € [0,1], on a: 
lim 2 0 sixe([0,1|; 
n—+00 En 1 six = li. 


Ainsi, la suite (fh)nen converge simplement vers la fonction f qui vaut 1 en 1 et 
qui est nulle sur [0,1{. 
Exercice 2 


e Pour n € IN*, on obtient le graphe suivant. 


4 Y 


e Ilest clair que f,(0) — 0. 


n— +00 
Soit x € ]0,+oo[. On constate que la suite (f,(x)) 


lorsque n > [+], on a x > À et donc fh(x) = À. 
Il s'ensuit que pour tout x € IR} : 


est stationnaire. En effet, 


nEIN 


si x = 0; 
lim f(x) = 


n— +00 


. * 
sit elR. 


Br © 


Exercice 3 Soit (r,y) € I? tel que x < y. 
Pour tout n € IN, du fait que la fonction f, est croissante, on a : 


f(x) < fn(y). (1) 
Par convergence simple, on a f,(x) =. f(x) et fn(y) _ f(y), ce qui implique 
n— +00 n— +OO 
par passage à la limite dans l’inégalité (1) que f(x) < f(y). 


En conclusion, la fonction f est croissante. 


Proposition 1 Supposons que la suite (f,)hen converge uniformément vers f. Soit x0 € 1 
et € > 0. Par définition, il existe no € IN tel que : 


Vneño el |AD-f@|<s 
Fixons un tel entier no. À fortiori, on a : 
Vn>no |fn(ro) — f(xo)| <e, 


ce qui démontre que f, (ro) En f(xo). La convergence simple en découle. 
n— +00 
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Exercice 4 


e Soit x € IR. Par continuité de la fonction sin en x, on a, pour n € IN* : 
: 1 ; 
fnlx) =smixt-}) —+ sinx. 
n n— +00 


Ainsi, la suite (fh)nen-+ converge simplement vers la fonction sin. 
e Puisque sin’ — cos, l'inégalité des accroissements finis appliquée à la fonction sinus 
sur IR donne : 
V(x,y) EIR?  [siny—sinx| <|y-x|. 
Par conséquent, pour tout n € IN* : 


1 1 
sin (x + =) — sin(a)| < —: 
n n 


VxeElR |fn(x) —sin(x)| = 


En conclusion : la suite (fn)nen converge uniformément vers la fonction sin. 


Exercice 5 Il est facile de vérifier que la suite (fh)nen converge simplement vers la 
fonction nulle. 


Soit n € IN*. La fonction f, est de classe C! et : 


Vx e[0,1] f(x) =nx" ! (: — _ l :) : 


On en déduit le tableau de variations suivant : 


0 = l 
fi(æ) [O0 + 0 — 
AE 


I 
On déduit du tableau de variations que pour tout x € [0,1] : 
de ses) 
7 ANR HI) EI Val 
Puisque 0<- <1,ona (4) < 1 et donc, pour tout x € [0, 1] : 


1 " 1 
Déftre ( _ ) < An ——+ 0. 


n+il\n+li nti n—++00 


Par conséquent, la suite (f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle. 


Exercice 6 À l'exercice 2 de la page 509, nous avons montré que la suite (fh)nen+ de 
fonctions définies sur IR; par 
1 
n'x sixe jo] ; 
nm 
Vn EIN* VrelR} fn(z) = 


1 
si x € eo 
n 
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converge simplement vers la fonction f définie sur IR} par f(x) = 1/x si æ > 0 
et f(0) = 0. Soit n € IN*. Pour tout x € IR} : 


f(x) — fn(x) = L 
0 sinon. 
Par conséquent, Lin, (f(x) — fn(x)) = +oo et donc la fonction f — fh n’est pas 
x— 


bornée. 
La fonction fn — f n'étant bornée pour aucun entier n € IN, la suite (fy)nem ne 
converge pas uniformément vers f. 


Exercice 7 


e  Étudions la convergence simple. 
Pour tout n € IN*,on a f,(0) = 0 et donc fh(0) —+ 0. 


n— +00 


Pour x € IR* fixé, d’après les théorèmes généraux : 


nx nx 1 
À 
1+n222 n=+oo n?272 n—+o NT n—+00 


Il s'ensuit que la suite (f,)nen+ converge simplement vers la fonction nulle. 


e  Etudions la convergence uniforme. 


En posant g l'application définie sur IR par g(x) = on à, pour tout x € IR 


LT 
1+2x2 ? 


et n EIN*, la relation f,(x) = g(nx). En particulier : 


fn () =gd= : 


La suite (fn)nen* ne converge donc pas uniformément vers (0. 


Exercice 8 


1. +  Étudions la convergence simple. Pour tout x € IR, on a selon les théorèmes 
généraux fn(x) . x?. La suite (fh)}nen converge donc simplement sur IR+ 
n— +00 


vers la fonction f : x + x°. 
e Pour tEIR: , on a: 


2 
1 2 1 
pate) ste) = (a+ à) -p| = + — 
nm n n 
En particulier : 
1 
2 2\1 | 
Lo ni ) 2 n?2 _. Le 


et donc la convergence n’est pas uniforme. 


2. °e  Étudions la convergence simple. Pour tout x € IR, on a selon les théorèmes gé- 
néraux fn(x) eur x?. La suite (f,)hew- converge donc simplement sur IR+ 
n— +00 


vers la fonction f : x x?. 
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x 


° Ona ffu(x) — f(x)| = [22 
L'étude de la fonction définie sur IR}; par g:ær ze 


, pour tout x E IR... 


77 montre que : 


anse" 
Il s'ensuit que pour tout x € IR+ : 
—Z —2x el 
1 
xe e à 


n n n n? n—+00 


Lfn(x) — f(x)| = 2 
donc la convergence est uniforme. 


Proposition 2 llest clair que la suite constante nulle converge uniformément vers la fonction 
nulle. On suppose désormais que (À, u) Z (0,0). 
Soit € > 0. Par définition, il existe deux entiers n1 et n2 tels que : 


E 
Vn >n Vrel n(t) — f(x) < ——— 
€ 
Vn >n2 Vrel nt) — ga £ 
Ainsi, en posant no = max{n1,"2}, on a, pour tout x € Î et n > no : 
LARG) + agn(a)) — (ASC) + ug())| = JA(fa(a) — F()) + a (gn(æ) — g(æ)) 
< A fax) — f(x)] + lul [gn(x) — g(x)) 
€ € 
SA +] = = 
AE ai À A Ta 


Par conséquent, suivant la définition, la suite Be + H9n) en converge uniformément 


vers Àf + 19. 


Exercice 9  Posons, pour tout entier n non nul, la fonction f, : x + x + — ru définie 
sur IR. Il est facile de justifier que (fh)hen converge uniformément vers l’identité 


de IR. En revanche la suite (f2)4en ne converge pas uniformément d’après l'exercice 8. 


Proposition 3 
e Supposons que la suite (f,)hen converge uniformément vers f. 
* Par définition, il existe un rang N tel que : 
Vn>N Vxel | fn (x) — f(x)| <1. 
Fixons un tel entier N. Pour n > N, les fonctions f,, — f sont bornées. Il s'ensuit 
que la suite (No (fn — ner est définie. 
* Soit un réel € > 0. Par définition, il existe un entier no > N tel que : 
< 


Vn>no Vrel |fa(x)— f(x) <e. 


Fixons un tel entier no. Par définition de la borne supérieure, pour tout n > no, 


on a Noo(fn — f) <E 
On a ainsi démontré que N,(fn — f) — 0. 


n— +00 
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e Supposons qu'il existe un entier N tel que les fonction f, — f soient bornées 
pour n > N et que l'on ait M(fn — f) — 0. 
n— +00 


Soit € > 0. Par définition, il existe no € IN tel que : 


Vn Z no No(fn — f)<E 


Fixons un tel entier no. On a alors pour tout n > no : 


VT ET |fn(x) — f(x)] SN (fn — F) KE, 


ce qui prouve la convergence uniforme de la suite (fh)nem vers f. 
Proposition 4 


e Supposons que les fonctions f, soient bornées et que la suite (f,)hen converge 
uniformément vers une fonction f. 
On sait alors qu'il existe un entier no tel que f — f,, est bornée et donc, du fait 
que fn, est bornée, f = (f — fn,) + fn, est bornée. Il vient alors immédiatement de 
la définition de la convergence uniforme que f est la limite de la suite (f,)»em dans 
l'espace vectoriel normé (B(I,1K), N>). 


e Supposons de la suite (f,)r1en de fonctions bornées converge dans l'espace vectoriel 


normé (B(1,1K), Nx) vers la fonction f. On a en particulier N(fn — f) — 0. 
N— TOO 


Ainsi, d’après la proposition 3 de la page 514, la suite converge uniformément vers f. 


Exercice 10 


1—3, 


+—— pour tout x E IR. 


1. La fonction f est impaire, de classe C1 sur IR et f/(x) — 


On en déduit le tableau de variations ci-dessous. 


38/4 


Par conséquent la fonction f est bornée et NL (f) — 


4 
2. e La suite (fh)hen converge simplement. 
En effet, puisque lim f = lim f = 0, on a pour tout x € IR* : 
+0co — CO 
fnfz) = f(nx) — 0. 


n— +00 


Par ailleurs, f,(0) = 0 pour tout n € IN et donc f;(0) 2. 0. 
n— +00 


Par suite, la suite (f,)nen converge simplement vers la fonction nulle. 


e Ilest immédiat que No (fn) = No(f) = — pour n € IN*. 
La convergence n’est donc pas uniforme. 
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Exercice 11 Si (f,g) € B(I,1K)?, alors : 
VreT |f(x)g(x)| = |f(x)| |g(x)] NP No (9), 
et donc fg est une fonction bornée et : 
No(f 9) SN (F) No (9): 
Par ailleurs, du fait que la suite (fh)nen est convergente dans (B(1, IK}, Nos); la 
suite (Wo(fn)), an st majorée par une constante M. 
Pour tout nEIN,ona fn9n — f9 = fn(9n — 9) + 9(fn — f) et donc : 
No (fin — 19) < No (fn(gn — 9)) + No (g(fn — F)) 
< MNoo(gn — 9) + Noo(g) Noo(fn — f). 


Puisque Ny(9n — 9) a 0 et No(fn — f) 0, on obtient : 
OK Noo(fngn — F9) < MN (gn — 9) + Noo(9) Neo (fn — P) 2 0: 


En conclusion, la suite de fonctions (fhgn)nen converge uniformément vers fg. 


Exercice 12 

e  Étudions la convergence simple. Pour n € IN et x € IR, , d’après les théorèmes 
généraux : 

nx? +1 nx? 


fn(x) = 


Par conséquent, la suite (fh)nen+ converge simplement sur IR. vers f = Id: 


MNJ DJ Te 
nx +1 n—+o nr n—-+00 


e  Étudions la convergence uniforme sur IR*. Pour cela, étudions. pour n € IN*. la 
+ 9 ? ? 

= ; 

nx+1 


fonction g :x + x — f(x) sur IR}. Pour tout x € IR}, on a g,(x) = 
La fonction g, est de classe C! sur IR; et g/,(x) = CES ILE 


On en déduit la tableau de variations de g». 


Il s'ensuit, pour tout entier n > 0, que g, est bornée et que 


No(fn — f) = Noo(gn) = 1. 
La convergence n’est donc pas uniforme. 

e Montrons qu'il y a convergence uniforme sur tout segment. Pour cela, il suffit 
d'établir qu’il y a convergence uniforme sur [a,+o[ pour tout a > 0, car pour 
tout [a,b] C ]0,+oo!{ on a [a,b] € [a, +. 

Soit donc a > 0. L'étude précédente montre, pour tout entier n > 0, que g, est 


bornée sur 1 = [a, + et 
.) (— , 
,— } = max ec 
n na +1 nn) n—+00 


En conclusion, la suite (fh)nen* converge uniformément sur tout segment de IR . 


sup |gn(x)| = max 170 
xEfa,+oo 
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Exercice 13 
e Pour x € ]0,1|,on a 25 —-1€e]-1,1] et donc f,(x) mé 0. Par conséquent, la 
n— 


OO 
suite (fn)nen converge simplement sur |0,1| vers la fonction nulle. 
e Pour établir la convergence uniforme sur tout segment, il suffit d’établir la conver- 
gence uniforme sur tout segment de la forme [a, 1 — a], avec a € ]0,1/2{. 
Soit a € ]0,1/2]. Alors : 
Væ E[a,l—-a] 2a—-1<2x—1< 1— 20. 
Par conséquent, [2x — 1| < |1 — 2a| < 1, pour tout x € [a,1 — a]. On en déduit, 
par croissance des fonctions puissances positives : 
VneIN Vrelal-a [fr(x)| <[1-— 24/7. 
Comme |1 — 2a] < 1, cela implique [1 — 2a|" — 0 et la convergence uniforme 
n— +00 


vers la fonction nulle sur l'intervalle [a, 1 — a] s’en trouve démontrée. 
Par suite, la suite (fn)nen converge uniformément sur tout segment de ]0, 1| vers 
la fonction nulle. 


Exercice 14 Pour tout x € ]0,+æ{, on a xl/n > 1. Ainsi, la suite (fh)neN- 
n— +00 


converge simplement vers la fonction constante 1. 
Soit [a, b] € ]0,+oco[, avec a < b. Par croissance des fonctions puissances positives : 


VnEIN* Vrela,b] |fa(x) — al/n| + TOME LUE LL 


Comme bl/7 — ql/% 3; 1-1 — 0, on en déduit que la suite (f, — a!/") 
n— +00 nEIN 


converge uniformément vers la fonction nulle sur [a,b]. Puisque a!/" — 1, on 
n— +00 


en déduit que la suite (fn)nen converge uniformément vers la fonction constante 1 
sur [a,b]. La conclusion suit. 


Lemme 5 Soit £ > 0. L'hypothèse de convergence uniforme donne l'existence d’un entier n 
tel que N,(fn — f) < 5. Fixons un tel entier n. 


Par continuité de f, en a, il existe un réel 7 > O0 tel que, pour tout x € I tel 
que x = al < 7, on ait [fn (x) = fn(a)| < =: 
Par conséquent, pour tout x € Î vérifiant [x — a| < 7, on a : 
(FC) — f(a)l = 1f(x) — f(x) + fax) — fn(a) + fn(a) — f(a)] 
€ 1x) — fn(r)] + nr) — fn(a)| + [fn(a) — f(a)] 
< No — fn) + |fn(t) — fn(a)| + No(fn — f) < “ 
La continuité de f en a est donc démontrée. 


Théorème 6 Soit [a,b] € 1. Puisque la suite (f,)1en converge uniformément vers f 
sur [a,b], d'après le lemme 5 de la page 517, pour tout x € [a,b], la fonction f est 
continue en x. Par suite f est continue sur {a, b]. 


Puisque la fonction f est continue sur tout segment de 7, elle est continue sur J, en 
vertu de l'exercice 34 de la page 237. 
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Exercice 15 Notons £ la limite de la suite ({, he. 
Soit € > 0. Par définition de la limite, il existe un entier naturel n1 tel que pour tout 
entier n > n1 on ait : 
€ 


Fixons un tel entier n1. 
Par convergence uniforme, il existe un entier naturel n2 tel que pour tout en- 
tier n > n2 on ait : 
Noo(f — fn) < 
Fixons un tel entier n2 et posons no = max{n1,n2}. 


Cas a = + Par définition de la limite, il existe réel M tel que pour tout x > M 
on ait : 
€ 
| fno (&) L Eno| < 3 
Ainsi, pour tout x > M, on a : 


le — f(œ)| = [(E— £ne) + (Enp — fno(®)) + (no(a) — F(R))| 
) 


LE ln] + ln — fno(t)| + fno() — f(x)| 
E E E € € 
Save NV ee re res 


On en conclut que f(x) a L: 
T— +OO0 


Le cas a — —c se traite de la même manière. 
Cas a fini Par définition d’une limite finie en a, il existe n > 0 tel que pour 
tout ze [N[a—-17,a+n] on ait : 
| fno (x) s LP < 3 
Ainsi, pour tout x € 1N[a — n,a+n], on a comme précédemment : 


le — F()] < 1 — Eno] + Véro — no (0)1 + lof) — FD <S+S+2Se. 


On en conclut que f(x) mur Le 


Théorème 8 Puisque les fonctions f, sont continues et que la convergence est uniforme, 
la fonction f est continue (cf. le théorème 6 de la page 517). 


Par conséquent l'intégrale f est définie. 
[ab] 


Pour tout entier n on a : 


[Un 


Puisque la convergence est uniforme : 


m9 


et par linéarité de l'intégrale sur un segment la conclusion en découle. 


< | fa-fi< | Non f)= (6-0) No(fn — f). 
[a.b] [a.b] 


0 < <(b—a)No(fn — f) — 0, 


n— +00 
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Exercice 16 
1. La fonction x + x"(1 — x) est continue sur le segment [0,1]. Un calcul simple 
donne : 


1 1 1 1 1 
= | (= ne] d= / s'ar- | x"*TT dr = — —, 
0 0 0 n+l n +2 


1 
et donc 1, = CESICE D) 
2. Posons f,:xr n°x"(1-— x). 
Les fonctions f, sont continues. Pour tout x € |0, 1{, par croissances comparées, on 
à fat) Berre 0. De plus on à f,(0) = fh(1) = 0 lorsque n > 1.Par conséquent la 


suite (fn)nen converge simplement vers la fonction nulle. Cependant par linéarité : 


3 nm 
=D In = — : 
RE T7 ARR 
Exercice 17 Si la fonction f soit continue par morceaux, alors l’intégrale f est 


[ab] 
définie. Pour tout entier n on a : 


LE à no D Ne n — = (ba) NN D — . 
fu-ni<f nef aeu-n=6-0nt-p 


Puisque la convergence est uniforme : 


par conséquent : 


et la conclusion en découle. 


Théorème 9 
e Notons g la limite simple de la suite (f/ )1en. D'après le théorème 6 de la page 517, 
la fonction g est continue sur J. 
e Fixons a € I. Pour tout xEe T'et nEIN,ona: 


PROPOS AOL 


Fixons un x € I.Si x > a, d'après le théorème 8 de la page 518, on a : 


PROPOS AO C0 


— +00 


et si æ < a : 


În(&) — fn(a) =- [ro — - [aa [so 


—+ +00 


241 


Chapitre 10. Suites et séries de fonctions 


Par ailleurs, de la convergence simple de la suite (f,)nen, il vient que : 
Pn(e) — Fna) > SG) — Fa). 


Par conséquent, pour tout x € I : 


f{e) — f{a) = | g(e) dt. (+) 


Cette dernière expression montre que f est une primitive de g sur Z, donc une fonction 
de classe C1. 


Fixons [a,b] C I et notons a, = sup |[f/(x) — g(x)|. La continuité de f} — g 
xE[a.b] 


donne l'existence de a, pour tout n € IN. La convergence uniforme sur tout segment 
de (f/}nen vers g assure que a, > 0. Ainsi : 
— 


n— +00 


Ve € lat |A) AG] < Ÿ IA -gtmldt < (b- ajan 0 


Par conséquent, la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur [a,b]. 


La conclusion suit. 


Théorème 10 Démontrons par récurrence l'assertion #, : 


« Si les fonctions f, sont de classe CP et 


* pour tout k € [0,p — 1] la suite (9) converge simplement ; 


nEIN 
* la suite Poe 
alors la limite simple f de la suite (fn),em est de classe CP et, pour 


tout k € [0,p] ona:Vrer fM(x) = lim f(x). » 


converge uniformément sur tout segment de T, 


Initialisation. Le cas p — 1 correspond à l'une des conclusions du théorème 9 de la 
page 519. 


Hérédité. Supposons #, vraie pour un p € IN*. 
Supposons que les fonctions f, soient de classe C?*!, que pour tout k € [0, p] la 


suite me converge simplement et que la suite Ge converge uni- 


EIN 
formément sur tout segment de JZ. Le théorème 9 de la page 519 appliqué à la 
suite (Pen donne que ( DS converge uniformément sur tout segment de 7 


vers une fonction g de classe C! et que : 


: (p+1) =} 
VrET lim, FU (x) = gx) 


Puisque la suite COS converge uniformément sur tout segment de J, l'hypothèse 
de récurrence donne que la limite simple f de la suite (fh),.n est de classe C? et, 
pour tout k € ][0,p] on a: 

Vrelz fW(x)= lim f(x) 


n— +00 
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En particulier : 


Par conséquent, f(?) est de classe C! et : 


Vrelz fPHD(x)=g'(x)= lim fE+D(x). 


n— +00 
Cela termine la démonstration. 


1 


Exercice 18 Posons u, :æ + Pa 


e Lorsque n > 1 la fonction u, est définie sur IR et bornée et N(u) = +. 


La série numérique Ÿ° — étant convergente, la série Ÿ[ u, converge normalement 
n>1 


sur IR, donc uniformément, a fortiori simplement. 


e La série Ÿ uw, ne converge pas normalement sur IR*, car uo n’est pas bornée. 
n2>0 


La convergence normale de la série ÿ[ u, montre que la suite (R;)nen des 
n>1 


restes converge uniformément vers 0. Ainsi, la série ÿ° u, converge uniformé- 
n2>0 


ment sur IR*, et donc simplement. 


Exercice 19 Pour n € IN, posons vw, la fonction définie sur IR+ par v,(x) = xe"?. 


e Pour x —0, la série ÿ_v,(0) est la série nulle et elle est convergente. 
Pour x > 0, puisque 0 < e* < 1, la série géométrique à '(e”*)" est convergente 
et donc la série Sv,(x) est convergente. 
Ainsi, la série ÿv, converge simplement. 


e Pour tout x >0et ne IN on a: 


+00 —(n+1)x 
mes À est 
k=n+1 


et—1 


On sait que — 


"Er 1. On en déduit en particulier que : 
— 


1 n —1-1 —1 
Rnl-|=——e nm ——> e€ 
n 1—e x n— +00 


Cela est incompatible avec la convergence uniforme de la série ÿ v,. On en déduit 
que la convergence n’est pas uniforme. 


Lemme 12 Supposons que la série de fonctions Su, converge normalement sur 1. Alors, 
pour tout nEINetxelona: 


l'un(æ)| < No(un) 


et puisque la série numérique de terme général positif SN (u,) est convergente, par 
le théorème de comparaison, la série S ‘lu, (x)| est convergente. 
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Théorème 13 
e Supposons que la série de fonctions Su, converge normalement. 


Soit x € I. Puisque la série Su, converge normalement, la série S'u,(x) est 
absolument convergente. On en déduit pour tout n € IN l'inégalité : 


+00 +00 
k=n+1 k=n+1 


Ainsi, par définition de la norme de la convergence uniforme : 


+00 +00 
S we », Mu): 
k=n+1 k=n+1 


Du fait que cette inégalité est valable pour tout x € T'et n E IN, le reste À, de la 
série est borné et 


+00 
Nota) < ÿ NsCux). 


k=n+1 
+oo 
Il suffit pour conclure de remarquer que 9 Ns(ux) — 0. 
bn n— +00 


e Supposons que la série de fonctions Su, converge normalement sur tout segment. 
Soit [a,b] C 1. En appliquant le premier point à la série Un la série de 
fonctions Su, converge uniformément sur a, b]. 

La conclusion s'ensuit. 


Exercice 20 Pour n € IN*, notons uw, :7r - 
Montrons que la série Ÿ u, converge normalement sur tout segment de [1,+oco|. 


n>1 
Soit [a,b] C ]1,+o![. Pour tout n € IN*, du fait que la fonction u, est décroissante, 
on à : 
1 1 
Vx € {a, b] Er 7 


La convergence de la série numérique ÿ° — donne alors la convergence normale de 
la série Su, sur [a,b]. 


Cela étant vrai pour tout segment [a,b] € ]1,+oco{, la conclusion suit. 


Exercice 21 Notons u,(x) = x"(1—-x), pour xe [0,1] et ne IN. 
e Montrons que la série Ju, converge simplement. 
Pour æ = 1, pour tout n € IN, on a u,(1) = 0 et donc la série Su, (1) est 
convergente. 
Soit x € [0,1]. La série SJ u,(x) est convergente, puisqu'il s’agit d’une série 
géométrie de raison x. 
e La série ÿu, ne converge pas normalement sur [0,1]. L'étude de la fonction u, 


n 1 1 Le 
Noo(un) ='un (=) Ta Ü-—) ‘ 


montre que : 
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1 u 1 n 
nl[|[1-— =nm(1-—|)-- ——> —1, 
n+l n +1 n +1l n-+00 


n 
1 —1 é 
on à | 1 — —: == € et N. (2) AU 
( n+l n— +00 = ( n) +00 


Puisque 


On en déduit que la série SN (ur) diverge. 
e La série Du, ne converge pas uniformément sur [0,1]. 
En effet, pour tout x € [0,1[, on a : 
+00 
Vn eIN R;(x) = LD AD =, 
k=n+1 
et donc NRA) = 1, pour tout entier n € IN. On retrouve le fait que la série ne 
converge pas normalement. . 
Remarque On peut également remarquer que Ÿÿ[ u, est la fonction f définie 


n=0 
sur [0,1] par f = Ip. Cette fonction étant discontinue et les fonctions u, 
étant toutes continues, la convergence ne saurait être uniforme (voir plus loin le 
théorème 14 de la page 525). 

e En revanche, la série Su, converge normalement sur tout segment [0, a] de [0,1{, 
avec à € ]0,1[. En remarquant que : 

VnEIN Vref0,a] ju(x)| <a”, 

on obtient la convergence normale de Su, sur le segment [0, a]. 


Exercice 22 
e Puisque la fonction g est continue et qu’une primitive d’une fonction continue sur 
un intervalle est continue, il est clair que l’application : 


C([0,1],IR) — C([0,1],IR) 
f — ser g(e)+ | rat) 
0 
est bien à valeurs dans C([0, 1}; IR) . Par conséquent la suite (fh)nen est définie et 


toutes les fonctions f, sont continues. 
e Par récurrence, démontrons : 


Hu: VE] (fe) - An < TA). 


* _Initialisation. Le résultat est immédiat pour n = 0, car fi = g. 
*  Hérédité. Supposons #, pour n € IN. Pour x € [0,1], on a : 


os | | fan — fat dt 


< | Lne1(0) — fa(t)] dt 


o n! 


ce qui démontre le résultat par récurrence. 
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Il s'ensuit que : 


N(g) 


n! 


VnEIN No(fnt1 — fn) < 


1 
n: 
tions D (fn+1 — fn) est normalement convergente et donc uniformément conver- 
gente sur [0,1]. Il s'ensuit que la suite (fh)hen converge uniformément vers une 
fonction continue f. D’après le théorème 8 de la page 518 on a : 


VERT fut), 2,0 + | FO 


et, par comparaison, du fait que la série ÿ' + est convergente, la série de fonc- 


ce qui implique que f vérifie : 


Vx € [0,1] f(x) = g(x) + l f (6) dt. 


Exercice 23 


+oo 1 
Il a été démontré à l’exercice 20 de la page 524 que la série de fonctions D} — 
n=1 N 
converge uniformément sur tout segment de ]1,+oo!. 
Par ailleurs, pour n € IN*, la fonction x + — — exp(—-xinn) est continue sur IR 


et donc sur [0,+æ{. Le théorème 14 de la page 525 permet de conclure. 


Exercice 24 Pour n € IN, notons u, la fonction définie sur ]0,+oo| par : 


UuA(T) = : In ( + =) 


+00 
Notons de plus f = ÿ° u». 


Exercice 25 Posons, pour n € IN*, la fonction u, :ær 


n=0 
Justifions la convergence uniforme de la série de fonction ÿ'u,. Pour n € IN 
et x € ]0,+æ|, on a : 
1 œ 1 
Dé = =m(i+) = Tr 
De la convergence de la série géométrique ÿ° — , on déduit la convergence normale, 
et donc uniforme, de la série de fonctions Su, et f est bien définie sur [0, +. 
Pour tout n € IN et x € ]0, +, on a : 
1 He 1 
=-mf+rS) oo 
Un(æ) z di 27/ x—0+ 27 
Ainsi, d’après le théorème de la double limite, on obtient : 
+00 1 


f(@) > > 7 =2 


n=0 


Arctan(næx) 
DAL 


définie sur IR. 


Il est immédiat par opérations sur les limites, que : 


T 1 
Un(E) — <Xx —- 
æ—+o0 2 on 
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e Du fait que la fonction | Arctan] est majorée par 7/2, on à : 


T 
Vx ER lun (æx)| < de 

La convergence normale, donc uniforme, de la série de fonctions Su, en découle. 
e Par conséquent, le théorème de la double limite permet d'affirmer : 


+00 +00 
Arctan(nx T T 
Arctan(nz) 7 
2n T—++00 2n+1 2 

n=1 n=1l 


Exercice 26 
1. Notons u, l'application définie sur [0,27] par u, : x + an sin (nx). Il est clair 
que u, est bornée. Du fait que pour tout n € IN,on a N(u») < an ,on déduit que 
la série Ju, converge normalement. De la continuité de toutes les fonctions u, 
et du théorème 14 de la page 525, on conclut que la fonction f est continue. 
2. Puisque la série Su, converge normalement, et puisque les fonctions uw, sont 
continues, on déduit du théorème d’intégration terme à terme : 


LE) ER 


27 
= . sin(nt) dt 
0 


Exercice 27 Soit (z,r) € €” x IR}. Notons f(t) = 
traitons les deux questions en même temps. 


pour t € [0,2x]. Nous 


1 
z—reît 


e_ Supposons r < [z|. Puisque |£e't} = mr < 1, la série géométrique 5° (Le*)" est 


convergente et : 


1 l 
VtE [0,27] —— — = LD mt) 


2—ret  z1— x 


N it\® . ne ps 
où un :tr+ (Le) . Puisque la série ER est convergente, la série de fonc- 
tions ÿ'u, converge normalement sur [0,27]. Puisque les fonctions u,, sont conti- 
nues le théorème d'intégration terme à terme donne : 


7 dt = : >} tn dé. 


De plus, un calcul immédiat donne : 


27 . * 
Vn € IN | uno àt = Ÿ : ail 
0 


27 sin —=0. 


Par conséquent : 
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e Supposons |z| < r. Alors : 


1 1 
FE ee — a =D ue) 
où vn(t) = (£)"e- rt, pour tout n € IN et t € [0,27]. Il est immédiat 
nm nm 
que lun(t)| = (£) . La série géométrique Ÿ° (£) étant convergente, la série 
de fonctions ÿ'v, converge donc normalement sur le segment [0,27]. 


Puisque les fonctions v, sont continues et que la série de fonctions ÿv, converge 
normalement, le théorème d'intégration terme à terme donne : 


27 1 +00 27 
OL EES SEL 
0 T0 v0 


De plus, un calcul immédiat donne : 


27 
Vn € IN | va (6) dé =D 
0 
Par conséquent : 


J(e) dt = 
0 
Exercice 28 Pour n € IN*, posons la fonction u, : 7 + —, définie sur ]1, +c0[. Nous 
savons que la série de fonctions Su, converge simplement sur ]1,+o[. De plus, les 
fonctions u, sont de classe C1 sur ]1,+o{. Pour tout réel a > 1, démontrons la 
convergence normale de la série S_u/, sur [a, +c[. Pour tout x € [a, +co![ et n € IN* 


Te on 20 
Lu) = <— 


De plus, au voisinage de +, on a — = O (+) pour tout a > « > 1. En choisissant 


un tel réel à, par comparaison aux séries de Riemann, la série numérique ÿ° — est 


convergente. Cela nous permet d'affirmer la convergence normale de la série Du! 
sur tout intervalle de la forme [a, +oo[ avec a > 1, et donc qu’il y a convergence 
uniforme sur tout segment de ]1,+co[. La conclusion suit. 


Exercice 29 Pour n € IN*, posons la fonction u, : æ + — , définie sur ]1,+oo[. Les 


fonctions u, sont de classe C® et, pour tout p € IN et x > 1 on a : 
Inn 
uP)(æ) = (—1} (+) 


ne | 
Soit a > 1. Puisque x + — est décroissante sur ]1,+o{, on a pour tout p € IN : 


n Inn 
Vr>a 0< - 


ne nn 
Par ailleurs, soit 1 < à < a. Par croissances comparées : 


In? 1 
of). 
n n 
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La convergence de la série 37 Æ donne par comparaison, via l'inégalité (+), que la 


série Su?) converge normalement sur [a, +oo[. La série de fonctions Sul?) converge 


normalement, donc uniformément, sur tout segment . 
En conclusion, la fonction Ç est de classe C® et : 


( ) SE Inn 
VpEIN Vrel]l,+oo0[ (x) = ÿ (-1) A 
n=1l 


En particulier, la fonction Ç est décroissante, mais cette propriété peut être établie 
par des méthodes plus élémentaires (cf. exercice 3 de la page 509). 


Exercice 30 Notons u:(x,t)r ; définie sur IR x IR}. 


1 
1+at 
i 
l+xt2 
comparaison aux exemples de Riemann, car u(x,t) = O(1/t?) au voisinage de +00. 


En procédant de la manière décrite à la page 530, on obtient l’encadrement : 


Soit x > 0. L'application t + est décroissante, positive, intégrable sur IR; par 
+ 


cr fr <i (9 
SNS LT) — S#5 
o  l+zt? 
_— D: | | 
Pour calculer l'intégrale Tee” posons le changement de variable li- 
0 x 


néaire t — Ve qui est de classe C! et définit une bijection strictement croissante 


de IR} sur IR}. On a ainsi : 


1” dt 1 [7 du 1 | _—. F” 1 
a —_— —— = —|Arctanu ue — 
mn LE de dE 47 0 VE 


Par conséquent, d’après l'encadrement (x) : 


verre (ro [7 ) < ve 


GIE 


Par suite /xf(x) a Z, c’est-à-dire : 
æ— 
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S’entraïîner et approfondir 


Pour n E IN, on pose fn: IR; — IR 


x + nre te, 


Étudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)nen - 


Soit «à € IN. Pour n € IN*, on pose f,: [0,1] —+ IR 
z > nx(l- x)". 
1. Étudier la convergence simple de la suite (fn)nen - 


2. Étudier la convergence uniforme de la suite (fh)nen 


Pour n € IN*, soit f, la fonction définie sur IR par : 


A (arctan (te n ï) hou (: ; =) 


Étudier les convergences simple et uniforme de la suite (fn)nen 
Indication. On pourra utiliser des formules de Taylor 


Soit (Ph),em la suite de fonctions polynomiales sur [0,1] définies par : 


Vte [0,1] Pot) =0 
{ VtE [0,1] VnEIN Payi(t) = 3 (Pa(t)? +t) 
1. Démontrer que la suite de fonctions (P;),ew converge simplement. 
2. Démontrer que la suite de fonctions (P,),.n converge uniformément. 
Indication. Démontrer que les fonctions Ph et P}+1 — P, sont croissantes. 
3. Démontrer qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (Q;),-n qui converge 
uniformément vers la fonction valeur absolue sur [-—1,1]. 


Soit & l'application de [0,1] dans lui-même définie par q(t) = 2t(1 —t). 


Étudier la convergence simple, puis la convergence uniforme et enfin la convergence 
uniforme sur tout segment de ]0,1[ de la suite (@h)nen, où 


Pn = pOpo:.-04. 
es, ee” 


n fois 


On suppose que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers f. 


1. Démontrer que si les fonctions f, sont k-lipschitziennes, alors la fonction f est k- 
lipschitzienne. 


2. Démontrer que si les fonctions f, sont lipschitziennes, alors la fonction f n’est 
pas nécessairement lipschitzienne. 
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10.7 Pour n € IN* soit f, la fonction définie sur IR: par : 


10.8 


10.9 


x 10.10 


ne {i Ÿ Sn 


. Démontrer que la suite (f,)nen* converge simplement vers une fonction f et que 


pour tout entier n on à fn < f. 

On pourra utiliser sans démonstration l’inégalité In(1 +t) < t, valable pour 
tout t E]-1, +. 

Démontrer que la suite converge uniformément sur tout intervalle [0, a], 
avec à > 0. 


Démontrer que la suite converge uniformément sur IR}. 


Pour n € IN* soit f, la fonction définie sur IR} par fa(x) = (142) ”: 


1. 


Démontrer que la suite (fh)nen* converge simplement vers une fonction f et que 
pour tout entier n on a fn > f. 

On pourra utiliser sans démonstration l’inégalité In(1 +t) < t, valable pour 
tout t E ]-1, +. 

Démontrer que la suite converge uniformément sur tout intervalle [0,al], 
avec a > 0. 


Démontrer que la suite converge uniformément sur IR. 


Soit (Px)ken une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur IR 
vers une fonction f. Montrer que la fonction f est polynomiale. 


Le but de cette exercice est de donner une démonstration du théorème de la double 
limite, avec une hypothèse supplémentaire sur la suite de fonctions (fh)nen. On n’uti- 
lisera donc pas ce théorème pour la résolution de l’exercice. 

Soit Î un intervalle d'intérieur non vide et (fh)nen une suite de fonctions réelles 
bornées définies sur 7 convergeant uniformément vers f. 

On suppose de plus que la suite de fonctions (fh)nen est monotone, et, pour 
tout n E IN, la fonction f, a une limite finie £, en a. 


ik 


Montrer que la suite (£»)nen est convergente. 


2. Montrer, en séparant les cas à fini et a infini, que : 


ln fu) Um 4: 


z—a n— +00 
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1. La fonction g définie sur [0,1] par : 


- si k EIN*etr= +; 
g(x) = 
g(x) =0 sinon, 


est-elle continue par morceaux ? 

2. Donner une suite (g»),-n de fonctions continues par morceaux définies sur [0,1] 
convergent uniformément vers g. 

3. Est-il vrai en général que si (fh),cm une suite de fonctions réelles continues 
par morceaux définies sur [0,1] convergeant uniformément vers une fonction f, 


alors f=. ln Pie 
[0,1] MENÉS [0,2] 


Soit (fn)nen la suite de fonctions définies sur IR+ par : 


Jo = 0 et Fit) — 1/ t+ nan 


1. Montrer que la suite (fh)nen converge simplement vers une fonction f à préciser. 
2. La convergence est-elle uniforme ? 


Soit f : [0,1] — IR une fonction continue et uw, :x + x" f(x). 


1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour la série Su, converge simple- 
ment. 

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour la série Su, converge unifor- 
mément. 


Soit f : IR — IR une fonction continue telle que : 


V(æ,y) IR f(x + y) — f(x) — f(y)| < M 


où M est un réel. 


1. Dans cette question, on suppose M = 0. 
Démontrer qu’il existe « € IR tel que : 


VzelR f(x) = ax. 


Indication. En considérant une primitive de f, on démontrera que f est dérivable. 
J(2"x) 

2 
Démontrer que la suite (u,)nemN converge uniformément. 


2. On revient au cas général. On pose u, : 4 


3. Démontrer qu’il existe a € IR et une fonction bornée g tels que : 


VxElR f(x) = ar +g(x). 
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x 10.15 On munit E = C([0,1],IR) de la norme W,. . 
SOI É = {feE]|f(0) =0, Fer. On pose, pour fEE£ ette [0,1]: 


10.16 On pose (s) = ÿ_ = et n(s) = ÿ 


= MR © 


160 site [0, 1/3]: 
T(F)(t) = : si te [1/3,2/3] ; 
+ si + € [2/3, 1]. 


. Montrer que T(f) est bien définie et que c’est un élément de €. 


Montrer que T(f) est lipschitzienne. 

Soit la suite de fonctions (fh)nen définie par fo = Idjo,1] €t fn+1 = Pluie 
Montrer que la suite (fn)nein converge uniformément vers une fonction f € €. 
Indication. On ne cherchera pas à expliciter f et on se ramènera à une série. 


+00 +00 (—1)7-1 


n° 
n=1 =! 


Donner les domaines de définition De et D, de € et 7. 
Étudier la continuité de € et n. 

Donner une relation entre Ç(s) et n(s) pour s € DéND,. 
En déduire un équivalent simple de Ç(s) au voisinage de 1. 


On admettra que Ÿ° =]ln2. 


n=1 


+00 1) 
nm 


= (-1" 


10.17 Pour x > 0 on pose S(x) = >. ————. 


10.18 


anl(x+n) 


1. Démontrer que S(x) est bien définie et que l'application S est de classe C{. 


2. Donner une relation entre S(x +1) et S(x). 


3. Équivalent de S en 0. 


+oo , 
On utilisera l'égalité e* = ÿ: © pour x ER. 


n=0 


Équivalent de S en +00. 


Déterminer le domaine de définition D de la fonction : 
+00 : 

pese (11 (i =) 
fé 2. ee 


La fonction f est-elle de classe C! sur D ? 
Trouver la limite et un équivalent simple de f(x) quand x tend vers —1. 


4. Calculer f(1). 


Indication. On utilisera l'équivalent de Stirling. 
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Soit b et c deux réels strictement positifs et (a»)ren une suite réelle telle 
que an = O(C"). 


+00 
On pose f(x) = ÿ IE cl 
n=0 


1. Donner une condition suffisante sur b (en fonction de c) pour que f soit définie 
sur IR. 


2. Étudier alors la continuité et la dérivabilité de f sur IR. 


Soit (ay)nen une suite décroissante de réels tendant vers 0. 
Pour n € IN, on pose u, la fonction définie sur ]0,27| par u,(x) = a cos(nx). 


1. À quelle condition portant sur la suite (an)nen, la série de fonctions Ju, 
converge-t-elle normalement ? 


nm 


2. Pour tout x € ]0,2x{ et n € IN, on pose S,(x) — Ÿ° cos(kx). 


Calculer S,(x) et montrer que : 


Vx € 0,27 |Sh(x)| € 
3. Pour tout N E IN* et x € ]0,27{, démontrer que : 
N N—1 
+ On CORNE) = … (Sn (x) (an — an+1)) + an Sn(x). 
n=0 n=0 


4. Démontrer que la série de fonctions Su, converge uniformément sur tout segment 
de |0,27|. 


5. Démontrer que la fonction définie sur ]0,27| par : 
— sin(nx) 
OLD 

n=1 


est de classe CT sur ]0,27|. 


+00 —nTt 
Montrer que la fonction définie par f(x) = D. — ET su IR; est continue. Démon- 
n=0 N 


trer qu’elle est de classe C® sur IR. Est-elle dérivable en 0 ? 


Démontrer que la fonction définie par f(x) = ÿ° 


1 
est de classe C® sur IR. 
nm 
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1 + 
10.23 On pose Un CE) —= ni + nr?) pour tout n € IN” et tout x € IR}. 
+00 6 
1 T 
On admettra que ) — = — 
n admettra qu À 73 Fe 


+00 
1. Déterminer le domaine de définition D C IR}; de f = ÿ° uh. 


n=1 
Étudier la continuité de f sur D. 
2. Déterminer la limite et un équivalent simple de f au voisinage de +. 
3. Déterminer la limite et un équivalent simple de f au voisinage de 0. 


Arct 
10.24 Pour n € IN* et x € IR, on pose u,(x) = np 
n 
+00 
1. Donner le domaine de définition de f = dy 
n=1 


2. Étudier le continuité de f. 
3. Donner un équivalent de f(x) au voisinage de 0. 
Indication. On montrera que f est dérivable sur IR°.. 


L 1 
j=-n T +3 


*x 10.25 Pour x E IR\Z, on pose f(x) = lim Ro = 


1. Montrer que f est bien définie, 1-périodique. 
Montrer que, pour tout x € IR\Z tel que 2x ne soit pas entier, on a : 


f(x) = SF) + 34 (2+ :) | 


COS æ 
sin æ 


2. La fonction cotan est définie sur IR\7Z par cotan x = 


Pour tout x de IR\Z, on pose g{x) = f(x) — ñ cotan rx. 
Montrer que g est continue, prolongeable par continuité sur IR tout entier. 
3. Notant encore g ce prolongement, montrer que g = 0. Pour cela, on introduira 


A>1, Ma= sup [g(t)| et ro =inf{x €]0, A] | |g(x)| = Ma}. 
t€[0,A] 


+00 
: 1 
10.26 Soit f:rr > in +) 


n=1 
1. Quelle est le domaine de définition. 
2. La fonction f est-elle continue ? 
3. Donner un équivalent simple de f(x) en + et en 0. 
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10.27 On définit une suite de fonctions (fn)nen sur [0,b] par fo € C°([0,b],IR) et : 
fat = Far 


Étudier la série Ÿ_ fn. Quelle est sa somme ? 


10.28 Soit (un)nen la suite de fonctions définies sur [0,1] vérifiant uo = Ido 1] et : 
VneIN Vrefl0,1] unix) = 1 + Cr 
0 


1. Montrer que pour tout n E IN et x E [0,1], on a: 


ati 


0 Lux) = 1x) < n+1! 


2. Montrer que la suite (u»)nen converge uniformément sur [0,1] vers une fonction 
continue « non nulle. 


3. Montrer que u vérifie u/(x) = u(x — x?) pour tout x € [0,1]. 
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Solution des exercices 


Étudions la convergence simple. Il est clair que f,(0) a. 0: Pour # > OÙ. par 
n— +00 
croissances comparées, on à fn(xt) . 0. La suite (f)nen converge simplement 
n— +00 
vers la fonction nulle. 
Soit n € IN*. Étudions les variations de la fonction fn. 
Il est clair, par opérations sur les fonc- 


tions de classe Cl! que la fonction f, 
est de classe C! et : 


VrelR; f(x) =nx(2-nxr)e "?. 


Le tableau de variations ci-contre 
donne alors que : 


sup | fa(x)| = he (2) — 4,2 — (. 


zelR+ nm n— +00 


La suite de fonctions (fh)hen converge donc uniformément vers 0. 


Pour x € ]0,1], par croissances comparées, on à f,(x) > 0. Par ailleurs, il est 
n— +00 
immédiat que fn(0) Eu 0. La suite converge donc simplement vers la fonction 
n— +00 


nulle. 


. Soit n E IN, avec n > 2. Étudions les variations de la fonction f,. Il est clair, par 


opérations sur les fonctions de classe CT, que la fonction f, est de classe C! et : 


Vrel0,1] fi(æ)=n*(1-x}""1{1-(n+1)x). 


nm 


On en déduit le tableau de variations suivant. 


Uoæ [0 l/n+1) 1 

JC) + 0 — O0 
fn(1/(n+1)) 

fn di LT 


Le tableau de variations donne alors que : 


Ne = fe ( : }= “+ (1- L ) 
DS ni DONNER Ces | 


Puisque In(1 +t) t,ona: 


TR ie 1 
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n+1 
et donc ( = —: > e7l,Ils’ensuit : 
n+ n— +00 


1 n+1 
N. =nptk|i= és HUTReTt. 
co(fn) PT | ue 
On en conclut alors aisément que la suite (fh)nem converge uniformément si, et 
seulement si, & < 1. 


e La fonction Arctan est classe C! et Arctan’ : x — = 


Soit x € IR. D’après la formule de Taylor-Young, on a au voisinage de 0 : 


h 
Arctan(x + h) = Arctan(x) + ——— + o(h). 
l+x 
On en déduit : 
f(z+h)- f(x—h) 2 
h 2 1 + x2 


2 


Ainsi, la suite (fn)nen+ converge simplement sur IR vers la fonction f:18 =: 


e La fonction Arctan est de classe C? et : 
2t 
(1 +42)? 


Puisque Arctan” est continue et que lim Arctan”(x) — 0, la fonction Arctan” 
T— TOO 


VtEIR Arctan”(t) — 


est bornée. En effet, par définition de la limite, il existe un réel & > 0 tel que : 
Vix| > a JArctan”(x)| £ 1. 
Par ailleurs, la fonction continue | Arctan” | est bornée sur le segment [-a:, a ; 


posons M un majorant de | Arctan” | sur [—a, a]. Ainsi | Arctan” | < max{1, M}, 
ce qui prouve que la fonction Arctan” est bornée. Notons M2 = sup|Arctan”(t)|. 
ER 


Ainsi, pour tout (x,h) € IR x IR}, la formule de Taylor reste intégral appliquée à 
la fonction Arctan entre x et x +h donne : 

h z+h h? 
lAretan(a + h) — Arctan(x) — — < L | (x +h—t) Arctan”(t)| dt < — M2. 


Par conséquent : 


h 
lArctan(a + h) — Arctan(x — h) — — = ctan(s + h) — Arctan(x) — POI 
T 
+ Arctan(x) — Arctan(x — h) — L 
Œ EL 
< |Arctan( + h) — Arctan(x) — —— 
L Sa EL 
h 
+ |Arctan(x) — Arctan(x — h) — Rs 
< h° M. 
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ss 


Solution des exercices 


On en déduit que pour tout x € IR et n € IN* : 
2 M5 
În(x) ee 


| 1+zx2 n 
Il s'ensuit que la suite (fh)}hen converge uniformément sur IR vers la fonction 
définie par f(x) = 


2, 
1+%2 


Soit t € [0,1]. La fonction &: [0,1] — IR est croissante. 
244 
Ainsi la fonction est à valeurs dans [£, t] C [0,1]. 


Par conséquent la suite (P,(#)),,.n est à valeurs dans [0,1]. De plus, du fait que 


ne 
est croissante et Pp(t) = 0 < t/2 = Pi(t), il est facile de vérifier par récurrence 


que Pat) < Payi(t) pour tout n € IN. Puisque la suite réelle (Pa()),en est 


croissante et majorée, elle est convergente. Sa limite L vérifie : 


t+ L? 
L = _ 
2 
c’est-à-dire L? — 2L ++ — 0. Puisque par passage à la limite L € [0,1], on 


abeille ÿi=t, 
En conclusion, la suite (P,)ren converge simplement vers la fonction : 
Î : [O, 1] + [O, 1] 
tr l—-V/l—-t. 


e Soit (t,s) € [0,1]? tel que s < +. Il est facile de vérifier par récurrence, à 
l’aide de la croissance de , que PA(s) < PA(t), pour tout n € IN. Aïnsi pour 
tout n € IN la fonction P, est croissante. 

e Montrons par récurrence que la fonction P,+1 — P, est croissante. C’est im- 


médiat pour n =0,ca A -P:itr 2 Supposons le résultat établi pour 


un n € IN. Remarquons, la suite (P,(t)), en étant croissante pour tout #, 
que : 
PP 
O< Pare — Pan = Et 
LL (Ps — BP; iCPesi + Ph) 


2 
La fonction Ph+1 — P, est positive et d’après l’hypothèse de récurrence elle 
est croissante. D’après le premier point P, et Ph+1 sont croissantes et donc 
la fonction Ph+1 + P, l’est également. Cette dernière est à valeurs positives 
d’après la première question. Par conséquent la fonction Pn+2 — Pn+1 est 
croissante, ce qui achève la démonstration. 
e Pour tout (n,k) € IN? et te [0,1],ona: 
D< Pt) EP, < Pal PU): 
En faisant tendre k vers +o dans ces inégalités, on obtient : 
0 < #00) — Pa(®) & FC) — Pal). 
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Par suite, comme P,(1) = f(1), on en déduit la convergence uniforme de 
n— +OO 


la suite (Pn)}ne : 
3. Puisque la suite (P;)hen converge uniformément vers f, la suite (Q;)»en définie 
par : 
VneIN Vtel-1,1] Qt) =1-P,(1-t) 


converge uniformément vers g, où 


Vrel-11] gt)=1-f(1-#)=1 (i I=t P)) = VE = |t]. 


Il est clair que les fonctions P, sont polynomiales et donc les Q, également. La 
suite (Qu)nen répond donc à la question. 


10.5 La suite (,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par : 
F(0=f(L)=0 et f(x) =1/2sixe]0,1f. 
En effet, soit xo € [0,1] ; notons x, = wA(xo). 
e Si xo € |0,1/2], on a x, € ]0,1/2], pour tout n. On vérifie facilement que la 
suite (x,) est croissante et majorée par 1/2 ; donc elle converge vers un point fixe 


de @, car @ est continue sur l’intervalle fermé [0,1]. Le seul candidat possible est 
dans ce cas 1/2. 


e Sixo€]1/2,1|, alors «1 € ]0,1/2] et l’on est ramené au cas précédent. 

e Si xo = 0 ou 1,on a x = 0, pour n > 1. 

La convergence n’est pas uniforme, car la fonction limite n’est pas continue. Montrons 
qu’en revanche, la convergence est uniforme sur [a, 1— a] , pour tout a € ]0,1/2]. On 
a, pour tout (n,x) € IN*X[0,1] , @n (1 — x) = @n (x) et n est croissante sur [0, 1/2] ; 
on en déduit : 


sup [Pn(x) _ 1/2] = Sup (1/2 — Pn (x)) = 1/2 — w, (a) 
xEla,l—-a] xE[a,1/2] 


qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, d’après l’étude de la convergence simple. 


Il y à a fortiori convergence uniforme sur tout segment [a, b] € ]0,1|. 


10.6 1. Pour tout nEIN et (x,y) € 1?,on a: 


ne) — fn(y)l < fx — y. 
En passant à la limite dans cette dernière inégalité, il vient que pour 
tout (x,y) € I? : 
FC) — Fu) < klx — y| 


Par suite f est k-lipschitzienne. 


Remarque La convergence simple suffit. 
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10.7 1. 


Solution des exercices 


Soit (fn)nen- la suite de fonctions définies sur [0,1] par fa(x) = 4/x + +. Nous 


avons vu que la suite (fh)nen converge uniformément vers x + ÿ/x, qui n’est pas 
lipschitzienne. 
Cependant, pour n € IN, la fonction f, est de classe Cl sur le segment [0,1], 
donc f} est bornée. D’après l'inégalité des accroissements finis, la fonction f, est 
lipschitziennes. 


Soit x € IR+. L’inégalité 1 — x/n > 0 est vérifiée à partir d’un certain rang N. 
Pour tout entier n > N,on a: 


m(fn(æ)) = nm (1-2) D RUN + À 


n n— +00 mn n—+oo 


Il s'ensuit que la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur IR+ vers la 


fonction f:æzre *. 


Pour tout entier n < x, on à : 
Dep Oise 


D’après l'inégalité donnée dans l’énoncé, on a pour n € IN* vérifiant x < n : 


nn (1-2) <nx = x 
n n 


et donc par croissance de la fonction exp : 
D EN De 


La conclusion suit. 
Soit a > 0. Pour n € IN*, posons g, la fonction définie sur [0, a] par : 


fn(x) = 1e" f(x). 


Soit n € IN* tel que n > a. Par opérations sur les fonctions de classe C!, la 
fonction g, est de classe C! et : 


n—1 
Vx € [0, al gl (x) = e° © (1-2) æ 0; 
n n 


Il s’ensuit que la fonction g, est croissante sur l'intervalle [0,a]. Aïnsi, pour 
tout x € [0,a], on a : 


O<e — fn(x) = e gn(x) < € gn(a) < gn(a) 
Puisque e-“g,(a) = e7%— f,(a) —— 0,on en déduit que gy(a) — 0. Cela 
n— +00 n— +00 
permet d’affirmer la convergence uniforme de la suite (fh)nen* sur [0, a]. 
Soit € > 0. Puisque exp(—x) nus 0, il existe a > 0 tel que exp(—a) < €. Fixons 
T— +00 


un tel réel a. 
D’après la première question, du fait que la fonction exp est décroissante et que 
les fonctions f, sont à valeurs positives, on a pour tout n € IN* : 


Vrela,+o[ 0<e*-— f(x) <e*<e®<e. 
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10.8 1. 


Par ailleurs, la convergence uniforme de la suite de fonctions (fh)nen sur [0, al 
donne l'existence d’un rang no tel que pour tout n > no on a: 


Vr ef0,al 0<le®-— fu(x)| < €. 
Par conséquent, pour tout n > no on a : 
Vx EIR; O0< | fn(x) —e *| LE. 


Nous avons donc la convergence uniforme de la suite de (fh)nen- sur IR+. 


Soit x € IR+. Puisque 1 + x/n > 0 pour tout n € IN*, on a : 
nm 


n— +00 n n—+oo 


Il s’ensuit que la suite de fonctions (fh)hen+ converge simplement sur IR} vers la 
fonction f:ær-e *. 

D’après l’inégalité donnée, pour tout x € IR; et n € IN*, on a : 

x x 

Im Gi + =) < — 

nm nr 


et donc en multipliant par —n < 0 : 


In(fn(x)) > —x. 
On conclut alors à l’aide de la croissance de la fonction exp. 
Soit a > 0. Pour n € IN*, posons g, la fonction définie sur [0, a] par : 


ÿn(x) = € fa(x) — 1. 


Soit n € IN*. Par opérations sur les fonctions de classe C!, la fonction g, est de 
classe C! et : 


? % T T —n—1 
Ve llal  9-(@)=E . (+2) > D. 
Il s’ensuit que la fonction g, est croissante sur l'intervalle [0,a]. Aïnsi, pour 
tout x € [0,a], on a : 


OK fn(x) —e = € *gn(x) < € gn(a) < ÿn(a) 


a 


Puisque e-“g,(a) = fn(a) —-e7% — 0, on en déduit que gy(a) — 0. Cela 
n— +00 n— +00 
permet d’affirmer la convergence uniforme de la suite (fh)nen* sur [0, a]. 
Soit € > 0. Puisque exp(—x) am 0, il existe a > 0 tel que exp(—a) < €/2. 
T— +00 
Fixons un tel réel a. Puisque f,(a) ae exp(—a), il existe un rang n1 tel que 
n— +00 


pour tout n > n1 on ait [e-®— f,(a)| < /2. Fixons un tel entier n1. On a, pour 
tout n > n1 : 

fn(a) = fra) —e +e ®<e. 
Du fait que les fonctions f, sont décroissantes, les fonctions g, sont à valeurs 
positives et que la fonction exp à valeurs positives, on a pour tout n > m1 : 


Væe[a,+o[ 0< fn(x) —e ° < fn(x) < fn(a) < €. 
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Par ailleurs, la convergence uniforme de la suite de fonctions (f»)nen-+ sur [0, a] 
donne l'existence d’un rang no, que l’on peut supposer supérieur à n1, tel que 
pour tout n > no on à : 


Vzel0,a] 0< | fa(x) — e7*] LE. 
Par conséquent, pour tout n > no on a : 
Vx EIRr O0< | fn(x) —e *| LE. 


Nous avons donc la convergence uniforme de la suite de (fn)nen sur IR}. 


10.9 Nous identifions bien entendu polynômes et fonctions polynomiales. 

e Montrons qu’à partir d’un certain rang, le polynôme P,}1 — P, est constant. 
En effet, puisque (P;,)»en converge uniformément sur IR vers f, à partir d’un 
certain rang les fonctions f — P, sont bornées. Ainsi, à partir d’un certains rang, 
les fonctions polynomiales P,41 — Pr = (Pn+1 — f) — (P1 — f) sont bornées. Il 
est clair que les seules fonctions polynomiales bornées sur IR sont les fonctions 
constantes. La conclusion suit. 

e Il s’ensuit qu’il existe un polynôme P et une suite (ay)hnen de réels tels qu’à 
partir d’un certain rang on à Py = P +a,. 

Puisque la suite (Ph)nen converge uniformément, elle converge simplement 
et donc la suite (P(0) + an)hnen converge vers le réel f(0). Par suite, pour 
tout x € IR : 


FE) = im Ph(x) = lim (P(x) +an) = P(x) + (f(0) — P(0)). 


n— +00 


Cela prouve que la fonction f est la fonction polynomiale P + (f(0) — P(0)). 


10.10 On peut supposer, quitte à multiplier par —1, que la suite (fh)nen est croissante. 


1. Puisque la suite (fh)hen est croissante, pour tout n EINet xel,ona: 


ÎnH1(x) 2 fax). 
Par passage à la limite dans les inégalités, en faisant tendre x vers a, il vient 
que ci Z bn 
De plus, puisque la suite (fh)nen est bornée, il existe un réel M tel que : 


fn(x) < M 


pour tout (x,n) € 1 x IN. Là encore par passage à la limite dans les inégalités, 
en faisant tendre x vers a, il vient que {y < M. La suite réelle ({»)»en étant 
croissante et majorée, elle est convergente. 

2. Notons £ la limite de la suite (y )nen - 
Soit € > 0. 
Par définition de la limite, il existe un entier naturel n: tel que pour tout en- 
tier n > n1 on ait : 


Im 


Fixons un tel entier n1. 
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Par convergence uniforme, il existe un entier naturel n2 tel que pour tout en- 
tier n > n2 on ait : 


€ 
Fixons un tel entier n2 et posons no = max{n1,n2}. 


Cas a — + Par définition de la limite, il existe réel M tel que pour tout x > M 
on ait : 


LÉ) — ln] < 


Ainsi, pour tout x > M, on a : 


€ 
3 


LE — FC] = [6 — Es) + (Eno — fno(®)) + (fn) — F(@)) 
< 12 El xs fn (E)| + fn (&) — f(æ)| 
€ € £ € € 
A 
On en conclut que f(x) — £: 
Le cas a = — se traite de la même manière. 


Cas a fini Par définition d’une limite finie en à, il existe 7 > 0 tel que pour 
tout x E INla—-n,a+n] on ait : 


€ 
to = Eno| < 3 
Ainsi, pour tout æ € IN[a—n,a+n], on a comme précédemment : 


Le f(x] < 8 — Enol + lêno — fn (t)| + |fno(t) — (æ)| 


€ € € 
RE 
M 
On en conclut que f(x) — 4. 
T—a 


10.11 1. Les 1/k, pour k € IN* sont des points de discontinuité pour g. Par conséquent, g 
ayant une infinité de points de discontinuité, la fonction g n’est pas continue par 
morceaux sur le segment [0,1]. 


2. Posons, pour n € IN*, la fonction g, définie sur [0,1] par : 
-.[ gGr) séel/#,t; 
gn(a) = Ÿ 0  sixe{[0,1/n]. 
Il est facile d’établir que 0 < g(x) < 1/n, pour tout x € [0,1/n]. On en déduit, 
en distinguant les cas x < 1/n et x > 1/n, que pour tout x € [0,1] : 


1 
0 g(x) — gn(x) < 


Par conséquent, la suite (g»)nen converge uniformément vers g. Par ailleurs, pour 
tout n € IN, la fonction g, est en escalier, donc continue par morceaux. 
3. En conclusion, lorsqu'une suite (fh)nen à valeurs dans CM([a,b]IK) converge 
uniformément vers une fonction f € F([a,b]lK), l'égalité | = Jim Lx 
pwn 7++Jion 


n’a pas toujours de sens. 
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10.12 1. Soit t € IR*. 


Notons w:xr> Vt+x définie sur IR. 
Puisque (IR) C IR+, la suite (fn(t)),en est bien définie, car il s’agit de la 


suite récurrente vérifiant : 
Jo(t)=0 et M6) =6 (A0): 


Puisque V4 = fi(t) > 0 = fo(t) et 4 est une fonction croissante, on montre 
par récurrence que la suite (f,(t)). en st croissante. 
Pour tout x € IR} : 


2 


g=plr) es d'=g tt 


Le polynôme X?— X —{ à comme unique racine positive f(t) = +5. 


Par conséquent, f(t) est l’unique point fixe de w. 
Montrons par récurrence que f,(t) < f(t). C’est immédiat si n = 0. Supposons 
l'inégalité vérifiée pour un n € IN. Alors, par croissance de 4 : 


fn41(0 = (fn) < p(F()) = FC), 
ce qui démontre le résultat annoncé. 
La suite ( În()), en St croissante, majorée, donc convergente. Puisque @ est 


continue, définie sur un intervalle fermé, la limite de la suite est un point fixe 
de w. Par conséquent, fn(t) — f(t). 
n— +00 


De plus, il est facile de montrer que la suite ( fn(0)),. an st nulle. En conclusion, 


pour t € IR} : 
0 Fi): 
RL) Pen Fe = 1+V1+4t a | 
2 
2. e Montrons par récurrence que f, est fonction continue, pour tout n € IN. C’est 


immédiat pour n = 0.S$Si f, est continue pour un n € IN, alors par composition 
et continuité de la fonction x + 4/x, la fonction t+ 4/t+ f,(t) est continue. 
Cela prouve le résultat annoncé. 
Si la convergence était uniforme, les fonctions f, étant continues, la limite f 
serait continue, or, pour # > 0 : 

ES 


2 t—0+ 


On en conclut que la convergence n’est pas uniforme. 


10.13 I. 


Supposons que la série de fonctions Su, converge simplement sur [0,1]. Dans 
ces conditions, la série numérique 1” f(1) est convergente. Le terme général 
de cette dernière série étant constant et puisque qu'il tend vers 0, il est nulle. 
Si f(1) = 0, alors la série > x" f(x) converge lorsque x = 1. Pour x € [0,1|, 
la série S'x"f(x) est une série géométrique de raison x”, donc convergente 
car (| € 1. 
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Ainsi, la série Su, converge simplement si, et seulement si, f(1) — 0. Notons g 
sa somme. Remarquons que l’on a : 


f(x) 


1x 


+00 
Vref0,1[ g(x) = d u(x) = et  g(1)=0. 


2. e Supposons que la série de fonctions Su, converge uniformément. Puisque les 
fonction uw, sont continues, la fonction g est continue. Cela implique : 


f@)—fQ) _ f@) 


=— — —g(1) = 0. 
= LT = gt) > 90) 


Ainsi, la fonction f est dérivable en 1 et f/(1) — 0. 
e Supposons que f soit dérivable en 1 et f'(1) = 0. Dans ces conditions, g est 
continue en 1 et donc sur [0,1]. Pour tout x € [0,1{, on a : 


+00 
VneIN Ra(x) = >. a" f(x) = 2 (x), 


n=N+1 


cette relation étant encore vérifiée lorsque x = 1. 
Démontrons que la suite (Rh)hen converge uniformément vers 0. Soit 
donc € > 0. Par continuité de g en 1, il existe un réel n € ]0,1{ tel que : 


Vrell-m1i] foto] <e 


Fixons un tel 7. La fonction g étant continue sur [0, 1 — 7], elle est bornée sur 
cet intervalle. Considérons un majorant M de g sur [0,1 — 7]. On à alors : 


Vxef0,1-"7 |R(x)| <M(1-—n)"*T. 
Par conséquent : 
Ve €[0,1] |Ra(x)| < max{M(1— mt" ,e}. (+) 
Puisque —1 < 1— 7 < 1, il vient que M(1 — 9)"*1 —. 0 et donc il existe 


n+1 


un entier no tel que M(1 —- 7) <E pour tout entier n > no. Fixons un tel 


entier no. Alors la relation (+) donne : 
Vn>no Vre(0,1] [Ra(x)| <e. 


Cela prouve que la suite (Rh)nen converge uniformément vers 0 et donc que 
la série Su, converge uniformément. 


10.14 1. Si M = 0, alors on a : 
V(s,t) EIR? f(t+s) = f(E) + f(s). (x) 
e La fonction f étant continue sur l'intervalle IR, la fonction F:x#+ F. f(t) dt 
0 


est définie, dérivable. 
Soit x € IR. Puisque : 


VER f(x) = f(x+t) — f(E), 
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on obtient en intégrant entre 0 et 1 : 


(= | (ft +0 — HO) dt = Fe +1) — F(a) - F1) 


Puisque F est de dérivable, l’expression ci-dessus montre par opérations sur 
les fonctions dérivables, que f est dérivable. 

e Puisque f(0 +0) = 2f(0), on a f(0) = 0. 
Soit x € IR. Pour tout h € IR*, on a : 


fa+h)=f@ _ 1-10, 00, 

h h 
Ainsi f(x) = f'(0) et la fonction f’ est constante sur l'intervalle IR. Par suite, 
il existe (a, 5) € IR? tel que : 


VxelR f(x) = ax + B. 


Puisque f(0) = 0, on a B = 0 et la conclusion suit. 


2. Montrons que la série télescopique S '(u}1 — un) converge uniformément, ce qui 
démontrera que la suite (fh)nen converge uniformément. 
Pour tout x elIRet n EIN",ona 


| F(2"T1x) —2f(2°x)] = |f(2"x +2"x) — 2f(2°x)| < M, 
et donc en divisant par 2+1 , on obtient : 


M 
on+1 (1) 


VrelR VnelIN fn+1(2) — un(x)| € 


Ainsi, la série SJ (uy+1 — Un) converge normalement, donc uniformément, sur IR. 
3. Notons u la limite uniforme de la suite (un)nen et g = f —u. 
e Montrons que g est une fonction bornée. Par définition : 


+00 


g=f-u=N (us -un) 


n=0 


ce qui implique que pour tout x € IR, compte tenu de l'inégalité (1) : 


|g(x)| < Ÿ_un(x) — Un+1(x)| & ÿ ni — M 
n=0 n=0 


On a donc démontré que la fonction g est bornée. 

e Montrons que la fonction u est continue. Puisque la fonction f est continue, il 
en est de même des fonctions f,. Puisque la fonction u est la limite uniforme 
d’une suite de fonctions continues, elle est continue. 


e Soit (x,y) EIR?. On a, pour tout n € IN : 
F2" e + 29) — f(2"x) — F2") < M. 
En divisant par 2”, il vient que : 
M 
l'un (æ + y) = Un(z) = Un(y)| < on 
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10.15 1. 


3. 


En faisant tendre n vers +o dans cette dernière inégalité, on obtient : 
u(z + y) = u(x) +u(y). 


Cela étant vrai pour tout (x,y) € IR?, on est ramené à l'étude faite lors 
de la première question (ne pas oublier que u est continue). Il s’ensuit qu’il 
existe a € IR tel que u(x) = ax pour tout x € IR. En conclusion, il existe une 
fonction bornée g et un réel a tel que f(x) = ax + g(x) pour tout x € IR. 


e On a: 
f(33) _ SO _1 
TS + -3 
1+f(33-—2) 1+/f(0) 1 
D O5 


Cela garantit la cohérence de la définition de T(f). 

e Par composition et opérations sur les fonctions continues, T(f) est une fonc- 
tion continue sur [0,1/3[U]1/3,2/3[U]2/3, 1]. Montrons la continuité de T(f) 
en 1/3. 


Puisque f,.,,, est l'application t + f(3t)/2 et f est continue, la fonc- 


] 


tion T(f) est continue à gauche en 1/3. De même, f , est l’application 


1/3,2/3 
constante 1/2, la fonction T(f) est continue à droite en 1/3. Par suite, T(f) 
est continue en 1/3. 
On démontre la continuité de T(f) en 2/3 de la même manière. 

e Clairement T(f)(0) = f(0)/2 = 0 et T(f)(1) = (1+ f(1))/2 = 1. 

Nous avons bien démontré que T(f) € €. 


Soit f et g deux éléments de €. 
Pour tout t € [0,1/3] : 


Pour tout t € [2/3,1] : 


IT (PE) — T(g)()| = ES e No(f — 9), 


h 2 
Puisque f(t) = g(t) = 1/2 si t € [1/3,2/3], il vient : 
el] [TO - TO] < 9 


et donc MN (T(f) — T(g)) < M:4—9. 
En conclusion, l’application T' est 5 -lipschitzienne. 


e Puisque T est une application de € dans €, la suite (fh)nen est bien définie, 
à valeurs dans €. 
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En 


Solution des exercices 


Montrons que la série télescopique Ÿ (fh+1— fn) est normalement convergente. 
Pour tout entier naturel n, on a du fait que T' est à -lipschitzienne : 


Nas EE Jet) =Ns IT bat) un HE Ai) < Mo (fnti E fn). 


Il s'ensuit immédiatement : 


Vn EIN No(fnt1 — fn) < Neo (fi = ju}: 


Par suite la série S '(fn+1 — fn) est normalement, donc uniformément conver- 
gente. Cela signifie que la suite (fn — fo)nen converge uniformément vers une 
limite f — fo, et donc la suite (fh)nen converge uniformément vers f. 
Puisque les f, sont continues (ce sont des éléments de €), par convergence 
uniforme, la fonction f est continue sur [0,1]. Puisque f,(0) = 0 pour 
tout n € IN, on à par passage à la limite f(0) — 0. On démontre de 
même f(1) = 1. 


conclusion, la suite (fh)nen converge uniformément vers un élément f € €. 


D’après le cours sur les séries de Riemann, le domaine de définition de € 
est D} = ]1,+6|. 


1 


Si s<0,alors — —> + et donc la série numérique ÿ° (ou) 
D n—+oo 


Un : 
2 — diverge 


grossièrement. 


De même, la série 5 EI D = ÿ(—1)""1 diverge grossièrement. 


Fixons 5 > 0. La suite n " est décroissante, de limite nulle. D’après le 
nEIN* 


D" 


théorème des séries alternées, la série Ÿ° converge. 
En conclusion D, = ]0, +co|. 
La continuité de la FODCHOR Ç a été établie à l’exercice 20 de la page 524. 


sn e 


Notons Un : S ++ définie sur |0,+o[. Montrons la convergence uni- 
forme sur tout segment de Su. 

Soit [a,b] € IR un segment. 

Pour tout s € [a,b] et n € IN*, d’après le théorème des séries alternées et 
la décroissance de la fonction s + 1/n°, le reste R,(s) de la série numé- 
rique D ux(s) vérifie : 

1 1 


ROSES Gene 


Puisque 75 ve 0, la série Ju, converge uniformément sur {a, b]. 


Puisque les a un sont continues sur IR, la fonction 7 est continue 
* 
sur IR? 


3. Soit s > 1. Les séries Day et D Er a sont convergentes (leurs termes 


généraux sont en O(1/n°)). On note respectivement Ao(s) et A1(s) leurs sommes. 
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On a : 


Il 
1 
+E 
8 
PO TRNS 
© 
+ 

| [+ 
= 
dr 
© 
| 
br 
V2 


= A;(s) — Ao(s). (linéarité) 


De même C(s) = A1(s) + Ao(s). En remarquant que Ao(s) = Z(s), on ob- 
tient A1(s) = (1—%)6(s), puis : 


= fer) - (5) 


4. Au voisinage de 1 : 


1 
981 — eA-#)M2 11 (1-5s)In2+o(1—5s) 


et donc, toujours au voisinage de 1 : 


il 
(: Su =) 6(s) Hans G(s)(s —1)In2 
Par ailleurs, la fonction 7 étant continue en 1 : 
1 
(: _ =) Es) = n(s) — n() = In2. 
s—1 


On en déduit que (s — 1)C(s) — LPes 
s— 


Î 


ro ; 
s—1 s—1 


6(s) 


Remarque Une comparaison série/intégrale permet également d'obtenir cet équi- 
valent. En effet, fixons s > 1. La fonction f :t + F est continue, décroissante 
sur [1, +, intégrable (c’est un exemple de Riemann). Par suite : 


dé 
0 < C(s)- | _ 
1 ts 
c’est-à-dire : 


1 
0 < — < 1. 
D - — 
La conclusion est alors immédiate. 
10.17 Pour x >0et ne IN, notons u,(x) = a 
1. e Soit x e IR. Pour n € IN on a: 
de) _ _n+x 1 EE. 
dla) n+l+xzn+ln-+to 


D’après la règle de d’Alembert, la série numérique S'u,(x) est absolument 
convergente, donc convergente. La fonction S est bien définie sur IR1 . 
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Solution des exercices 


e Montrons que S est de classe Cl. Pour cela, puisque la série Su, converge 
simplement sur IR°, démontrons que la série dérivée Su/, converge normale- 
ment sur tout segment, les fonctions u, étant toutes de classe Cl. Pour cela, il 
suffit de démonter la convergence normale de la série ÿ_u/, sur tout intervalle 
de la forme [a, +oo[, avec a > 0. 

Soit a > 0. Pour tout x € [a, +oo| : 


1 1 


/ —? a ———————_— — — 
pu (æ)| = “n(a+n)? an! 


La convergence de la série >! - garantit la convergence normale de la série de 
fonctions Su, sur [a, +o[. La conclusion suit. 
2. Soit x >0.Ona: 


. (n—1)!(x+n) 
: S ( 1)7-1 . : 
EL — n! T+n 
+00 = +00 n 
1)" = | 
= 2, C7 +zx > He (les deux séries convergent) 
1 1 
={(i=é ‘rs 
Œ 
En d’autres termes : 
S(x +1) = xS(x) — e! (+) 
3. Équivalent en 0. On a : 
oo +oo 
Ces Er i 
ne 2, (n +1)! 2, nl : 


Puisque S est continue (elle est de classe Cl), la relation (x) donne : 
si y, 1 
zS(x) —e _— S(1)=1-e . 
On en déduit : 
S(x) = —: 


4. Équivalent en +oco. Pour tout n € IN, il est clair que : 


de _ 1) 
ci nm On+xrz-tæ n|! 


CRE 


OO 
Cela nous permet d’« intuiter » que S{x) + +») 
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Introduisons, pour n € IN et x € IR! : 


LT & 
Un (x) = nm n+x 
On a 
1 1 
fon (a)| = = < 


_nlin+zx nn! 
De la convergence de la série ÿ° - on déduit la convergence normale, donc uni- 


forme, de la série ÿ vw, sur |0, +oo|. 
Par ailleurs, pour tout n € IN, nous avons : 


Un (x) ne n! 


Ainsi, d’après le théorème de la double limite : 


xS(x) = > war) ere ÿ al 
n=0 = ° 
Ainsi : 
si 
E 
er 


10.18 Notons un (x) = (—1)"In (i + =) 
n 


1. Le domaine de définition de u, est ]—n, +, donc D C ]-1,+oof. 


x 1 
D'autre part, pour x fixé dans |-1,+c[, on a uy (x) = (—-1)" — +0 (=) 
nm nm 
x 
D'après le théorème des séries alternées, la série numérique ) (—1)" — converge; 
n 


1 
de plus la série >. O (5) est absolument convergente, donc la série Su, (x) 
nm 
converge. Par suite D = |—1, +oof. 
2. Utilisons le théorème de dérivation des séries de fonctions de classe C1. 


e Pour tout n € IN*, u, est de classe C! sur D et : 


(ee à M 


Tin 


Vr €E]-1,+00[ VnelIN* u,(x) = 


e La série Ju, converge simplement sur D d’après ce qui précède. 
e Lasérie ÿ_u/, converge uniformément sur D car, d’après le théorème des séries 
alternées, en notant R, son reste d’ordre n, on a : 


y* 


ns à 24 
n+l+x 


[Ra (æ) | < fun (æ) | = _ 


S 
nm 


donc la suite (Rh)nen converge uniformément vers la fonction nulle. 
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Solution des exercices 


D'après le théorème précité, f est de classe C! sur D et : 
+00 


/ / = en” 
ROC 


=1 


Remarque Le caractère C! de f est plus facile à démontrer que sa continuité. 

: Équivalent en z — —-1. 
+oo 

Pour x > —1, on peut écrire f(x) =—In(1+x)+g(x) avec g(x) — > (x). 
n=2 


Par un raisonnement identique à celui fait pour f, on montre que la fonction g 
est de classe CT sur ]—2,+o0[. La fonction g est en particulier continue donc 
bornée au voisinage de —1, ce qui entraîne que f(x) + —In(1+zx) quand x 
tend vers —1*. 

. Calcul de f(1). La série étant convergente, on a : 


f() = in, SCD (: + =) 


D'autre part, pour p € IN*, on a : 


Surn(ie2)-$ (nf L)-mfiry)) 


EVE (5) 

= SE (n(2E +1) + (2 — 1)) — 23 (2H) 
on ea (BE 

= Gp +0 +21 ( ) = 2e (VAT) 


D'après l’équivalent de Stirling : 


(2p)! 2 22P+1 /rp2r+1/26—2P et 22Ppl? 2 22P+lrp2Ptle-2p. 


2p)! 1 2 1 2 
SR 
22Ppl2 +00 4/7 p n+o V7T 


On en déduit que : 
2 
1)=n|—|. 
ra=m(2) 


Par suite : 
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10.19 1. Notons un(x) — Lan, pour (n,x) € IN x IR. Discutons suivant c. 
e Sic< 1, alors la suite (ay)nen tend vers O0 et pour tout x € IR*, on a : 
le an] | el 
bn [TR 
Si b > 1, alors la série géométrique ÿ° = est convergente et, par comparaison, 
la série numérique S'u,(x) est absolument convergente. Si b < 1, la série 
diverge grossièrement sur IR*. 
e Sic=l1l, alors u,(x) = O(1/b"). Toujours par comparaison, la convergence 
est assurée si b > 1. 
e Sic> 1, pour tout x ER, on a u,(x) = 0 ((2)"). La convergence simple de 
la série de fonction Su, est assurée sur IR si c < b. 
En conclusion, si max{c, 1} < b, alors f est définie sur IR. 


2. e Montrons que la série de fonctions Su, converge uniformément sur tout seg- 
ment de IR. 
Soit à > 0. Pour tout x € [-a, a], on a : 


lun(x)| < 
Ainsi, 
# Se lon f:=0 (%) , et donc par comparaison, la série °F, converge, 
. rm . ge . 

“ice Lont —0 (5) , et donc par comparaison, la série ÿ° B, converge. 
La convergence normale sur tout segment, donc uniforme sur tout segment, de 
la série de fonctions ÿ'u, en découle. Les fonctions u, étant toutes continues, 
on en déduit que f est continue sur IR. 

e Fixons æ € IR et, pour n € IN, introduisons v, l'application définie 
* . 
sur IR? par : 


_t+h-a]-I|r- al 


br) = Rnb” 
La fonction t+ |x — an +t| étant dérivable à droite en 0, on a, pour n € IN : 
nn & . 
MO DR À ir rca 
Par ailleurs, d’après l’inégalité triangulaire : 
1 L 
b 
La condition (x) assure que b > 1, donc la série de fonctions ÿv, converge 


normalement et par suite uniformément. 
Du théorème de la double limite on obtient, pour À > 0 : 


VnEIN VREIRT [v(h)) < 


E\= +00 +00 +06 . 
fu +0 Ju) = Vu, (h) _ D üa(0) = Y 
n=0 n=0 n=0 


Par suite, la fonction f est dérivable à droite en x et : 
+00 5 
POSE 
n=0 
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Solution des exercices 


e De même, en introduisant, pour n € IN, la fonction w, définie sur IR* par : 


(x + h— an] — It — an| 
MOT 7 
on montre que la fonction f est dérivable à gauche en x et 
+00 ; t à S 
/ L In N - 1€ > Gn ; 
Fe cpu À Vn € IN = _1 sir<an. 
n—= 


e Étudions deux cas. 

* Si x £ an pour tout n € IN, alors fx = x pour tout k € IN. Il s’ensuit 
que f{(x) = f,(x) et f est dérivable en x. 

* S'il existe no tel que x = a»,, alors, en remarquant que y» < PA pour 
tout n, il vient que : 

fa) — fi) > De > 0 

Par suite, f n’est pas dérivable en a», . 

En conclusion, le domaine de définie de f’ est IR\ {a, ; n € IN}. 


10.20 1. Ilest clair que sup {|cos(nr)| = 1. Par conséquent No (un) = an. 
x€]0,27| 


On en déduit que la série de fonctions ÿ'u, converge normalement si, et seulement 
si, la série ÿ_ a, est convergente. 


2. Posons, pour x € ]0,2x{, la somme S,(x) — Ÿ° cos(kx). Puisque exp(ix) # 1, le 
k=0 
calcul donne pour tout n € IN : 


_ nm : n+1 
Bat) = Re | sw] = cos (x) sin (x) 


Ainsi, pour tout x € ]0,27[ et nEIN,ona 
1 


. T 
SIN 


ISn(æ)| < 


3. Toujours pour x € ]0,27{ et N € IN*, on à : 


Ÿ_ an cos(nr) = ag + 9 an(Sn(x) — Sn-1(t)) 


N N 
= 9 + à. AnSn(T) — ÿ 9100) 
n=1 n=1l 


N Ni 

= + AnSn(T) — ÿ. din) 
n n=0 
N-1 


à (Ste) (an — tai) + anSn(xt)- 


> 


n=0 
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4. Pour n € IN, posons vw, la fonction définie sur ]0,27| par : 
mie St) Cr = da): 
Montrons que la série de fonctions ÿ'v, converge normalement, et donc LEA 
mément, sur [a,27 — a], pour tout à € ]0,7|. Puisque la fonction x + = STE est 


décroissante sur |0,7], par symétrie : 
1 


à. 
Sin 2 


Vr Ela,2r—-a] VnelIN |S,(x)l < 
Il s'ensuit que, du fait que la suite (ay )}hen est décroissante : 


Vxela,2r -a] VnelN Lun (æ)| ee (an — An+1) - 


Puisque la suite (a,),en est convergente, la série télescopique 5° = z (an — An+1) 


est convergente; par théorème la série ÿv, converge onslenen. donc unifor- 

mément, sur [a,27 — a]. Comme la suite (a»)nen tend vers 0, il est clair que la 

suite de fonctions (anSn)nen converge uniformément vers 0 sur [a,27 — a]. Par 

suite, d’après la question précédente, la série de fonctions ÿ a, cos(nx) converge 

uniformément sur tout segment de la forme [a,27 — a] et donc elle converge uni- 

formément sur tout segment de ]0,27|. 

Remarques 

e On établirait de la même manière la convergence uniforme sur tout segment 
de ]0,27{ de la série de fonctions ÿ a, sin(nx). 

e On peut bien entendu simplement supposer la suite (a, )}hen décroissante à 
partir d’un certain rang. 


5. Pour n € IN* et x € 10,27, posons u, :x ++ 02%) Ona: 


il 


ss 


Vn EIN* Vxe]0,27| l[u:(x)| < . 


ce qui démontre, du fait de la convergence de la série de Riemann Y +, la conver- 
gence normale (et donc simple) de la série de fonctions Su. 


Les fonctions u, sont de classe Cl et, pour x € ]0,2r[,on a u/,(x) — cos(ne) Nous 


avons vu que la série Du’, converge uniformément sur tout segment de ]0,2xl| 
d’après la question précédente appliquée à la suite (ay )nen-+ définie par ay = L. 


Par conséquent, la fonction f est de classe C! sur ]0,2r|. 


nr 


10.21 Notons u, l'application définie sur IR+ par u,(x) = 


e Ilest clair que : : 


VneEIN VrelR, 0 <u(x) < PRET 


Puisque est convergente par comparaison 


1 
la série numérique D = 


1 
nr 
aux exemples de Riemann. La convergence de la série S° ET montre que la série 


+00 

de fonctions Su, converge normalement sur IR}. La fonction f — ÿ° u, est 
n=0 

donc définie sur IR;. 
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Solution des exercices 


e Les fonctions uw, sont continues. La convergence normale implique donc que f est 
continue. 


e Les fonctions u, sont de classe C® et pour tout p € IN : 


p 
Vr EIRs uWP(x) = (—-1}? _— Ci 


Pour x > Ü, par croissances comparées, on a nPe "*# — 0. Il s'ensuit que : 
n— +00 


n? 1 
TE ON) : 
RÉEL (=) 


On en déduit la convergence simple de la série ÿ° u®) sur IR... 


Soit a > 0. Pour tout (n,p) € IN?, on à donc par décroissance de la fonc- 
tion tre *: 

He 7 ,-na 

Vx € a, +oo[ lufP/(x)| < et: 


na 


: An: n? AE (p) 
Puisque la série 377 € est convergente, la série Su» converge normale- 
ment sur tout intervalle [a, +, donc elle converge normalement sur tout segment 


de IR*, ceci pour tout p € IN. Par suite, la fonction f est de classe C® sur IR*.. 
e La fonction f n’est pas dérivable en 0. 


Pour le démontrer, il suffit de démontrer que lim f'(x) = —-0o, le théorème de la 
æ—0 


limite de la dérivée assurant alors, du fait que f est continue sur l'intervalle IR} 


et dérivable sur IR! , que f@)—f0) hr 
æ—0+ 


Pour x > 0 on a : 
+00 2 


1 _ nm —nxz 


Par conséquent, f” est une fonction croissante sur IR? et la limite { de f’ en 0 
est définie dans IR. 


Pour tout x>0et nEelIN,ona: 


k 
L< f(x) = — >». PSE CS (f” décroissante) 
k=0 
— 
So 2: 1231 CH (terme général négatif) 


En faisant tendre x vers 0 dans cette inégalité, on obtient : 


L k 
ee —_—__—. 
LE > PE (+) 
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Chapitre 10. Suites et séries de fonctions 


10.22 Notons u, l'application définie sur IR! par u,(x) = 


10.23 1. 


D'autre part, la série ÿ° — est divergente car son terme général est positif et 


équivalent à +. Toujours du fait que le terme général est positif, on en déduit 
que : 


) ——+ +. 
2 nm OO 
— k2 +1 n—+ 


Par passage à la limite dans les inégalités, il vient de (x) que { = —co. Par suite, f 
n’est pas dérivable en 0. 


(1), 
z+n 


Pour x € IR la série Du, (x) est une série alternée vérifiant u,, (x) Er 0 et 
n— +00 


la suite (lu, (x)|) est décroissante. Par suite la fonction f est définie sur IR? . 


nEIN 
Les fonctions w, sont de classe C® sur IR et pour tout p € IN on a : 


[ 
* (p) = (_1}2+P F : 
VnelIN VrelRr uf(x) = (-—-1) mini 
Soit p € IN* et a > 0. Pour x >aet nEeIN, on a : 


(p) | = pr < D 
He te (r+n)rtt  (a+n)rti 


— est convergente, la série Du ) converge 


normalement sur tout intervalle de la forme [a, +oo[ avec a > 0 et donc sur tout 


Puisque la série de Riemann ÿ° 


segment de IR*.. 
Comme la série Su, converge simplement sur IR? et la série Yu’, converge nor- 


malement sur tout segment de ]0,+c{, il vient que la fonction f est de classe C! 
et f' = de 

Puisque re les séries dérivées de la série de fonctions ÿu/, convergent norma- 
lement sur tout segment de ]0, +, la fonction 5 u!, est de classe C®, 5e. f’ 


n=0 
est de classe C®©. Aïnsi, f est de classe C®. 


La série diverge pour x = 0, puisque un (0) — L. 


1. 


—= ; d’où la convergence de la série Su (x) , 


Pour tout x > 0, on a u, (x) + 
par comparaison aux séries de Riemann. 
La fonction f est donc définie sur IR? . 


Pour tout a > 0 et tout n € IN*, on a suplu, (x)| = u, (a) , car u, est positive 
x>a 


et décroissante sur IR1. Par suite, la série Du, converge normalement, donc 
uniformément, sur tout intervalle [a, +oo[ € IRY ; comme chaque uw, est continue 


sur IR? , la fonction f est continue sur IR*.. 
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2. 


3. 


Solution des exercices 


e Pour n EIN*,ona un(xz) = —=- 


æ—+oo NT 
C ] d T U LT + 
ela conduit à ense ue TX TU g où g : re 
1 P T 4 a ) Le ( Je 2 2n2 


# . 2 
Pour démontrer cela, posons pour n € IN*, la fonction w, :æ EEE) 


définie sur IR;. 
e La série de fonction ÿv, converge normalement sur IR° , donc uniformément, 


Car : 


x? x? 1 


VER) EIRE XIV ff) = ES <= 27 


et la série 5 + est convergente (exemple de Riemann). 
e Pour n € IN*, nous avons déjà remarqué que v,(x) mr L- 
T— +00 


Ainsi, d’après le théorème de la double limite : 


+00 +00 
1 T 
z?S(x) —= D vie) D en) — 6 
n=1 =] 
Par conséquent : 2! 
S(x ss 


Pour l’étude en 0, nous utiliserons un encadrement par l'intégrale. 
Fixons æ > 0. La fonction t + NET est continue, positive et décroissante. 


Comme la série Su, (x) converge, cette fonction est intégrable sur [1,+c| et 


l’on peut écrire : 
ME 
Vel WG) [l a] _— 
n  t(1+tx?) 


dé dt 
Vn 22 Un < —_—_—5" 
“ Un (a) a 


On en déduit, par sommation : 


L dt 2e 1 [7 dt 
. tarte) 7S1rn" } (+42 


Comme : 


. = —2]nx +in (1 ) 
1 
IE 
Comme u(x) + —-21nx et v(x) + —-21nx, au voisinage de 0*, on peut conclure 
de l’encadrement : 


v(x) =—-2lnx +In(1+4°) + 


< < 
—2nx —21nx —2nx 
f(x) 


—2Inx 


e li = 1 et nm —21nx; en particulier li = : 
que lim, f(x) + TL n particulier lim f +00 


279 
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10.24 1. La fonction Arctan étant à valeurs dans ]-T/2,7/2|, on a : 


T 1 
VneIN* VrelR lu(x)| < = —- 
2n 
Par comparaison aux exemples de Riemann, la série Su, converge normalement 
sur IR. 
2. D’après la question précédente, les fonctions uw, étant continues sur IR, la fonc- 
+00 
tion ÿ u, est continue. 
n=1 


3. e Montrons que f est de classe C! sur IR}... 
Soit n € IN*. Pour tout x € IR, on a : 
1 
UT) = ——-: 
Soit [a,b] € IR. On a : 
1 
! 
FORGE 
Par comparaison aux exemples de Riemann, la série numérique Ÿ° TES 
est convergente. Cela établit la convergence uniforme de la série D u/, sur le 
segment [a,b]. Par suite, f est de classe CT sur IR* et : 
+00 1 
Vx € IR° = —————— 
T + Î (x) >» n(1 + n2x2) 


n=1 
e Fixons æ > 0 et opérons une comparaison séries-intégrale. Il est clair que 
l’application t + Een) est continue, décroissante sur IR. Par comparaison 


aux exemples de Riemann, cette dernière est intégrable sur [1,+o{. On a donc, 


pour n € IN* : 
n+1 dt 
! ! 
Un+1(T) < Î + Pa) < u, (x) 


et en sommant, à l’aide de la relation de Chasles : 


+00 
f'(e) — u4(x) < 1 = 


ET) < J'(&), 


c’est-à-dire : 


sis dt de dt f 
_—_—<ç/#f! < ES — . 
/ t(1 +422) f() / t(1 + 2x2) Tite de 


e Toujours à x > 0 fixé, on a : 


[7 dt [7 l ne F 
1 t(i+é2x2) J; t 1+t2r2 


+00 


LT) 


1 
= —mz+sm(l+x) (++) 


dl 
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Solution des exercices 


e Il vient de l’inégalité (+) et de l'égalité (++), lorsque x > 0 : 
1 
1+22 
La fonction f étant continue sur IR et la fonction f’ sur IR*, on a pour 


1 1 
—nzx + ; mi +2?) < f'(x) < —-Inr + 5 m1 + x?) + 


tout x € IR* la convergence de l’intégrale | f'(t) dt et, du fait que f(0) = 0 : 
0 


ft = | fr. 


Par suite, il vient de (x) et de l’intégrabilité de la fonction In sur ]0,1], qu’au 
voisinage de 0 : 


| =nédi om) < Jr) < | — Int dt +o(x) 
0 0 
et donc : 

—xinx+o(x) < f(x) <—xinx+o(x), 
soit encore, pour x € ]0,1| : 


1 1 
en Mers PA 
In x —x ln x In x 


J(@) —+ l,ie. f(x) = —-xinx. 
—LTMXT x-0+ æ—0+ 


La fonction Arctan étant impaire, il en est de même de f et donc : 
f() © -xlm{x|. 
æ—0 


En conclusion, par encadrement 


1 <= 2x 
10.25 1. + P ER\Zona, fa (e) == +3 —. 
e Pour x \ Zona, 1 (6) r* 2. PR 


Puisque PE —_ o(E), la série 


2x 
: ; converge absolument, donc 
TT —pP 


converge et f(x) est bien défini. 
1 


R Pi) ER 
e Remarquons que l'égalité f,(x+1) = f, Sen mr . 


entraîne, par 
passage à la limite, la 1-périodicité de f. 
1 
e Si 2x n’est pas entier, alors æ et x + 5 ne le sont pas et l’on peut écrire : 
— 1 = 1 
n n =. = ——— + UE 
fala) + f (2+ ;) D >. 


nm 


2 2 
2 z+%t 2 25 +25 +1 


—n 


2 
2x+2n+1 


|| 
M 
Nu 
+ 


= — 2 fan(2x) + 
J 

- ; : il 1 
En faisant tendre n vers +, on obtient : f(2x) = 3 /(x) + ii (: + ;) 
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2. 


3. 


e On vérifie facilement que la fonction x + h(x) = rcotanrx est également 
1-périodique, donc g = f — h l’est aussi. 


; 1 En 2 . 
e Montrons que la fonction y : x + f(x) — — = ÿ° RE) est continue 
TL k=—1 L° — 


sur |—1,1|] en utilisant le théorème de continuité des séries de fonctions. Notons 
que les fonctions ær++ #7 sont continues sur ]-1,1|. 


Soit a € ]0,1[. Pour tout k € IN* : 
2a 1 
Sp 0 (&) 
2x 


2x 
ce qui prouve la convergence normale sur [—a, a] de la série ÿ! ————, donc 


SUP —— 
x? — 2 
2 2.? 
k>1 a? —k 


xE[-a,al] 


la continuité de sa somme sur [—a, a], puis sur ]—-1,1|. 
e La fonction g = f —h est donc continue sur ]—1,1[\{0} et pour x € J-1,1|: 


HG FE D - 2 (L+0 (x) = = +o(l), 


donc æ + g(x) = (x) +o(1) est prolongeable en une fonction continue 
sur ]—-1,1] en posant g(0) — 0. Par 1-périodicité, g est prolongeable en une 
fonction continue sur IR tout entier. 
La fonction h vérifie sur IR \ Z la même relation fonctionnelle que f car si 2x 
n’est pas entier, on à : 


h(xz)+h (: + :) = 7 cotan (rx) — 7 tan rx 


: 5 (rx) — sin? (rx) : ; 
n cos (rx) sin (rx) AE 


La fonction g = f —h vérifie la même relation fonctionnelle que f et h sur IR\Z. 
Par continuité, elle vérifie également cette relation sur IR. 


Soit un réel À > 1. Comme la fonction |g| est continue sur le segment [0, A], elle 
atteint sa borne supérieure sur ce segment, donc l’ensemble : 


T={xe(0,A] | |[g(x)| = Ma} 


est non vide et c’est un fermé de IR car égal à [0, A] Nn |g| ({MA}), donc il 
contient sa borne inférieure, d’où l’existence de a) 


Comme A >1,ona 0 < 2A — 1, donc D +5 < < À, d’où : 


TO 1 1 TO 
N(R+s) em et a lotrol < 3 (e(2) +20) 


“A 
par suite lo (©) > MAÀ. Ce n’est possible que si x0 = 0, autrement dit : 


MA = |g(0)| = 0. 


Donc g = 0 sur {0, A] puis sur IR par 1-périodicité. 
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Solution des exercices 


10.26 Pour n € IN*, posons u, : æ + In (1+—È). Il est clair que uw, est définie sur IR* 
et continue. Par parité de u, , on peut restreindre l’étude de à IR. 


1. Soit x € IR*. Puisque = —+ 0, on a : 
+ q n2x2 ne , 


1 1 
uw (x) = (: + —) ou er 
Par comparaison aux séries de Riemann, la série Su,(x) est convergente. On en 
déduit que le domaine de définition de f est IR*. 

2. Démontrons que la série de fonctions Su, converge normalement sur tout seg- 
ment de IR. Pour cela il suffit d'établir la convergence normale sur tout intervalle 
de la forme [a, +], avec a > 0. Soit donc a > 0. Par croissance de la fonction In, 
on a pour tout n € IN* et x > a : 


1 1 
bee) = In ire < In l+5 . 
La convergence de la série numérique S'u,(a) assure la convergence normale de 


la série de fonctions Ju, sur [a,+oo[. Par conséquent, les fonctions u, étant 
continues, la fonction f est continue. 


3. Équivalent en +00. On constate que pour n € IN* on a Unfx) 7 
æ—+oo NT 
1 +00 i 
Il est alors naturel de chercher à établir f(x) =  — 5 
Z—+o T 1 


Posons pour tout x > 0 et n € IN* : 


Vn(z) = 2? In (1 + =) 


L’inégalité In(1 +t) <+ étant valable pour tout t > —1,on a: 


1 1 
2 
0<h(i+ rs) < 27 
On en conclut que la série de fonctions ÿ'v, converge normalement, donc 
uniformément, sur IR. 
Par ailleurs, pour n € IN*, du fait que In(1 +t) PE t, On à : 

— 
at. 1 


Un (@) zoo na n 


et donc v,(x) mr 1/n?. Ainsi, d’après le théorème de la double limite, 
T— +00 


pour æ>0,ona: 


+00 +oo 
1 
2100 = Du) D 
n=1l — 
c’est-à-dire : 
+00 
1 1 
fG) Sen Zn 
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Équivalent en 0. 
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La technique utilisée plus haut est inopérante, car u,(x) . —2Inx et, 
z— 


pour x £ 1 fixé, la série ÿ(—21nx) est grossièrement divergente. 

Soit x > 0. L'application {+ In (1 + 7) est continue, décroissante. Puisque 
la série numérique Sd u,(x) est convergente, par comparaison série/intégrale, 
cette dernière fonction est intégrable. On en déduit l’encadrement : 


Li 1 me 1 1 


+00 1 
Calculons J(x) = d In (: + x) dt. Pour cela, posons le changement de 
1 x 


variable linéaire t — +, ce qui donne : 


1 di 
CE (In(1 + u?) — 21nu) du. 
a — 

J(x) 


Les fonctions U : u ++ In(1 + u?) — 2Inu et V : u ++ u sont de classe C! 
sur IR et : 


UV) = un (1+ +) a de 


U—+ +00 u2 üu—++00 


Ainsi, une intégration par parties donne : 


1 + du 
JG) = ei (1 à) 2 | Eu 


nn. (: à) 2(7 Arctan(æ)) . 


Comme 2 (7 — Arctan(x)) DT et, par croissances comparées : 
LT— 


1 
x In (+2) = xin(1+x*)-2xiInr — 0, 
x 


z—0+ 


on à J(x) DT 
x— 


L’encadrement (+), qui peut s’écrire : 


lo (: ” à) | 


donne alors : 


xf(x) — 7, et donc f(x) ” 


æ— +00 
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Solution des exercices 


10.27 On établit facilement, par récurrence sur n, que la fonction f,:1 est de classe C"*1 
et qu’elle vérifie : 
n+1) 
fa = fo ©  fan(0)= fi (0) == fi91 (0) = 0. 
En appliquant la formule de Taylor reste intégral, on en déduit pour x € [0, b] : 


aol] re a 


< [eo ar<n (0) D — 


pr+i 


(n +1)! 
sur [0,b] de la série de fonctions ÿ° f,. 


Par suite No(fn+1) < N(fo), ce qui prouve la convergence normale 


+oo 
Posons f = ÿ° f,.Ils’agit d’une série simplement convergente sur [0,b] de fonctions 
n=1 


de classe C!, dont la série dérivée converge normalement sur [0, b]. D’après le théorème 
de dérivation des séries de fonctions, f est de classe C! et l’on a : 


+00 +00 
Pere) Lies 
n=1 n=1 


—+oo 
Comme f (0) = 0, la fonction f = Ÿÿ° f, est l’unique solution sur [0,b] de l'équation 
n=1 


différentielle y” — y = fo, avec y(0) = 0, c’est-à-dire : 


Væe [0,b] f(x) =e* a e"* fo(t) dt 


10.28 1. + Montrons que la suite (u»)nen est bien définie, à valeurs dans C([0, 1]; IR). 
Sife C([0, 1}, IR), notons T(f) l'application définie par : 


Vr € [0,1] ro = [ He-Pyat 


Cette est cohérente, car f est continue sur [0,1] et, pour x € [0,1] 
et 0<t< r, on vérifie facilement que t — #? € [0,1/4]. 
Il s’ensuit que, la fonction T(f) étant évidemment continue, T est une ap- 
plication de C([0, LL IR) dans lui-même. Par suite la suite (uh)hen est bien 
définie et les fonctions u, sont continues. 

e Montons par récurrence que pour tout x € [0,1] et nEIN, on a: 


ati 


0 <'un(T) — Un+1(t) < CES 
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* Soit x € [0,1]. On a: 


On en déduit que uo(x) — u1(x) est un élément de [0, x]. 
* Supposons (+) établie pour un n € IN. On a alors, pour x € [0,1], d’après 
l'hypothèse de récurrence et positivité de l’intégrale : 


cf u (4 — 12) — unsatt — #2) dt < Pt Fes 
o L Jo in+1)! (n +2)! 
=uün+1(t)—un+2(x) 
Cela démontre le résultat par récurrence. 
2. Pour tout n € IN et x € [0,1], on a : 
gr il 


D 


De la convergence de la série exponentielle 5 +, on déduit la convergence nor- 


10] 
male, donc uniforme, de la série S (ur — un+1). Ainsi, les suites (uo — Un)neN 
et (Un)nen convergent uniformément. 
Les fonctions u, étant continues et la convergence uniforme, la limite u est conti- 
nue. Puisque u,(0) — 1 pour tout n € IN*, on a : 


Un(1) — 1=ul(l), 


n— +00 


ce qui montre que la fonction u est non nulle. 
3. e Soit x € [0,1]. De la convergence uniforme de la suite (ur)nen sur [0,x], 
on obtient la convergence uniforme de la suite (Un)nen vers t > u(t —t?), 
Où Un :tr+ Un(t — t?). Par suite : 


1+ f un(t—t)dt — 1+ | u(t — t?) dt. 
0 n— +00 0 


Par ailleurs, uy+1(x) — u(x) et donc, par unicité de la limite : 
n— +00 


u(x) = 1 + Î u(t — t?) dt. (+) 


e L'expression (+), valable pour tout x € [0,1], montre que la fonction u est 
dérivable et, en dérivant, on obtient : 


YVz e [0,1] u’(x) = u(x — x?). 
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Exercices 


SU Dons Hit e orme D NS terne à doter tie se 637 


Séries entières 


Dans ce chapitre, IK désigne soit le corps IR, soit le corps C. 


I Séries entières 


Les séries entières sont des séries de fonctions de la variables complexe. Il 
se trouve que beaucoup de fonctions usuelles sont, du moins au voisinage 
de 0, sommes de séries entières. Par ailleurs, les séries entières permettent de 
construire facilement des solutions de certains problèmes, comme par exemple 
la résolution d'équations différentielles. 


1 Rayon de convergence 
L'ensemble IR, 


e La relation d'ordre usuelle sur IR: est étendue à IR: = IR; U {+} en 
posant : 
VzElR x < +oo. 


e On rappelle que si À C IR est une partie non vide majorée, alors À admet 
une borne supérieure. Par convention, si À C IR est une partie non vide 
non majorée, on pose sup À = +00. 


Remarques 
e Si À est une partie non vide de IR, l'inégalité x < sup À, pour x € À, est 
toujours vérifiée. 


e Si À est une partie non vide de IR, alors pour tout x € A véri- 
fiant x < sup À, il existe y € À tel que x < y < sup À. 
En effet, dans le cas où sup À est réel, il s’agit d’une conséquence immé- 
diate de la définition de la borne supérieure. Dans le cas où sup À = +, 
la partie À n’est pas majorée et la conclusion suit. 


1 Séries entières 


Notation Soit 20 € IK et r ER. 

e On pose Do(zo,r) l’ensemble {z € IK | |z — 20] < r}. 
Si r est réel, cela correspond dans le cas où IK = €, au disque ouvert de 
centre z0 et de rayon r. Si IK =IR, alors Do(2o,r) = ]20 —r,zo +r[. Dans 
les deux cas, on a Do(2o, +co) = IK. 

e On pose Dr(zo,r) est l’ensemble {z € IK | [z — zo] <r}. 
Si r est réel, dans le cas où K = €, cela correspond au disque fermé 
de centre 20 et de rayon r, et, dans le cas où IK = IR, cela correspond 
à [z0 — r, 20 +r]. On a encore Dr(z20, +00) = IK. 


Séries entières 
éfinition 1 
Soit a = (an)nei 
La série entière associée à a est la série de fonctions D u,, où : 


N une suite complexe. 


Un: € — € 
Z > An2”. 


+00 

La somme de la série entière est la fonction 2+ ÿ° a,2", définie sur le 
n—=0 

domaine D des z € € tels que la série numérique ÿ'a,2" soit convergente. 


Remarques 
1. On note ÿ'a,2" la série entière associée à la suite a. 


2. Si l'indexation commence à partir de no, on notera ÿ ay 2". 
n>zno 


3. De manière analogue, on définit les séries entières de la variable réelle, 
comme étant les séries de fonctions Su, ,où un : t — ant” est une fonction 
de la variable réelle. 

4. Soit (ay)nen une suite complexe. 

Il arrive que l’on note 5 az?" la série entière 5 b,z", où la suite (by }nen 
est définie par : 
Vn EIN bonr1 = 0 et bon = an. 
A 2 # 0 .\ M 
De la même façon, on peut noter ÿ'a,z2" la série entière ÿ_c,z", où la 
suite (Cn)nen est définie par : 


ax sin=k?, avec ke IN; 
O0 sinon. 


VnEeIN ch = { 
Plus généralement, si (2» )nen est une suite strictement croissante d’entiers 


naturels, ÿ'a,2”" désigne une série entière, les « coefficients manquants » 
étant pris à 0. 
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Lemme d’Abel 


héorème 1 (Lemme d’Abel) 
Soit (an)hem une suite complexe et 20 € € tels que la suite (an2f )nein Soit 
bornée. 

Alors pour tout z € € tel que [2] < [20|, la série az” est absolument 
convergente. 


Principe de démonstration. Démontrer, dans le cas où la suite (a»26)nen est bornée 


et z0 Z 0, que l'on a a, 2" =o( 


Z 
Z 


- ) lorsque n tend vers +0o.| Démonstration page 619 


Rayon de convergence 
emme 2 
Soit (ar),em une suite complexe. 


L'ensemble {r € IR} | (lanlr"),en est bornée} est un intervalle non vide 
de IR. 


Démonstration page 619 


Soit (ar),em une suite complexe. 


1. La borne supérieure R € IR} de {r € IR4 | (lanlr"),e 
le rayon de convergence de la série entière D an2”. 


N est bornée} est 


2. Le disque ouvert de convergence de la série entière D 'a,2" 
est Do(0,R)={z2EeC|lz:l<R}. 


3. L’intervalle ouvert de convergence de la série entière (de la variable 
réelle) Sant” est Do(0,R) = ]-R,R|. 


1 
Exemple Soit à € C*. Le rayon de convergence de S'a"z" est r — Er 
a 


En effet. la suite (a”2"),em est bornée si, et seulement si, laz| < 1. 
, € , , 


Remarques 
e Le rayon de convergence d’une série entière est un élément de IR; U {+}. 


e Le disque ouvert de convergence est un ouvert éventuellement vide de C. 
L’intervalle ouvert de convergence est un ouvert de IR. 


e Le disque ouvert de convergence est vide si À — 0. Le disque ouvert de 
convergence est € si R = +oo. 


e Il vient de la définition que si la suite (an2°),-m est bornée, alors |z] < R. 


nel 
De même, si la suite (ay2”),,.n n’est pas bornée, alors |2| > R. 


e On ne peut rien dire a priori sur le comportement de la suite (la,| R?), = 


lorsque le rayon de convergence R est un réel strictement positif. 
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e Si (a)yem est une suite complexe et À € €”, alors les rayons de conver- 
gence des séries entières Da,2”°, >lan|z* et > Aa,z"” coïncident. 

e Invariance par décalage. 
Soit p € IN et > a,z” une série entière de rayon de convergence À. 


Le rayon de convergence de Xa,z"*P est alors R. En effet, si r € IR*, 
alors la suite (ar )nen est bornée si, et seulement si, la suite : 


(an P)nen = TP (an7" )neN 


est bornée. 


De même le rayon de convergence de ÿ'an+,2" est R. En effet, pour 
tout r € IR? , la suite (ayr")h»>9 est bornée si, et seulement si, la suite : 


(Ps rar se 


est bornée. 


roposition 3 
Soit az” une série entière de rayon de convergence À et z € C. 


1. Si |z| < R, alors la série numérique Ya," converge absolument. 


2. Si |[2| > R, alors la série numérique Ya,z"° diverge grossièrement. 


Principe de démonstration. Pour 1. Utiliser le lemme d'Abel. 


Pour 2. Utiliser la définition du rayon de convergence. Démonstration page 619 


orollaire 4 


Soit ÿ an2z” une série entière de rayon de convergence R. Le domaine de 


+00 
définition D de la somme f:2r ÿ az" vérifie : 
n=0 


Do(0, À) Ce Drp(0, À) 


Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition 3. ( 


Exemples 


1. Le rayon de convergence de ÿ'z" est 1. Puisqu’une série géométrique est conver- 
gente si, et seulement si, la raison est de module strictement inférieur à 1, le 
domaine de définition de la somme est Do(0, 1). 


# . \ nm . 
2. Le rayon de convergence de la série entière 3° & est 1. En effet, si [2] < 1, alors 
n>1 


la suite (£1) est majorée par 1 et si [2] > 1, la suite (£1) tend 
n ? n 
neEIN* neIN* 
vers +00 par croissances comparées. Par ailleurs, pour tout z vérifiant |z|] < 1, par 


. . La . n 
comparaison aux séries de Riemann, la série ÿ° & est absolument convergente. 
n>1 


Par suite, le domaine de définition de la somme est Dr(0, 1). 


291 


Chapitre 11. Séries entières 


3. Le rayon de convergence de Ÿ° = est +oo. En effet, pour tout z 4 0, on a : 


"+ 
mr _ ll 
is n + 1 n—+0 


n: 


D’après la règle de d’Alembert, la série numérique Ÿ° EP est convergente et 


donc 


(ss ——> 0, a fortiori la suite (Æ) est bornée. Puisque cela est 
M n—+oo M / neN +oo , 
vérifié pour tout complexe z £ 0, on a R = + et la fonction f:2++ D[ & est 
définie sur C. Lin 


4. Le rayon de convergence de ÿ'n!2" est 0. En effet, d’après l’étude précédente, 
0] 
pour tout complexe z £ 0, on a J (+) —— 0,et donc n!z°7 — +oo. 
L n— +00 n— +00 
Ainsi, la suite (n!|2]"),.n n’est bornée pour aucun z # 0, ce qui implique que le 
rayon de convergence de ÿ_n!2" est nul. Par conséquent, le domaine de définition 


+00 
de la fonction f:2+ ÿ_ n!z" est {0}. 


n=0 


p.619) Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence de la série entière 32 em" 27, 


n>1 
p.619] Exercice 2 Déterminer le rayon de convergence de la série entière D° /n2" 2”. 


2 Pratique de la détermination du rayon de convergence 
Inégalités 
Point méthode 


Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entière, on procède 
souvent par double inégalité. 


Soit (an)hem une suite complexe. Nous avons déjà fait la remarque que si 
la suite (anz"),em est bornée, alors le rayon de convergence R de la série 
entière D_anz” vérifie l'inégalité [z| < R (cf. page 590). Le point suivant en 
découle. 

Point méthode (Minoration du rayon de convergence) 

Soit > az” une série entière de rayon de convergence R et z € €. Si l’une 

des propriétés suivantes est vérifiée : 


. nm # 5 
1”lasuite (a, 20) 2Nest bornee: 
À . | 
2. la suite (anz"),em est convergente ; 
3. la série ÿ_ az" est convergente ; 
4. la série > a,z" est absolument convergente ; 


alors 2) 
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La contraposée du lemme d’Abel donne une méthode pour majorer le rayon 
de convergence. 
Point méthode (Majoration du rayon de convergence) 


Soit az” une série entière de rayon de convergence R et z € €. Si l’une 
des propriétés suivantes est vérifiée : 


1. la série 5 |a,z2"| est divergente : 

2. la série ÿ_ a,z" est divergente ; 

3. la suite (anz”),em ne tend pas vers 0 ; 
4. la suite (a,2"),-n n’est pas bornée; 


alors R < |2|. 


Exemple Le rayon de convergence R de la série Sn2”° vaut 1. 
En effet, par croissances comparées, pour r € [0,1[, on a nr" =. 0, donc R 2>7r. 
n— +00 


Cela étant vrai pour tout r < 1, on en déduit R > 1. 
Puisque la série nn diverge grossièrement, on a À < 1. Par suite R — 1. 


Exercice 3 Soit p € IN*. 


Donner le rayon de convergence de la série entière Ÿ° cos(n£) 27 


p.620) Exercice 4 Soit ÿ_a,z" une série entière de rayon de convergence À. Montrer que 
le rayon de convergence de Sa?" est VR (avec la convention +0 = +0). 


Comparaison 


roposition 5 (Comparaison) 
Soit > anz” et >_b,2" deux séries entières de rayons de convergence res- 
pectifs R, et Ry. 

Si l'inégalité |a,| < |bA| est vérifiée à partir d’un certain rang, alors R, > Ry. 


Démonstration. Soit r € IR}; tel que la suite (b:r"),en soit bornée. Puisque Ja,r"| < [b,r"| 
à partir d’un certain rang, la suite (anr")nen est également bornée. On à donc R5 < Ra. 


p.620) Exercice 5 Pour n € IN*, on note d{(n) le nombre de diviseurs de n. Donner le 


rayon de convergence de ÿ° d(n) 2”. 
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orollaire 6 
Soit > anz" et > b,2" deux séries entières de rayons de convergence R; 
et Ry respectivement. 


1. Sid, = O(b,) où à, =0(b.). alors À, >. 
2: 61 la,l 16.) alors R,= R;,: 


Démonstration page 620 


1 
Exemple Le rayon de convergence de la série ) Arctan (x) z" est 2. En effet : 
1 1 
Arct — D —- 
mn (4) 


D'autre part, la série géométrique D. (à) converge si, et seulement si, |z| < 2. Ainsi 


. . L} . 
le rayon de convergence de la série entière ) de z" est 2 et donc, par comparaison, 


1 
le rayon de convergence de la série entière à (arctau x) z" est également 2. 


Utilisation de la règle de d’Alembert 
On peut parfois utiliser la règle de d’Alembert pour déterminer le rayon de 
convergence d’une série entière. 
Soit (ay)nen une suite de complexes tous non nuls. Notons À le rayon de 
convergence de la série ÿ'a,2”. 
(ant ——> LEelR: et examinons plusieurs cas. 

lan | n— +00 


Cas L E ]0,+o![. Alors pour tout z € C*, on a: 


Supposons que 


n+1 
[an+12 | _ [an+1| || _ L{al. 
la] lan | n—+00 


e Si |z| < 1, alors d’après la règle de d’Alembert la série 5a,2" est 
absolument convergente. Par suite |z] < R. Puisque cela est vrai pour 
tout z vérifiant |[2| < +, on en déduit que + < R. 

e Si |zl > À, 

rie D |anz"| est divergente. Par suite |z] > R. Puisque cela est vrai 


alors, toujours d’après la règle de d’Alembert, la sé- 


pour tout z vérifiant |2| > À, on en déduit que À > R. 
En conclusion R = + 


Cas L — 0. Alors, pour tout z € C*, on a : 


ire) _ él >| _— 


la 2e] lan | n—+00 


Par suite la série Sa, z" est absolument convergente pour tout z € €. Par 
conséquent À = +oo. 
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Cas L — +. Alors pour tout z € C*,on a 


n+1 
lan+12 | _ lan+1| |z | + de 


lan 2") Tant an ss 
Par suite, la série 5 |a,z"| est divergente pour tout z € C*. 
Par conséquent R < |z| pour tout z non nul et donc R = 0. 


Exemples 
1. Calculons le rayon de convergence de la série entière ÿ re Pour tout z € C* 
on à : 
ent] (+de 


EE EE a an n—+00 3 


Le raisonnement mené plus haut donne que le rayon de convergence est R = 3. 

2. Déterminons le rayon de convergence R de S° aitnzn", où à est un réel stric- 
tement positif fixé. Rappelons que cette série correspond à la série entière 3° b,,z" 
où 

alt+# sin = k?, avec k € IN : 

0 sinon 


Vn € IN bn = { 


Notons, du fait qu’il y a une infinité d’indices pour lesquels b, est nul, qu’il est 


. . . L b. n+1 
illusoire de s'intéresser aux l2+1277 1. 
DEd 


En revanche, pour tout z € C*, on a : 
: 2 : 
jal++(n+0 (n41) — 0 - ee or 
= alz|(alzf*)  — az] sialz[f=1; 


IF nyn? 
la 0 Sas ET alzl? > 1. 


. . La . …. 2 
Par suite, si alz|? < 1, alors la série Sal" est absolument convergente 


et donc la série 3_b,2" est absolument convergente. Par conséquent, R > ,/+.: 
8 a 


A . ra . … 2 
De même si a|z|? > 1 la série 5 al*""#"27" n’est pas absolument convergente et 
donc a fortiori la série °b,2" n’est pas absolument convergente. Par conséquent, 


R< V£: On en conclut que R — V+ 


Point méthode 


Soit (Zy)nen une suite strictement croissante d’entiers naturels et (an )nen 
une suite de complexes non nuls. 
Pour déterminer le rayon de convergence R de la série d'a,2", on peut 
Vn+1 

ue ete An+12 "+ 

s'intéresser, pour z € C*,à lim He 
Nr CO [an 2? | 

Si cette limite existe et qu’elle est différente de 1, la règle de d’Alembert 
donne la nature de la série numérique _ |a,||z|°, ce qui permet de majorer 
ou minorer À. 
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p.620) Exercice 6 Quel est le rayon de convergence de ÿ'n! 2? 


Convergence en un point de la frontière 
Le comportement de la série entière sur la frontière de son disque ouvert de 
convergence peut être très variable, comme le montrent les exemples suivants. 


Exemples 

1. Nous avons vu que le rayon de convergence de la série entière ÿ° 2” est 1 et le 
domaine de définition de sa somme est DG(0,1) (cf. page 591). La série diverge 
donc en tout point de la frontière du disque ouvert de convergence. 

2. Nous avons également vu, que le rayon de convergence de la série entière ÿ° = 

n>1 

est 1 et le domaine de définition de la somme est Dr(0,1) (voir page 591). 
La série converge donc en tout point de la frontière du disque de convergence. 


# . n La 
3. Le rayon de convergence de la série 37 Æ vaut 1. Pour le démontrer, on peut 
n>1 


par exemple utiliser les deux exemples précédents, en remarquant que . < _ < 1 
pour tout n € IN*. La proposition 5 de la page 593 permet alors de conclure. 
Il est connu que la série ÿ° - diverge. On peut démonter que les séries de fonc- 


tions ÿ cos(nt) et » snqni) converge pour t € |0,2r{ (cf. l'exercice 10.20 de 
n>1 n>1 


la page 554). Par suite, la série Ÿ° æ converge pour tout z £ 1 de module 1. 
Cela nous donne donc un exemple de série entière pour laquelle la convergence de 


la série a lieu en tout point de la frontière de son disque ouvert de convergence 
sauf un. 


3 Opérations algébriques sur les séries entières 
Somme 
roposition 7 (Somme) 


Soit >_anz” et > b,2" deux séries entières de rayons de convergence res- 
pectifs R, et Ry. 


Le rayon de convergence R de 5 (an + b,) 2" vérifie alors l’inégalité : 
Ramin, À}. 
De plus, si R; £ R, alors R = min {R,, Rp}. 


Principe de démonstration. Démonstration page 620 


Pour montrer l'inégalité, utiliser le fait que si |2| < min{ Ro, Rs} , alors la suite ((an+bn)2") en 


est bornée. 
Dans le cas où Ra < R, justifier que si R4 < |z|] < R&, alors la suite ((an + bn)2") en n'est 
pas bornée. 
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Remarque Avec les notations de la proposition 7 de la page ci-contre, pour 
tout |z| < min{ R;, Ri}, les séries numériques 5 a,z"” et 5-b,2" sont absolu- 


+00 +00 +00 
ment convergentes et l’on a D (an +bn)2" = D anz° + D bnz”. 
n=0 n=0 n=0 
p.620| Exercice 7 
Donner le rayon de convergence et la somme de la série entière ÿ ch{(n) z" 
Produit 


éfinition 3 


Soit S a,z" et ÿ b,z" deux séries entières. La série entière S ‘c,z", où 
e] 


VnEIN ch = >. AkÜn_k: 


k=0 


est le produit de Cauchy des séries entières D a,z" et > -b,2". 


Remarque On écrit souvent le produit de Cauchy des séries entières Ÿ a,2" 
et >_b,z" sous la forme D ( ÿÙ ab;)z". 

1+j=n 
roposition 8 (Produit) 


Soit ÿanz” et ÿ b,2" deux séries entières de rayons de convergence res- 
pectifs R, et Ry. 


Pour tout z € € vérifiant |z| < min {R,, R;}, on a : 


n=0 \k=0 


En particulier, le rayon de convergence R du produit de Cauchy des sé- 
ries az" et > b,2" vérifie l’inégalité : 


R=minfrR;, REF. 


Principe de démonstration. 


Démonstration page 621 


Utiliser le produit de Cauchy de deux séries numériques absolument convergentes. 


Attention 


e On ne peut rien dire de plus sur À, même dans le cas où Ry Æ Ry. 


+00 


+00 +00 n 
e L'égalité S de ) S b; - = ». D ib+) z" n’a pas de sens 
i=0 i=0 


n=0 \k=0 
si [2] > min{R,, Ri} ! 
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Exemples 


1. En considérant le produit de Cauchy de la série entière 2” avec elle même, il 
vient que pour tout z € € tel que |z| < 1 : 


1 +00 - +00 
(Er) -So+nr 
n=0 n=0 
2. Nous savons que pour tout z € € de module strictement inférieur à 1 : 
+oo 
(1 — 2) du 1, 
n=0 


La série entière ÿ'z”° a un rayon de convergence R1 égal à 1. On à par ailleurs, 
en posant ao = 1, ai = —1 et a, = 0 pour n 2 2 : 


+00 
1—2— y AnZ”. 
n=0 


Le rayon de convergence R2 de cette dernière série entière est +oo. De plus, la 
série produit ÿ'c,2” est donnée par : 


Cg —;l et Vn € IN* D 
p=0 


Le rayon de convergence R de la série produit de ces deux dernières séries entières 
est donc +. On a donc R > min{R:,R2} et R1 # Ro. 


p.621] Exercice 8 Soit ÿ'a,2" une série entière de rayon de convergence R > 0 et de 


nm 


somme f. Pour tout n € IN, on pose 5, = ÿ° ag. 
k=0 


Donner une minoration du rayon de convergence de la série entière D S,z" et 
donner sa somme en fonction de f au voisinage de 0. 


0 1 æ 0 °° 
Remarque Soit > al Pa > aP }2n des séries entières de rayons de 
convergence respectifs R1,..., R,, avec p € IN*. 
Posons À = min {R1,...,R,}. On démontre aisément par récurrence sur l’en- 


tier p que, pour tout z € € vérifiant |z| < R, on a : 


P +00 +00 
Il D agen) = », >, ai) ... a an, 


n=0 \it+ip=n 
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4 Continuité 


héorème 9 
Soit > ant” une série entière de la variable réelle et de rayon de conver- 
gence À. 


La série ÿant” converge normalement sur tout segment de l’inter- 
valle |-R, R[. 


Principe de démonstration. Utiliser le lemme d'Abel. Démonstration page 621 


Attention La série Sa,t” ne converge pas normalement sur |—-R,R| en 
général ! La série géométrique S°{” peut servir d'exemple. 


roposition 10 

Soit > ant” une série entière de rayon de convergence À > 0. 

Alors la restriction de la somme à l'intervalle ouvert de convergence, c’est- 
à-dire l’application : 


]I-R,R| — € 
+00 

t 5  N ant” 
n—=0 


est continue. 


Démonstration. Pour n € IN, posons w, l'application définie sur ]—R, R[ par un(t) = ant”. 
La fonction uw, est continue et la série de fonctions Sun converge normalement, donc unifor- 
mément, sur tout segment de |—R, R[. La conclusion est alors immédiate. Û 


Exercice 9 Soit ÿ'a,z” une série entière de rayon de convergence R > 0, de 
somme f.On pose g: |-R,R| — IR 
t + = lat 
n=0 
1. Justifier que g est bien définie. 
2. Montrer, pour tout z € Do(0,R) et h € € vérifiant |z| +|h| < R, que l’on a : 


(fG + A) = fG)] Salt Al) a (121) 


Soit > az” une série entière de rayon de convergence R > 0. 
Alors la restriction de la somme au disque ouvert de convergence, c’est-à-dire 


l’application Do(0,R) est continue. 


Démonstration (non exigible) page 622 
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Attention Cela ne signifie pas que la somme de la série entière S'a,z" est 
continue sur son domaine de définition. 


Exercice 10 (Formule de Cauchy) 


Soit Sa, 2" une série entière de rayon de convergence R > 0 et de somme f. 
On pose, pour tout r € ]0,R|, M(r) = ra (12) e 
Z|=T 


Démontrer que pour tout 0 < r < R : 
1 27 ; : 
Vn EN ay = —— Chester 
7 2mr" | ï ) 


M(r) 


re 


En déduire que [a»| < 


Exercice 11 


Soit une ÿ_ a,2" une série entière de rayon de convergence non nul et de somme f. 


Pour tout p € IN, montrer qu’au voisinage de 0 on a : 


He) D. de O0) 


Il Séries entières de la variable réelle 
1 Séries dérivées 


roposition 12 (Série dérivée) 


La série dérivée de la série entière 5 a,2" est la série entière 32 nan 271. 
n>l 


Une série entière et sa série dérivé ont même rayon de convergence. 


Démonstration page 623 


orollaire 13 
. . 2e °\ n a n+1 
Soit (an)nen une suite complexe. Les séries entières Sa,z” et 3 ue 


ont même rayon de convergence. 


Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition 12 à la série 9 -22"t1, Û 


n+1l 
Exercice 12 


1. Soit p € Z. Montrer que les séries entières S'a,z" et > nPa,z" ont même 
rayon de convergence. 


2. Soit f : [a, +oo[ — € une fonction rationnelle non nulle. Montrer que les séries 
entières ÿ_'anz” et > f(n)a,z" ont même rayon de convergence. 
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2 Primitive de la somme d'une série entière 


héorème 14 (Primitivation terme à terme) 

Soit > ant” une série entière de la variable réelle, de rayon de conver- 
gence R > 0 et de somme f. Soit enfin F une primitive de f sur |-R,R|. 
On à alors : 


ARR 


+00 
VEI-RR| F(t) = F(0 an | 
ERR FD = FO)+ Dar 


Principe de démonstration. Utiliser le théorème d'intégration terme à termes des séries de 


fonctions continues uniformément convergentes. Démonstration page 624 


orollaire 15 


+00 n 

Væel-1,1! In(1 NN pri. 
e MEL mi+ae DONNE 
+00 x2n+1 
tit À = S (1 

e Vxel]-1,1| Arctanx 2 em 


Démonstration page 624 
1 +00 ” 1 +00 x* 
— sn et In | ——— | — —. 
1—-x 2 G — =) k 


3 Dérivation de la somme d’une série entière 


Remarque On a, pour tout x € |-1,1| : 


héorème 16 (Dérivation terme à terme) 
Soit > ant” une série entière de la variable réelle, de rayon de conver- 
gence À > 0 et de somme f. 

Alors la fonction f est de classe C! sur ]-R, R[ et : 


+00 
VE]-RR| ft =S nant". 
n=1 


Principe de démonstration. Démonstration page 625 


Utiliser le théorème de dérivation terme à terme des séries de fonctions. 

Remarque 

Ainsi, la dérivée sur |—R, R[ de la somme d’une série entière 3 a,t” de rayon 
de convergence À est la somme de la série entière D (n + 1)an+it”. 

Exemple Le théorème 16 appliqué à la série entière ÿ +” donne : 


1 —_ 


y JS (n+1e. 


n=0 


Vte]-1;1l| 
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p.625] Exercice 13 Soit ÿ_ a,z" une série entière de somme f et de rayon de conver- 


gence R > 0, ainsi que @ : 1 — DO(0,R) une fonction de classe C!, où I est un 
intervalle d'intérieur non vide. 
Démontrer que la fonction f o w est alors de classe C! et : 


+00 
Ver (fow)(t)=p(t) D_nanw" (+). 


orollaire 17 2" 
Soit j'ant” une série entière de la variable réelle, de rayon de conver- 
gence À > 0 et de somme f. 

Alors la restriction de f à |—R, R[ est de classe C©. De plus, on a : 


(n) 
Vn € IN  — CO). 


n! 


Principe de démonstration.  Démontrer que f est de classe C” par récurrence à l'aide du 
théorème 16 de la page précédente. 


Ensuite, pour n € IN, évaluer f(") en 0. Démonstration page 625 


Exemple Le théorème 17 appliqué à la série entière ÿ'{” donne, pour tout p € IN : 


+00 
Vte]-1,1| En = S[(n+1)(n+2)...(n+ pe. 


éfinition 4 
Soit f une fonction de classe C® définie au voisinage de 0. Sa série de 


(n)(0 
Taylor est la série entière ÿ° il ) LR 
n! 


III Développements en série entière 

1 Fonctions développables en série entière 

éfinition 5 

Soit 1 C IR un intervalle tel que 0 € I , ainsi qu’une fonction f : 1 — €. 


e Soit r > 0. S'il existe une série entière D 'a,x” telle que : 


+00 
Vxel-r,r| f(x) = À dn HE, 
k=0 


on dit que f est développable en série entière sur |—r,;r!. 


e On dit que f est développable en série entière s’il existe r > 0 tel 
que f soit développable en série entière sur ]-r,r|. 
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Remarques 

e Bien noter que « développable en série entière » ne signifie pas que f soit 
globalement égale à la somme d’une série entière, mais simplement que f 
coïncide avec la somme d’une série entière sur un intervalle ouvert centré 
en (0. 

e Ilest tout à fait possible que la somme de la série entière ÿa,x” de rayon 
de convergence À et la fonction f coïncident sur un intervalle ]-r,;r{, 
mais qu’elles ne coïncident pas sur |—R, R[, même lorsque f est définie 
sur |-R, R|. 

En effet, considérons la fonction f : x ++ min{x?,1} définie sur IR. Celle- 
ci est développable en série entière, car f(x) = x? sur |-1,1[, mais la 
relation f(x) = x? 
Exemples 
1. Toute fonction polynomiale est développable en série entière. 


2. Soit a € IR*. La fonction f définie sur IR\ {a} par f(x) = —- est développable 


T—a 


n’est pas vérifiée sur ÎR. 


en série entière. En effet, pour tout x € |—l|a|, QI on à : 


1 
=D Er 


3. Nous avons vu au corollaire 15 de la page 601 que la fonction f : x + In(1 + x) 
est développable en série entière. 


+oo 


Il est clair que la relation In(1 + x) = > 


Si nr ? 
xz” n’est pas valable sur tout 


(1er 
nm 


le domaine de définition de f, car la série ss " diverge grossièrement 


pour x > 1. L'égalité : 
nm 
Cu 
In(1 = ———— 2" 
(1+x) >. nt 

n=1l 

est vérifiée a priori simplement sur |—1,1|. 
4. De même, nous avons vu que la fonction Arctan est développable en série entière. 

L'égalité : 


+ce a2+i 
Arct = —1)" 
rctan x 2! ) | 


est valable a priori sur ]-1,1|. 


héorème 18 (Unicité du développement en série entière) 


Soit (an)neN €t (bn)nen deux suites complexes. 
S’il existe un intervalle J = |-r,r|{, avec r > 0 tel que : 
+00 +00 
Vxe J So = D, br 
n=0 n=0 
alors les suites a et b ont égales. 


Principe de démonstration. Utiliser le corollaire 17. Démonstration page 625 
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Remarque 
En particulier, si le rayon de convergence d’une série entière Ÿ° a, 2” est stric- 
tement positif et s’il existe r > 0 tel que : 


+00 
Vxel]-r,rl D. de = (0, 
n=0 
alors la suite (ay )nen est nulle. 


orollaire 19 


Soit Z un intervalle tel que 0 € Z et f : I — € une fonction. 
Il existe alors au plus une suite complexe (a»)nen telle que : 


+00 
Jr>0 Vrel-rr| f(x) = >, ae 
n=0 


Démonstration page 625 
Remarques 


e Une fonction de classe C® définie sur un voisinage de 0 dans IR est déve- 
loppable en série entière si, et seulement si, elle est égale à la somme de sa 
série de Taylor sur un intervalle ]-r,r|, avec r > 0. 


e Il existe des fonctions de classe C® au voisinage de 0 qui ne sont pas dé- 
veloppables en série entière. Parmi les situations qui peuvent se présenter, 
il se peut que le rayon de convergence de la série de Taylor soit nul (voir 
l'exercice 11.28 de la page 641), ou encore que f et la somme de sa série 
de Taylor ne coïncident qu’en 0 (voir l'exercice 11.29 de la page 641). 


Les théorèmes sur les opérations sur les séries entières donnent le point suivant. 
Point méthode 


Soit Î un intervalle tel que 0 € JT, ainsi que f:1-Cet g:1-—cC. 


e Si f et g sont des fonctions développables en série entière sur |-r,;r, 
alors f +g, Àf et fg sont développables en série entière sur ]-r, r|. 


e Si f et g sont des fonctions développables en série entière, alors f + g, 
ÀAf et fg sont développables en série entière. 


e Si f est développable en série entière sur |—r,r|, alors toutes les dérivées 
et les primitives de f sont développables en série entière sur ]-r,r| 


p.626| Exercice 14 Que dire des coefficients du développement en série entière d’une 


fonction développable en série entière paire ? impaire ? 


604 


111 Développements en série entière 


2 L’exponentielle et les fonctions trigonométriques 


Développement en série entière de la fonction x + exp(ax) 
emme 20 


Le rayon de convergence de la série entière 5» Tr St infini. 
n! 


Démonstration. Cela a été démontré en exemple à la page 591. (in 
héorème 21 


Soit a € €. La fonction x + exp(ax) définie sur IR est développable en série 
entière sur ÎR et : 


Principe de démonstration. 


Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral. 


Démonstration page 626 


En particulier, on a le développement suivant. 
roposition 22 


La fonction x + e* définie que IR est développable en série entière sur IR et : 


VxelR =) — 


roposition 23 


Les fonctions ch et sh sont développables en série entière sur IR et 


+00 x?" +00 22%+1 
Vx € IR ch(x) — 2 (n)| et sh(x) — — n + D 


Démonstration. 


Il s'agit d’une conséquence des égalités ch(x) — “+ et et sh(x) = “= 


> — , ainsi que de la 
proposition précédente. Ü 


Développement en série entière des fonctions trigonométriques 
roposition 24 


Les fonctions cos et sin sont développables en série entière sur IR et 


12 x?" | +00 . œil 
Vx € IR FOR En) et nor Bi 


Démonstration. +00 2" 
Pour x € IR, on a d’après le théorème 21, e“° — y à + 

n! 
On conclut alors avec les formules d’Euler. n=Û 
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+00 do 


Exercice 15 Pour x ER, calculer ÿ° — 
n=0 (2n)! 


3 Séries du binôme 


Coefficients binomiaux généralisés 
On pose pour tout (a,n) € IR x IN 


(r) a(a—1)-.-(a—n+1) 


n n! 


Cette notation n’est pas explicitement au programme, mais elle est assez fré- 
quemment utilisée. 


Développement en série entière de x + (1 +x)° 


Soit à € IR \IN ; cherchons à donner un développement en série entière de 
la fonction f : x + (1+x)%. Cette dernière est évidemment de classe C® 
sur |—1,+c{. Ici les dérivées successives sont faciles à calculer et la série de 
Taylor associée à f est la série : 


af(a—-1l)-.-(a—-n+I1 
> ee 


Pour démonter que f est développable en série entière, il faut démontrer : 


N 
fa) -Y Du nr 0 a se 0, 
n=0 ° 


pour les x dans un voisinage de 0. Pour cela, il est naturel de penser à la 
formule de Taylor avec reste intégral. Malheureusement, il n’a y pas de majo- 
ration « simple et naturelle » qui permette de conclure. C’est pourquoi nous 
utiliserons une autre méthode pour donner le développement en série entière 


de f. 


roposition 25 
Pour tout a € IR, on a : 


Vx e |-1,1| dose, ter), (je 


n=0 n=0 


Principe de démonstration. Le résultat correspond à la formule du binôme si & est un entier 
naturel. Dans les autres cas, la fonction f: x + (1+x)°" définie sur ]—1,1[ est caractérisée par 


VrE]-LI| (1+z)f{a)= af) et  f(O)=1 
Chercher une série entière dont la somme vérifie ces deux propriétés. | Démonstration page 627 
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Remarque On retrouve ainsi, pour { € |-1,1[ et p € IN, la formule établie à 
la page 602 : 


En effet, pour n € IN, on a : 


(.) = (y +DEp+n) . ear(rre). 


n n! 


Exemple Donnons le développement en série entière de la fonction x + 


L=% 
Pour tout n € IN, on a : 
ee 
n n! 
n1X3X-.-x(2n—1) 
= (-1) — 
n 
1 sx (Pn— 1) 2xA4x: xD 
= (y X3Xx--:Xx (2n ), xXAX:..x2n 
27.pl 2KA4AK::-.X2n 
: n (n)! 
= Pen 
Par conséquent, d’après la série du binôme : 
+00 f2n 
1 1} 3 2 E, n 
Vx e]-1,1| 0 © / =l+s+ss fn) Sr 


n=0 


p.628| Exercice 16 Donner le développement en série entière de la fonction Arcsin. 
p.628| Exercice 17 Donner le développement en série entière de la fonction zx Y1+7%x. 


4 Fonctions de la variable complexe 


éfinition 6 


Soit U C € une partie telle que 0 € D, ainsi qu’une fonction f : U — C. 


e Soit r > 0. S'il existe une série entière D a,z" telle que : 


+00 
Vz € Do(0,r) f(z) = ÿ de 
k=0 


on dit que f est développable en série entière sur Do(0,r). 


e On dit que f est développable en série entière s’il existe r > 0 tel 
que f soit développable en série entière sur Do(0,r). 
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Exemples 


1 
1. La fonction z2+ TT définie sur € \ {1} est développable en série entière et : 
— 


+00 
1 
VE Do(0,1) —— = N. 
n=0 


2. Plus généralement, si a € €*, alors pour tout z € € vérifiant |z| < |a|, on a : 
Lo 2 27 
G—Z _ antT 
n=0 


On déduit du théorème 21 de la page 605, en prenant a = z et x = 1, le 
développement suivant. 


roposition 26" 
La fonction z ++ exp(z) définie que € est développable en série entière 
sur C et : 


Un exemple : développement en série entière de z 
Soit pelNet f: C\{1} — € 


Se (> 


1 
G—z)r+1 


GA —2)P#t 
Soit z € Do(0,1) non nul et posons : 
g: ]-1/12,1/1l — € 


t — 


1=+2 


Lorsque |tz| < 1, la série géométrique _(t2)"” est convergente. Il s’ensuit que : 


+00 
vVte]-1/l2,1/121[ gt) = 3 2". 
n=0 


Puisque g est la somme d’une série entière de la variable réelle de rayon de 
convergence 1/|2|, on peut dériver p fois sur l'intervalle | —1/|2|,1/|2|[ et : 


+00 
vte]-1/l21,1/1210 904) = Sen + pl... (n +18. (1) 


n—=0 
Par ailleurs, on a facilement par récurrence : 


Mel al 00 = Er @) 
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Puisque [2] < 1, on a 1 € ]—-1/|2|,1/|2[[. Les deux expression (1) et (2) 
de g®)(t) en 1 donnent : 
2P pl Es n-+ 
Hp 220 mel 
et, du fait que z £ 0, on a : 
_—— us: 1) on NS fn+P) n 
f(2) = Le 5 -ÿ ES — »., p Z 
n=0 


On constate que cette dernière expression est valable lorsque z = 0. Aïnsi, f 
est développable en série entière sur DG(0, 1). 


Remarque On pourrait établir ce résultat à l’aide de produits de Cauchy. 


IV Pratique du développement en série entière 


Cette section, à vocation pratique, traite de méthodes usuelles. 
1 Opérations algébriques et analytiques 


Point méthode 


Pour établir l’existence d’un développement en série entière d’une fonction f, 
et le cas échéant pour l’expliciter, on cherche d’abord à voir si l’on peut se 
ramener par des opérations algébriques ou analytiques (intégration, dériva- 
tion) à des fonctions ou des développements connus. 


Opérations algébriques 


Exemples 


— ] 
1. La fonction f : z2+ - ne est développable en série entière sur Do(0,1). En 
VA 


effet : 
2 
VzeC\{-1 = 1- 
2EC\{-1} fO=1- 
et donc : 
V:€Do(0,1) f(2)=-1+ 9 2(—-1)"* 1x" 
2. La fonction F : 2++ ns a t] 
ction F: ——— | ——— — est la somme 
De . 1 — 22 cos(a) + 2? 1—ze-it 1 — zeia 


de la série entière : 


14H en2z "+Ÿe” MD na)z 


sur |—1,1[. le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1, lorsque à € ]0,7|. 
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p.628) Exercice 18 Soit (ab) € IR“. Donner le développement en série entière de : 


ÎL 
TENTE) 


et préciser le domaine de validité. 


Indication. On distinguera les cas a Æ b et a = b. 


Îl 
p.629| Exercice 19 Donner le développement en série entière de f:71+ 1 ee 
VIRE 


Dérivation/intégration 
p.630) Exercice 20 Développement en série entière de f : x + In(1 + x + x?). 


Indication. On pourra donner le développement en série entière de f'. 


p.630] Exercice 21 Donner le développement en série entière de f :æ+ Arctan(x + 1). 


Remarque On pourrait être tenté d’utiliser le développement en série entière 
de la fonction Arctan. Cela conduit à une impasse, puisque le développement 
en série entière est valable uniquement sur |—1,1[ et il permet simplement 


d'écrire : 
Ve ël-2,01 Arctan(s+ 1) = 3 (0 ET DT 
x € |—2, rctan(x : _ | 
a 2n +1 


ce qui en aucun cas ne peut donner un développement en série entière au 
voisinage de 0. 


2 Utilisation d'équations différentielles 


Équations différentielles 

Une méthode de détermination de développement en série entière est celle 

de l’équation différentielle. Elle consiste à trouver une équation différentielle 

linéaire à coefficients polynomiaux vérifiée par la fonction, et à la résoudre 

formellement avec une série entière. 

Deux situations peuvent se présenter. 

e On veut montrer que f est développable en série entière : on cherche 
une série entière de rayon de convergence strictement positif satisfaisant 
à la même équation différentielle et l’on utilise un résultat d’unicité des 
solutions d’une telle équation différentielle. 
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e On sait que f est développable en série entière : on cherche une relation 
de récurrence entre les coefficients de ce développement (unicité du déve- 
loppement en série entière) pour déterminer ces derniers. 

Un premier exemple 
Illustrons cette méthode avec la fonction & : t + cos(a Arcsint), a € IR. 
Notons qu’il n’est pas évident a priori que & soit développable en série entière. 

e L'application w est de classe C? sur ]-1,1[ et l’on vérifie facilement qu’elle 
est solution l’équation différentielle du second ordre : 

(= #2)y" — ty! + œ2y = 0. (E) 
L'application @ est donc l’unique solution sur ]-1,1[ du problème de Cau- 
chy défini par l’équation (E) ainsi que les conditions y(0) = 1 et y’(0) = 0. 

e Soit f la somme d’une série entière D a,t” sur un intervalle |-R, R|[ 
avec R > 0. 

D’après le théorème de dérivation, f” (respectivement f”) est la somme de 
la série entière S[(n + l)an+it” (respectivement Y(n + 1)(n + 2)anyot”) 
sur |—-R, R[. Aïnsi, toujours pour t E|-R, R|, on a : 


+00 +00 
Pme S_(n+1)(n+2)anpot" — S nn —1)ant" 
n=0 n=0 


+00 
— >. ((n + 1)(n +2)an+2 — n(n — Lan)t" 
n—=0 
+00 
(=> na 
n—=0 


+00 
œ f(t) = > mont 
n=0 


On en déduit que la fonction + + (1 — #2) f"(t) — tf'(t) + a? f(t) est la 
somme de la série entière : 


Sn + fn + 2Janse + (—n(n —1) —-n+a)an)t" 


sur |—R, R|. Par unicité du développement en série entière, f est solution 
de (E) sur |-R, R| si, et seulement si, : 


VnEIN (n+1)(n+2)ans2 = (n°? — dan. 


Comme on veut f(0) = 1 et f/(0) — 0, on doit prendre ag = 1 et a1 = 0. 
La relation de récurrence ci-dessus définit alors une unique suite (a }neN : 
pour tout p € IN, a2+1 — 0 et : 


= Gp (G) 6-5) (6) -6-2). (0) 1) 
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e + Dans le cas où a est un nombre entier pair, les coefficients sont nuls à 
partir d’un certain rang et la fonction f est polynomiale. 
* Dans le cas contraire, la règle de d’Alembert montre que la série entière 
Sant?" a un rayon de convergence égal à 1. 


Dans les deux cas, la fonction somme définie par cette série sur ]—1,1| 
est solution du problème de Cauchy cité ci-dessus et est donc égale à la 
fonction . 


Remarque Dans le cas où a est un entier pair, la fonction & est poly- 
nomiale, ce qui s'explique par le fait que cos(aô) est un polynôme pair 
en cos Ÿ, donc un polynôme en sin 0. 


Un second exemple 

Illustrons la méthode avec la fonction f : {+ Arcsin?t. 

e Puisque la fonction Arcsin est développable en série entière sur ]—1,1|, 
par produit, il en est de même de f. Par ailleurs, la fonction f est paire. 
Il existe donc une suite (ay)nen telle que l’on ait : 


+00 
Vte]-LI[ f(t)= 3 at. 
n=0 


e Le calcul usuel de dérivées donne, pour tout t € ]-1,1{, les relations : 
V1-—#2/f'(t)=2Arcsin(t) et (1—+2)f"(t) — £f/(t) = 2 (x) 


e Pour tout te |-1,1|, on a : 


+00 +00 
(—#)f"(t) = JS 2n(2n — ant? — NÙ 2n(2n — Last? 
n=1 n=0 
+00 
= Ÿ((2n+1)(2n + 2)an+1 — 2n(2n — 1)an)t” 
n=0 


+00 
HOT nur" 
n=0 


Par conséquent, pour tout t € [—1,1| : 


+00 
(122) f"(8) —2f" (8) = SC ((2n + 1)(2n + Dani — An? an)t?. 
n=0 


Par unicité du développement en série entière, il vient de la relation (+) : 


2a=2 et VneIN* (2n+1)(2n+2)anr1 = 4n° an. 
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22n-1 (n—1)2 


Puisque f(0) = 0, on a ao — 0 et par conséquent : 


Pour n € IN*, on obtient alors a, — 


+ 92n—1 2 

2 (n — 1)! 
2 

Vte]-1,1] Arcsin‘t = ) En) 


n=1l 


nm 


3 Séries de Taylor 


On n'utilise que très rarement les séries de Taylor pour obtenir un développe- 
ment en série entière. Cependant : 


e lorsque les dérivées successives sont très faciles à calculer, ce qui n’est pas 
courant, on peut chercher à démontrer que la somme de la série de Taylor 
de f coïncide avec f sur un voisinage de 0 ; 


e en outre, les séries de Taylor peuvent donner des informations pertinentes 
concernant des questions de nature théorique. 


Exercice 22 
Soit f une fonction de classe C® sur un intervalle de la forme 7 = ]-a,al. 
Démontrer que s’il existe 9 > 0 et M ER, tels que : 
Mn! 
Vrel VnelN | F0 (a) et 
P 


alors f est développable en série entière en 0 sur |—R, R[, où R = min {a, p}. 


Exercice 23 (Théorème de Bernstein) 


O 
Soit ZI un intervalle tel que 0 € TZ et f une fonction de classe C® sur 1, telle 
que f et toutes ses dérivées soient positives sur 7. Montrer que f est développable 
en série entière. 


Indication. On pourra utiliser l’exercice précédent. 


4 Étude au bord du disque ouvert de convergence 


Soit > az" une série entière de rayon de convergence R € IR et de somme f. 


On peut supposer À = 1, le cas général s’y ramenant, en posant le changement 


de variable z — Fe 


On s’intéresse ici au comportement de f en un point z tel que |z| = 1 et tel 


que f(z) soit défini. 
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Point méthode 


Si la série ÿ_' a, est absolument convergente, alors la série Su, de fonctions 
continues Un : T + ant” définies sur [—-1,1], converge normalement et sa 
somme f est continue sur [—-1,1|. 


Qu'en est-il si la série d'a, n’est pas absolument convergente ? 
Nous savons que la somme d’une série de fonctions continues convergeant 
uniformément est une fonction continue. Cela conduit au point suivant. 


Point méthode 


Soit > az” une série entière de rayon de convergence R > 1 et de somme f. 
Si la série converge uniformément sur [0,1], alors f(1) est définie et : 


f() = im ft) 


Remarque On adaptera lorsque l’on s'intéresse à la valeur en un point de 
convergence sur la frontière du disque ouvert de convergence. 


Attention Il est possible que lim f(t) existe et que la série Da, di- 
ET 


verge. Par exemple, la série 5(—1)” est grossièrement divergente, alors que, 
pour t€]-1,1[, on a: 


— 1 1 
1) = —— — — 
x l+ti-1- 2 
+00 EC 
: Cr Sn 
p.632| Exercice 24 Calculer 2. NE et > nl 


Nous l’avons déjà signalé : si la série numérique ÿ a, est absolument conver- 
gente, alors la série entière Sa,x” converge normalement sur [—1,1] et sa 


somme est continue sur [—1,1]. L'exercice suivant donne un résultat plus fin. 


OO 


p.633] Exercice 25 Soit ÿ a, une série numérique convergente. On note R, = Ÿ. ax, 
22 FA k=n+1 
pour nEIN,et f est la somme de la série entière Sd a,2". 


1. Justifier que le rayon de convergence R de la série entière Sa,z" est supérieur 
ou égal à 1. 
Démontrer que pour tout z € Do(0, 1) : 


+00 
FD) — Fa) = (1-2) D Rue”. 
n=0 


Indication. On remarquera que an = Rn-_1 — Rh, pour n >1. 


2. Démontrer que la restriction | on est continue en 1. 
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V _Approfondissement : exponentielle complexe 


Au fil du temps, de vos cours du secondaire à ce livre, de nombreuses propriétés 
des fonctions trigonométriques, de l’exponentielle réelle ou complexe ont été 
introduites, admises, manipulées... 

Il s’agit dans ce complément de mettre un peu d’ordre dans tout cela. 
Rappelons que la fonction réelle x + e* définie sur IR a déjà été introduite 
comme bijection réciproque de la fonction In, elle même introduite comme 


l'unique primitive sur IRY s’annulant en 0 de la fonction continue {+ L. 


t 


Cette définition donne que l’application t + e” est solution de l’équation 


différentielle y = y et donc que exp(%) = exp pour tout n € IN. Cela montre 
que le développement en série entière donné page 605 est totalement justifié. 


D'autre part, vous avez rencontré à plusieurs reprises les fonctions trigono- 
métriques et la notation e“. À chaque fois certaines propriétés des fonctions 
trigonométriques ont dû être admises. Cependant, toutes les propriétés usuelles 
peuvent être déduites d’un petit nombre d’entre elles, à savoir : 


e il existe un réel x > 0 et deux fonctions cos et sin qui sont de classe C! ; 
e la fonction sin est impaire, la fonction cos est paire; 

e on a les relations cos’ — — sin et sin/ — cos ; 

e pour tout x ElIR, on a sin (x +?) = cosx et cos (x + FT) = —sinx ; 


le tableau de variations de la fonction sin est 


Nous allons donner une nouvelle définition de l’exponentielle complexe et des 
fonctions trigonométriques, et démontrer qu’elles vérifient les propriétés don- 
nées ci-dessus. 


Exponentielle 


Le théorème 21 de la page 605 conduit naturellement à la définition suivante. 


éfinition 7 
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Remarques 


e Cette définition est légitime, car, pour tout z € €, la série ÿ° EP est 
convergente d’après le lemme 20 de la page 605. 


e Ainsi par définition, pour tout x réel, on a e° — exp x. 
e La fonction exp est continue de € dans C. 


e On peut noter e* le nombre complexe exp(z). Afin d'éviter des confusions, 
on se limite dans la suite de ce livre aux notations e” et e*? — exp(ir), 
lorsque x est réel. 


roposition 27 


V(z1,22) € C? exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22). 


Démonstration page 633 


Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout nombre complexe 2 : 


roposition 28 


exp(z) £ 0 et 


= exp(—2) 


Démonstration page 634 


VzEe€C lexp(z]| =12eilkR. 


Démonstration page 634 


Fonctions trigonométriques 
éfinition 8 
On définit sur IR les fonctions cos et sin par : 


cos x = Re(exp(ir)) et sin x = Im(exp(ix)). 
Remarque D’après le corollaire 29, pour tout x € IR : 
cos?(x) + sin?(x) = 1 


roposition 30 
Pour tout 3 =0+10 EC, on: 


exp(z) = e*(cos b + isinb) 


Démonstration page 634 
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héorème 31 
Les fonctions sin et cos sont développables en série entière sur IR : 


En particulier la fonction cos est paire et la fonction sin est impaire. 
Démonstration page 634 
orollaire 32 


Les fonctions cos et sin sont de classe C®. De plus cos’ = — sin et sin’ — cos. 


Démonstration page 634 


Exercice 26 Si 4 : I — € est une fonction de classe C!, alors t + exp (p(t)) est 
de classe C! et sa dérivée est & + w'(t) exp(w(t)). 


Définition du nombre 7 


l'os 33 


On à cos 2.< 0: 


Démonstration page 635 
roposition 34 


Le réel à = min{x € IR} | cosx = 0} est bien défini, strictement positif. 


On définit alors 7 = 2«. 


Démonstration page 635 
Variations des fonctions trigonométriques 


Étudions les variations de la fonction sin sur [0,4]. Cette fonction est dé- 
rivable et sin! — cos. Par définition de r, la fonction cos ne s’annule pas 
sur [0,7] et puisque cos0 = 1, la fonction continue cos est à valeurs stricte- 
ment positives sur cet intervalle. Il s’ensuit que la fonction sin est strictement 


croissante sur [0,5]. Puisque sin(0) = 0, la fonction sin est à valeurs positives 


sur [0,7] ; de la relation cos” +sin? = 1 et de cos F = 0, on en déduit alors 
que sin 5? = 1. En résumé : 


E 0 o: 
sin/(x) — 0 


ei 
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roposition 35 


exp (2) —i et  exp(2ir) = 1. 


Démonstration. En effet, d'après l'étude précédente, cos 7 — 0 et sin 5 — 1. 


Par ailleurs, exp(2it) = exp(4 z) =ÿ =]. = 


orollaire 36 
Pour tout x E IR, on a : . 
exp(i(x — =) — à exp(x); 


) = —sin(x) et sin (2 . =) — cos(x). 


Remarque Il s'ensuit, pour tout n E IN et x E IR, que l’on a : 


2 


cos() (x) = cos (2 +n :) et sin(”) (x) = sin (2 en ï) , 


Autour de la relation fonctionnelle 


héorème 37 
L'application @ : t + exp(it) est une application continue, surjective de IR 


sur U={2€EC|}z|=1}, qui vérifie: 


e pour tout (f1,t2) € IR?, on a : 
exp(i(t1 +t2)) = exp(iti) exp(it2), 


e pour tout t{ € IR : 
exp(it) = 1 = te 277. 


Démonstration page 635 


orollaire 38 
Les fonctions sin et cos sont périodiques, de plus petite période 2T. 


héorème 39 
L'application exp est une application continue et surjective de € sur C* 
telle que : 


V(u,2) € €? exp(z) =exp(z) = 2 — 2 € 2inZ 


Démonstration page 636 


Attention  L’application exp de € sur €C* n’est pas injective. 


618 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Théorème 1 Notons r — |20|. Si r — 0, le résultat est immédiat, car l'ensemble des z € € 
tels que |z|] < r est vide. Dans la suite, on suppose r > 0. 
Supposons que la suite (|a,|r"),-m soit bornée et posons M un majorant de cette suite. 
Soit z € €. On a alors, pour tout n € IN : 

2" 


n 
AnT pm 


lanz"| — < M 


“ = Z Z Zu nm Z x 
Par suite, si [2| < r, alors la série géométrique 3[£} est convergente. Le théorème de 


comparaison sur les séries numériques donne alors que la série S'a,z" est absolument 
convergente. 


Lemme 2 Notons Z = {r € IR+ | (lantr")nen est bornée}. Cet ensemble est non vide, 
car il contient évidemment 0. 


Par définition, pour tout r € 1, la suite (lasr"),.n est bornée. Par ailleurs, pour 


tout réel r” vérifiant 0 < r’ < r, on a [a,lr'" < la,lr”* pour tout n € IN. Par 
conséquent r” € T. Il s'ensuit que I est un intervalle. 


Proposition 3 Notons 1 — {r € IR+ | la suite (ayr")nen est bornée}. 


1. Puisque À = sup1, si [z] < R, alors il existe un réel p € I tel que |z] < p. La 
suite (an P)nen est donc bornée. D'après le lemme d'Abel, la série D 'a,z" est 
absolument convergente. 


2. Si l:| > R, alors |z] & I, car R est alors réel et un majorant de J. Par suite, 
si [2] > À, alors la suite (a,z")hem n'est pas bornée et la série S'a,z" diverge 
grossièrement. 


Exercice 1 Pour tout n € IN et z € €, on a le‘mn27| = [2]. Il s'ensuit que la 
suite (error) en Sst bornée si, et seulement si, [2] < 1. Par suite le rayon de 
convergence de la série entière 32 e'M"27 vaut 1. 

n>1 


Exercice 2 Par croissances comparées, pour à € IR}, la suite (/na"),en est bornée 
si, et seulement si, a < 1. 
Par suite, le rayon de convergence de la série entière 37 /n2" z" vaut 1/2. 


Exercice 3 Notons À le rayon de convergence de la série entière Ÿ° cos (nt) Ai 


e Pour n EelIN, posons un = cos(n£). La suite (ul )hen ne tend pas vers 0, car 


pour tout k € IN, uxp12#P = 1, ce qui implique que la suite extraite (up 12? )xen 
ne tend pas vers 0. On en déduit que R < 1. 


e La suite (u,l")»en est bornée, car |u,| < 1 pour n € IN. Par suite, R > 1. 


En conclusion, R = 1. 
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Exercice 4 Notons R/ le rayon de convergence de la série 5° az?" 

e Supposons le rayon de convergence À fini. 
Pour tout réel r < R', la suite (an(r?)") en = (an 
donc r? < R. Il s'ensuit que R' est fini et R'< VR. 
Pour tout r < VR, la suite (art). a nan St bornée, car r2<R. 
Ainsi R’ >r, cela pour tout r < VR, et donc R! > VR. 
Il s'ensuit que R' = VR. 

e Dans le cas où À = +, alors la suite (our 


Len est bornée, et 


= (atre est bornée 


nEIN EIN 


pour tout r > 0 et donc R’ = +0. 


Exercice 5 Notons RÀ le rayon de convergence de la série entière ÿ° d(n)z" 


On a, pour tout n € IN*, l'encadrement 1 < d(n) < n. Le rayon de convergence de 
la série ÿ'z" est 1, donc R < 1. De plus, nous avons vu en exemple page 593 que le 
rayon de convergence de la série ÿ'nz” est 1. Ainsi R > 1. En conclusion, R — 1. 


Corollaire 6 
1. Ilexiste M € IR et un rang N à partir duquel Ja,| < M}b,|. La série D Mb,z" 
ayant pour rayon de convergence À,, la proposition précédente conduit à À, > R4. 
2. Sian © bn, alors an — O(b,) et bn — O(a;), donc d'après la proposition précédente, 


ona À, > Ri et Ra < R. 
Exercice 6 Soit r > 0. Il est clair que 
1)! r(r+1) i 1 
(n + j! _ ={n+1) 2n+1 0 Dre 
nlr? n—+oo | +oo sir >]. 
Ainsi, R=1. 
Proposition 7 
e Soit z € € tel que [2] < min(R,, R;). Les deux suites (an2")nen et (an2")neN 
sont bornées, donc la suite  ((a, + b,)z"), 
R > min {R4, Ro}. 


e Dans le cas où À, Æ Ry, on peut supposer, par exemple, R; < R4. Pour z tel 
que R, < |zl < Ry, la suite (lé +b)et) est non bornée, comme somme 


EN l'est également, ce qui implique 


de la suite bornée (b,27),.n (car [2] < R5) et de la suite non bornée (a,27) 
(ear |] > Rs). 
Cela implique R < R, et donc R=R,, car R > min{R,, R} = Ra 


nEIN 


Exercice 7 


e Le rayon de convergence de la série entière S'e”2”" est R1 = 1/e, car, pour 
tout z € €, la série géométrique d '(ez)" converge si, et seulement si, |ez| < 1. 
De plus : 


Vz € Do(0,1/e) Die" 


= — 
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72% est Ro — e et: 


De même, le rayon de convergence de la série entière Se 
1 


Vz € Do( (0,e) ) Serre 


e Ona: 
et e" 
ch Fr — + — |27. 
Eamr=x(T+) 
Puisque R1 < R2, d’après la proposition 7 de la page 596, le rayon de convergence 
de cette dernière série entière est R = 1/e et, pour tout z € Do(0, 1/e), on a : 


— 7 1 1 1— ch(1)z 
>, ch(n) 5 — = 


n=0 
Proposition 8 Soit z € € tel que |z| < min{AR,, R;}. Les deux séries numériques Ÿ a, 2 
z" converge ab- 


convergeant absolument, la série numérique produit Sc, 


l—-ez 


et > 'bnz" 
solument, et : 
+oo +oo +oo 
> OR D ae") o me) . 
L — n=0 


Cela assure de plus que R> min (R4, y). 
a un rayon de conver- 


+ an) z° 


Exercice 8 La série entière définie par (ao + 
gence À’ > min{1,R}. En effet cette série entière est le produit de Cauchy des 


séries ÿ'z* et > az" 
Ainsi, pour tout z € € vérifiant [z|] < min{1,R},ona 
+ 
= F2) 


> (Sr | (mer) PCR 


n=0 
p < R. Pour tout entier n et { € [-p, pl, 


Théorème 9 Soit p un réel vérifiant 0 < 
a lant”| < la, |p”" et, d'après le lemme d’Abel, la série 3° }a, 


normale sur [—p, p 
sur sur tout segment. 


Exercice 9 


1. 

nition de g en découle. 

Montrons que pour tout (z,h) € C'etnelIN,ona 
nm 


+R) —27T < (el +R) — 12 


En effet, d’après la formule du binôme 
nm 


UE 


k=1 


SN RCE CEE 


k=1 


| nm 


2. € 


r|= 


\(z+h)" — 


p" converge. La convergence 


] de la série a, t” s'en trouve établie et donc la convergence uniforme 


Les séries entières D 'a,z" et ÿ_la,|z" ont même rayon de convergence. La défi- 
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e Soit z€E Do(0,R) et hE € tels que [20] +R] < R. 
Puisque |2| + |h| <_R, la série numérique 5 |a,|(|z| + |h|)”" est convergente. 
À fortiori, puisque 0 < (|2]+ |)" — | < (121 + Al)" pour tout n € IN, par 


comparaison, la série : 
D lenl((121+ 1)" 121") 


est convergente. Il s’ensuit que : 
+00 


0 n((z +R)" — 27) 


n=0 


< > lan | ((121 + |A)" - el") = g(l21+1hl) — 9(121): 


|f(z+h) — CE 


Théorème 11 
e Les séries d'a,z" et ÿ_|a,|z" ont même rayon de convergence. Posons : 


g: |-R,R] — HR 
+00 
t Es NC ant”. 
n=0 
D'après la proposition 10 de la page 599, la fonction g est continue. 
e L'exercice 9 de la page 599 donne, pour z € Do(0,R) et h € € tels que [z[+|h| <R, 
l'inégalité | f(z + h) — f(2)] < g(lzl + IR|) — g([21). Enfin, puisque g est continue 
en |z|, on a: 
0 < [#2 +) — F(2)] < g(lzl + 1h) — 9(lzl) — 0, 
ce qui prouve la continuité de f en z. 


Remarque La démonstration proposée peut paraître une peu artificielle. En fait on peut 
définir sans difficulté les notions de convergence uniforme et normale par les séries de 
fonctions de la variable complexe. On démontre, de la même manière que dans le cas 
de la variable réelle, que la convergence uniforme d'une série de fonctions continues de 
la variable complexe implique la continuité de la somme. On peut alors reprendre mu- 
tatis mutandis le raisonnement de la proposition 10 de la page 599. Ces résultats sont 
néanmoins hors-programme. 


Exercice 10 Soit ÿ_a,z" de rayon R > 0 et de somme f. 
Soit 0 <r<Ret ne IN. Comme la série > our converge absolument, la série de 
fonctions Sux, où ux :0 + (as(re)F ere converge normalement, et donc unifor- 


mément, sur le segment [0,2] vers la fonction 0 + f(re*)e-Ÿ"®, D’après le théorème 
d'intégration terme à terme des séries de fonctions convergeant uniformément sur un 
segment, les fonctions ux étant continues, on à : 


1 _ —in0 1 ef” i0\k —in0 
à. (re )e @= > ar(re®)Fe—i® 6 
k=0 
1 +00 27 
— ar* | eikn)8 qg 
= a 
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27 
Ce qui donne, en remarquant, pour q € Z*, l'égalité [l e° d0 = 0 : 
0 


1 27 0 10 

— ré lé "db=g.f": 

F1) | 
Puisque f est continue sur le disque ouvert Do(0, 1), elle est continue sur le cercle 
de centre 0 et de rayon r, qui est une partie fermée bornée de €. Ainsi Mr) est 
définie et : 


nm É [ ( we] —in0 40 
entr = 57 lire le 


1 
27 Jo 


1 27 


27 
f(re?)|d0 < | M(r) dô = Mr). 


< 


NN 
La conclusion est alors immédiate. 


Exercice 11 Notons RÀ le rayon de convergence de la série SJ a,z”. 


La fonction f est définie sur le disque D = DG(0, R). 


+00 
Pour p € IN, la fonction gp : 2 + Ÿ[ an+p+12" est également définie sur D (cf. 


n=0 
page 591). Par ailleurs, en tant que somme d’une série entière, la fonction g, est 
continue sur D. Donc au voisinage de 0 : 


p p p 
= y, ane" Pig (2) = à ane PT OL) = 2 Anz" + o(2?). 
n=0 n=0 


n=0 


Remarque Parfois, on fait référence à ce résultat en disant que la fonction f admet 
en 0 un développement limité à l’ordre p. 


Proposition 12 Notons R et R' respectivement les rayons de convergence de la série et 
de sa série dérivée. 


e Nous avons remarqué que les rayons de convergence des séries entières Dnanz"! 


et ÿ na,z” coïncident (cf. page 591). 
n2>0 


e Puisque nla,| > |a,| pour tout n € IN*, le rayon de convergence R’ de la série 
entière > na,z" vérifie R' < R. 

e Si R—0, l'inégalité précédente donne À! — 0. 
Supposons À > 0. Soit r E IR, tel que r < R. Choisissons un réel r < p < R. Pour 


tout nEINona: 
TL — . 
P 


— 0, ce qui implique, lorsque n tend 
n— +00 


man] = lan p"| 


nm 
Par croissances comparées, on a : Ê (:) 


vers +oo, que l'on a : [na,r”| = o(ahp"). 
Puisque p < R, la suite (ayp"),em est bornée et donc la suite (na,r"),cn l'est 


également. Il s'ensuit que À’ > r. Puisque cette dernière inégalité est vérifiée pour 
tout r € [0, R|, on en déduit À’ > R. On a bien l'égalité des deux rayons. 
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Exercice 12 


L 


D’après la proposition 12 de la page 600, les séries 5 a,2" et na," 1 ont 


même rayon de convergence R et d’après une remarque de la page 591, R est 
égal au rayon de convergence de la série S'nanz”. 

Il vient par récurrence, que, pour p € IN, les séries ÿ'a,z" et ÿn?a,z" ont 
même rayon de convergence. 


Pour p € IN”, en appliquant ce dernier résultat à la série 37 % 2”, il vient que 
n>1 


les séries 3, #27 et D nP%x 27 = Ya,z" ont même rayon de convergence. 
n>1 n>1l 


En conclusion, pour tout p € Z, les séries ÿ'a,z" et ÿn?a,z" ont même rayon 
de convergence. 


Puisqu’il existe deux fonctions polynomiales P et Q sur [a, + telles que f = D: 


il vient qu’il existe p € Z et B € €” tels que f(n Le U LE La conclusion découle 


donc de la question précédente et du corollaire 6 e à page 594. 


Théorème 14 Pour n € IN, notons u, : t — ant”, qui est une fonction de la variable 
réelle. D'après le théorème 9 de la page 599, la série de fonctions ÿu, converge norma- 
lement sur tout segment de |—R, R|. 

Soit x € [0,R]. La convergence uniforme sur [0,x] de la série de fonctions conti- 
nues ÿ_u,, nous autorise à intégrer terme à terme (cf. le théorème 16 de la page 527), 


et donc : 
_— 
F(t o= fre ju So, fra = Sa, 
On raisonne de la même manière lorsque x € |—R, 0]. 
Corollaire 15 
e Pour tout xe]-1,1|,0on a: 
+00 
1 
1 2. 
D'après le théorème 14 de la page 601, on a pour tout x E ]-1,1| : 
+1 +00 x 
In(1 — TT, 
n(1+x) Mu De 1 = 2. ) : 
e Pour tout xe]-1,1| on a: 
1 — 
a — | k 2k 
1 2 pe 


D'après le théorème 14 de la page 601, on a pour tout x E ]-1,1! : 
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Théorème 16 Les fonctions u, :t + ant” sont de classe C!. 
Puisque la série Ju, converge simplement sur |—-R,R| et la série Ju}, converge 
uniformément sur tout segment de ]—R, R[ , car il s'agit de la somme d'une série entière 
de la variable réelle de rayon de convergence À, on peut dériver terme à terme. Il vient 
alors que la fonction ÿ'u, est de classe C2; 


Exercice 13 Pour n € IN notons u, :t + anw"(t). Les fonctions u, sont de classe C! 
et la série de fonctions Su, converge simplement sur 7. Pour conclure, montrons 
que la série ÿ[u/!, converge normalement sur tout segment. 

Soit un segment [a,b] € 1. Par continuité sur un segment, la fonction t + [y(t)| 
atteint son maximum sur [ab], dont la valeur est notée r. Puisque 4 est à valeurs 
dans Do(0,R), il vient que r < R. Toujours par continuité sur un segment, la fonc- 
tion [| est majorée par une constante M sur [a,b]. On en déduit, pour tout n € IN* 
que : 
Vtela,b] lu,(t)| < Mnla,lr""{. 
Puisque r < R, la série D Mnla,lr"-1 converge et donc la série Su}, converge 
n>1 
normalement sur [a, b]. Le théorème de dérivation terme à terme des séries de fonctions 
permet alors de conclure. 


Corollaire 17 
e En appliquant le théorème 16 de la page 601, on démontre facilement par récurrence 
que f est de classe C” sur ]—R, R[ pour tout n € IN et : 


+00 
VEE]J-R,R| FO) = SN CKk(R-1)...(k-n+latt 7. 
k=n 


e En particulier, puisque 0 € ]-R, R| : 
F9 (0) = n! an. 


Théorème 18 Notons À le rayon de convergence de la série S'a,z" et R' le rayon de 
convergence de la série 3° b,2". 
Puisque par hypothèse la série S'a,x” converge pour x € |-r,r|, on a R>r > 0. De 
même R!>7r > 0. 


Posons 
f: ]I-RR| — C et g: |-R,RT — C 
+00 +00 
zx + ŸN ant" x HN byr. 
n=0 n=0 
Puisque f et g coincident sur J — ]-r,r| et qu'elles sont de classe C®, les dérivées 


successives de f et g coïncident sur J. En particulier f()(0) = nla, et g((0) = nlb, 
sont égaux, pour tout n € IN. La conclusion suit. 


Corollaire 19 Soit (a, )hen une suite telle que : 


+00 
1 >0 Vrel-r,r1l f(x) = à dt: 
n=0 
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Fixons r1. Soit (b,)n1en une suite telle que : 


+00 
r2>0 Vrel-r2,r2| f(x) = SE. 
n=0 


Fixons r2 et posons r = min{r1,r2}. Il est immédiat que r > 0 et l'on a : 


+00 +oo 
Vz eÏ-r,rl > at _ ÿ bn 
n=0 n=0 


Le théorème précédent permet de conclure. 


Remarque L'exercice 10 de la page 600 fournit une autre démonstration de l’unicité du 
développement en série entière pour les fonctions de la variable complexe. 


+00 
Exercice 14 Supposons f(x) = ÿ[ a, x" pour tout x € ]J-r,r|, avec r > 0. 


n=0 
e Si f est impaire, alors, pour tout x € |-r,r!| : 
—+oo 


0 = f(x) + f(—x) = >. il + (—1)")anx. 
n=0 
Ainsi, par unicité du développement en série entière, (1 — (—1)")an = 0 pour tout 
entier n,et donc a, — 0 pour tout entier n pair. 
e De même, si f est paire, alors a, — 0 pour tout entier n impair. 


Théorème 21 Notons f : x exp(ax), définie sur IR. 
Soit x € IR+. Sachant que f() = a" f pour tout n € IN, on a, pour N E IN : 


œ + N 
| (he 18 a TT exp (at) dt 
0 


N! 


æ _t N 
_ | (x _ la este dt 
0 . 


[ra|N+1 


(N+1)! 


Lorsque x € IR_, en appliquant ce qui précède à —a, on obtient : 
Non 
_ = nm 
f@)- > 
n=0 


nm 
Soit x € IR. D'après le lemme précédent, la série S° let est convergente et donc son 


|Re(a)| x 


a)| ll 


—a)" zal +1 
f(æ) — ae ) (—x)" = ET | Re( 


N 


n=0 


terme général tend vers 0. Par suite : 


nm 


De 


La conclusion suit. 


al 1Re(a)le 
SU ONE = 6. 
(N +1)! ‘ N—+00 
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Exercice 15 


e Soit x EIR,. Pour tout n € IN, on a : 


(2n)! (2n)! 
Par conséquent : 
+00 x" 
ch . 
2 ni — (V9) 
n=0 


e Soit x E IR_. Pour tout n € IN, on a : 


ge Ce VTT 
Ent Ent CV Em 
Par conséquent : 
+00 x" 
D a = cs (V7 


Remarque Il s’ensuit que la fonction f définie sur IR par : 


ch (x) six >0 
f(x) { cos (ÿ—x) six <0, 


est de classe C®. 
Proposition 25 Seul le cas a & IN est non trivial. 
La fonction f :z- (1+x)* définie sur ]—1,1[ vérifie : 
Vre]-1,1[ (1+z)f'(x)=af(z) et  f(0)=1 (+) 


Par unicité des solutions d’un problème de Cauchy pour une équation différentielle linéaire 
résolue du premier ordre à coefficients continus, la fonction f est caractérisée par (+). 


Soit (an)nen une suite telle que le rayon de convergence R de la série entière Sa? soit 
strictement positif et notons g la somme de cette série. Pour tout x € |—R, R| : 


+00 
QE) = > ünE" 
n=Ù 


+oo 


ge) = D (n + Dani" 


n=0 

+00 
æxg'(x) = D nant" 

n=0 

+00 


(L+2)g/(e) — ag(x) = D ((n + 1) ani + (n — o)as)x". 


n=0 
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Par unicité du développement en série entière de la fonction nulle, la fonction g vérifie 
les relations (1 + x)g'(x) = ag(x) et g(0) = 1 sur |-R, R! si, et seulement si : 


a —n 


ni et ao =l. 


VnEIN an+1 = 


La relation de récurrence définit une unique suite. Puisque a & IN, cette suite est à valeurs 
non nulles. Soit x € IR*. On a : 
4 


a _ la —n| 


= el > xl 
Had] n +l x—++00 
On en déduit, via la règle de d'Alembert, que R — 1. 
La fonction g vérifie donc (1 + x)g'(x) = ag(x) sur ]-1,1[ et g(0) — 1. Par consé- 
quent f — g. Par récurrence, on obtient facilement : 


1) «ef 1 
Vn EN = ER, 
nm! 


La conclusion s'ensuit. 


Exercice 16 L’exemple précédent donne que Arcsin’ est développable en série entière 
sur |—1,1| et : 
+oo /2 
Cd , (4) 
D) g 
V1-x er D 
Il s'ensuit, d’après le théorème 14 de la page 601 que la fonction Arcsin est dévelop- 
pable en série entière et, du fait que Arcsin 0 = 0 : 


Vr e]-1,1|[ Arcsin’(x) ae 


+00 4) 
Vx E]-1,1[ Arcsin(x) = — 2 — gt, 
> 22n(2n + 1) 


Exercice 17 Pour tout n € IN* : 


6 _GG=-0::G-r+1) 
n n! 
1X3X:..x (2n —3) 
2 nl! 

1X3x-.-x(2n—1) Ç2XA4X::X2n 

2(2n — 1)ni 2XAX...Xx2n 
_ CD (2)! 

2n—1 22n2 


= ("7 


= (14 


Par conséquent, d’après la série du binôme, pour tout x € |-1,1| : 


+00 n— 2n 
Vote ©. — eo &). 
2 8 2n —1 22 
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Exercice 18 


e Supposons a £ b. On a alors : 


Va € IR\ {a,b} re) ( L 1 ) 


T—a x—b 


En posant À = min{lal,|b|} qui est non nul car a et b sont non nuls, pour 
tout x E |—R,R|, on a donc : 


EN CE 1 IA 
f(x) cn a — b >» br+i L > an+1 En >» a — b br+i L an+1 7 ? 
n=0 n=0 n—=0 


ce qui donne le développement en série entière de f. Ce développement n’est 
valable que sur ]—R, R[, car si x = HR, le terme général ne tend pas vers 0. 


e Supposons que a = b. Alors, pour tout x € ] —la|, [al [, d’après la proposition 8 de 
la page 597, on a : 
+00 +00 


= à Zn +1 (0) =) are" 
ce qui donne le développement en série entière de f. Là encore, le domaine de 
validité est ]-R, R[. 
Exercice 19 Proposons deux méthodes. Remarquons que f est définie sur [—1,1|. 
Première méthode. Notons que f(x) = (1 + 1) = pour tout æ€|-1,1|: 


On sait que : 


Vx e]-1,1| = . Co) ‘ak 
; 4e + 92n : 


Il s’ensuit par produit que f est développable en série entière sur ]—1,1[, avec : 


(ea) 


22n É 


+00 
= >. Ai et VnEIN G2n = aonr1 = 
n=0 


Deuxième méthode. Les fonctions xr Vl+retrr = sont développables 


en série entière sur |—1,1[. Il s'ensuit par produit que f l’est également. Par 
ailleurs, pour tout x € ]-1,1] : 


1 
f@G)=vI+z— 
+00 = 2n +oo f2n 
D Ce tuer 
re) 
1 (PE PE) ) 


Les deux calculs sont bien évidemment justes, bien que les deux expressions soient 
très différentes. 
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Exercice 20 
e  Développons f’ en série entière. Pour tout x € IR, on a : 
2x +1 1 1 
LE) = %@© = — + — 
œ—jœ-ÿ) x-5 x-ÿ 


Par conséquent, pour tout x E [-1,1[ on a: 


n=0 


e Puisque f’ est développable en série entière sur |—1,1{, la fonction f l’est égale- 
ment et, du fait que f(0) = 0, on a : 
nm 


—_ 27 x 
VrE]-LIL f(x) = - 200 (Tr) LM 
n—=1L 


n 


Remarque On peut proposer une autre méthode. 
= pour tout x € IR\ {1}, il vient pour x € |—1,1|: 


1—x 
1—x 


En remarquant que 1+1+%? = 


T T 
n 

n=1 m=1l 
+oo 

x" 

— bn —, 

n 

n=1 


Où (bn)nen* est la suite définie par : 


el = {TT sin=0 mod 3 
1 sinon. 
Exercice 21 La fonction f est de classe C® et, pour tout x E IR, on a : 
1 1 
/ En ——  —  —…—…"…"—"—…"…_…"…"…"_…" — ——__—  …— ———————— 
FRE ni Giro 
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D'autre part, pour tout x € IR : 


1 ei+ 1 
RE = ns 
x — V/2e!x 2 ze A 

V2 = 1 

Ainsi, pour tout x € ]-v2, 2: on à : 
1 +co er itr+1l) ff 

Re nt; 
T — Voe _— 2 


et donc : 
+oo _. 37 
sin ((n +1)2 
f'&)= > ee a". 
n=0 272 
Ainsi, la fonction f’ est développable en série entière sur ]-v2. V2 [. Par primitiva- 
tion des développements en série entière, sachant que f(0) = T, on en déduit : 
+oo |: 37 
_T sin (n?%) x" 
re]-Vi Vi o-1+5 2002 


il 


La fonction f est bien développable en série entière sur ]—V2, V2[. 


Remarque La suite (sin ((n + Des 


qu’une suite périodique converge si, et seulement si, elle est constante. On en déduit 
37 
ture) vérifie R < V2, 
D 2 
sin((n+1)) -n  sin((n+1)#) 

2—— 3 n— +00 
On en déduit que f’ (et a fortiori f) n’est développable en série entière sur aucun 
intervalle ouvert 1 contenant strictement ]—1V2, V2]. 


est 8-périodique non constante. Il est clair 


que le rayon de convergence R de la série entière ÿ° 
Car : 


Exercice 22 Il suffit d'écrire la formule de Taylor avec reste intégral : 


LR, (x)| = 1 ET 406 dt 


Ets . 


— 0. 
n— +00 


(n+1) 
LL ———— su t) £<M|-— 
(n +1)! de f Q] Ë 


O 
Exercice 23 Soit Z un intervalle tel que 0 € 7 et f une fonction de classe C® sur I, 
telle que f et toutes ses dérivées soient positives sur 1. Montrons que f est dévelop- 
pable en série entière. 


Soit à > 0 tel que [—-a,2a] C I et soit x € [—-a,a]. La formule de Taylor avec reste 
intégral donne : 


n 1 on 
f(x + a) = f(x) +af'(x) +-..+ f(x) +artt | OUT pt (7 + a) du. 
n! 0 n 


631 


Chapitre 11. Séries entières 


Tous les termes du second membre étant positifs, on a : 


a”? 


0< —/f (x) < f(x +a) < f(2a), 


n! 


la dernière inégalité provenant de la croissance de f. L'exercice précédent s’applique 
alors et montre le résultat annoncé. 


Exercice 24 


e Notons un: [0,1] — IR 
CA à 
TE ——T. 
Montrons que la série de fonctions Ju, converge uniformément sur [0,1]. Il est 


clair que pour tout n € IN* la suite De, est négative. De plus, la 


suite ([un(r)l),em est décroissante, de limite nulle, pour tout x € [0,1]. Ainsi, 
d’après le théorème des séries alternées, pour tout (x,n) € [0,1] x IN* : 


+00 k+1 n+1 
(—1) k T 1 
FR = —— < < 
|Ra(æ)| 7 LE a 


La convergence uniforme de la série ÿ_u,, est ainsi établie. Puisque les fonctions u, 


+00 | _\n+1 
sont continues sur [0,1], la fonction f:x+ ÿ° D yr est continue sur ]0,1|. 
n=1 


Par ailleurs f(x) = In(1 +x) pour tout x € [0,1[. Par conséquent : 


S Ci 
= = f(1)= lim f(x) = lim In(1+x) = In2. 
1 n z—1— z—1— 


e Notons vu»: [0,1] — IR 


(I) 2n+1 
+ 
” Mm+1" 


Montrons que la série de fonctions Du, converge uniformément sur [0,1]. Il 


est clair que pour tout n € IN* la suite (L'un) en est positive. De plus, la 


suite ([va(x)l),em est décroissante, de limite nulle, pour tout x € [0,1]. Ainsi, 
d’après le théorème des séries alternées, pour tout (x,n) € [0,1] x IN* : 
x27+3 1 


NS < ° 
2n +3 2n +3 


ed 2k + 


Ho ff 1\k 
Re) Se ED que 


La convergence uniforme de la série ÿ vw, est ainsi établie. Puisque les fonctions v, 
+00 n 

sont continues sur [0, 1], la fonction g:x1+ 2 ED rnti est continue sur ]0,1{. 
n—= 

Par ailleurs g(x) = Arctan(x) pour tout x € [0,1]. Par conséquent : 


nm 


+ (1) - 
2. Te g(1) = lim g(x) = lim Arctan(x) = a 


2n 1 æ—1— æ—1— 
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Exercice 25 
1. + Puisque la série Sa, est convergente, la rayon de convergence de la sé- 
rie an" est supérieur à 1. 


e Soit z€ Do(0,1). Pour n € IN, en posant $, = Ÿ ax — ÿ az", on a: 
k=0 k=0 
Sn = D ar(1 — 2%) = V (Ry-1 — Rx)(1 — 2*) 
k=1 k=1 
n—1 n 
= JS ORG 2 NU R(I — 2f) 
k=0 k=1 
n—1 
= (1-2) D Rx -(1-2)R,. 
k=0 
Puisque R, —> 0et|z:]<1,ona (1—2")R, — 0 et donc: 
n— +00 n— +00 
n—1 +00 
S,={ûi=%#) D Ra te rt 2 


Par ailleurs, $, re f() — f(2). La conclusion suit. 
n—+OoO 


2. En posant g(x) = f(1) — f(x) pour x € [0,1], la fonction g est la somme de 
la série de fonctions u,, où un : tr Rnt”(1 — x). Pour démontrer que f est 
continue en 1, il suffit de démontrer que la série Ju, converge uniformément, 
car les fonctions w, sont continues. 

Soit € > 0. Puisque À, Pa 0, il existe no tel que |R,| < € pour n > no. Pour 


+oo 
tout n > no et x e [0,1|[, du fait que Yÿ 2*(1-zx) =zx"tl, on a: 
k=n+1 
+00 +oo +00 
S 7 Ruzt(l—z)< D [Rlr*(i-z)<e d 2(-z)=exti<e. 
k=n+1 k=n+1 k=n+1 


Cette dernière inégalité est encore vérifiée lorsque x = 1. La série Ju, converge 
bien uniformément et la conclusion est alors immédiate. 


_ 2 2n 
Proposition 27 Soit z1 et z2 deux nombres complexes. Les deux séries ÿ° — e = 
n! n! 
convergent absolument respectivement vers exp(z1) et exp(z2), donc leur produit de 
no 2k ZNR 
Cauchy ÿ° 2 | converge absolument vers exp(z1) exp(z2). Or : 
+oo n ke n—k +oo n 
1 #2 1 M k n-k 
—— — — Z 2 
> k! 4) >. 5() r | 
n=0 \k=0 n=0 k=0 


+00 1 
_ ÿ ci (41 + 22)" = exp(z1 + 22). 


n=0 


Ainsi exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + 22). 
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Proposition 28 
e exp(z)exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1. 


e _|exp(z)[? = exp(z) exp(z) = exp(z) exp(7) = et? = e2Re(2), Donc : 


Corollaire 29 
lexp(z)| = 1 = À) 21 = Re(z) = 0. 


Proposition 30 Soit z — a +ib € €. D'après la proposition 27 de la page 616 : 
exp(z) = exp(a + ib) = exp(a) x exp(ib) = e* x exp(ib) = e° (cos b + isinb). 


Théorème 31 Pour tout x € IR, par définition : 


Use) 


Il 
NI 
re 
ME 

8 
TS 
SE 
è 

ME 
l 
dE 
à 

3 

See 7 


n=0 n=0 
_ ns (+ CD" KA CU)" 2m 
1 n! — (2n)! 


L'expression de sin x s'obtient de la même manière. 


Corollaire 32 La fonction cos est de classe C® sur IR, comme somme d'une série entière 
de rayon de convergence infini. Par dérivation terme à terme, pour tout x € IR : 


- Le 2n—1 - mi 2n+1 : 
me. (2n)x DE FT = - sin(x). 


n=0 
La démonstration est analogue pour la fonction sin. 
Exercice 26 
e Ils’agit d’un cas particulier de l’exercice 13 de la page 602. 
e Cela étant, on peut démontrer le résultat sans faire appel à l’exercice précité. En 
notant 6 =zx+iy,et f = expo, on a : 
f = e*(cos y + isin y). 
Par suite, la fonction f est de classe C! et utilisant les règles de dérivations : 


f' = x'e"(cosy +isiny) +e°(—-y' siny +iy cosy) 


= x e"(cos y +isiny) +e*iy (cosy +isiny) = f. 


Cela démontre le résultat demandé. 
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Lemme 33 Vérifions que la suite (&) est décroissante. Pour cela, il suffit de remar- 
‘/n>1 
quer que pour n > 1 : 
22n+2 
Gr 4 2 
en (2n + 1)(2n + 2) 
D'après le théorème des séries alternées : 
+oo ko2k 
. (-1)"2 
cos + où 1 à, GI 
k=2 
Toujours d'après le théorème des séries alternées : 
LR] = Cie) 2 2 
LS (k)) | 4 3 
k=2 
Il s'ensuit que cos 2 < —1 + = —_ —5 0: 


Proposition 34 Notons E = {x € IR} | cosx = 0}. 


e  Montrons que Æ est non vide. La fonction cos est continue. De plus cos(0) = 1 
et cos 2 < 0. D'après le théorème de valeurs intermédiaires, la fonction réelle continue 
sur l'intervalle [0, 2] s'annule et donc E est non vide. 

e L'ensemble Æ est une partie non vide, minorée de IR : ainsi Æ admet une borne 
inférieure &. 

Par ailleurs, puisque la fonction cos est continue sur IR, on en déduit que : 


E = cos” ({0}) NIR+ 


est un fermé de IR, en tant qu'intersection de deux fermés. Par conséquent, à est un 
minimum de E et, puisque cos 0 = 1, on a a > 0. 


Théorème 37 
e D'après le corollaire 29 de la page 616, & est à valeurs dans Z4. 
e D'après la proposition 27 de la page 616, & vérifie (x) et 4 est continue par continuité 
de la fonction exp. 
e La fonction & est 27-périodique, car pour tout t E IR, on a: 
E + 27) = p(é) exp(2ir) = E(#). 


T 
2 


Ui = {2 EU | Re(z) > 0 et Im(z) > 0}. 


e  Montrons que la restriction 41 de & à [O ] définit une bijection sur : 


En effet, l'étude des variations de sin montre que la restriction de sin à [O, z. définit 
une bijection sur [0,1]. Cela garantit l'injectivité de 41 sur [O, z. | 

Soit z — a +ib € U;. Puisque sin définit une bijection de [0, 7] sur [0,1], il 
existe c € [O, z. tel que sinc = b. On a : a = V1 — b? et puisque la fonction cos 
est à valeurs positives sur [0,T], la relation cos? + sin? = 1 donne : 


cos ce = V1— sin? c = 1 —b2 = a. 


La surjectivité de (1 est ainsi assurée. 
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À l'aide de la relation p(t+ 7) — ip(t), on démontre que Y%, restriction de 4 
à [(k—1)5,k7], définit une bijection de cet intervalle sur Uy = (i)*- WU. Il est 
facile de vérifier que Ü = Ui U Us UU3 UUs. I s'ensuit que & est surjective. À l’aide 
du fait que 1 # WU UUs, si t € [0,2r{, alors la relation w(t) — 1 est équivalente 
ni 

Notons À — pe Puisque la fonction & est 27-périodique et (0) = 1, il 
vient que 27Z C K. 

Le point précédent montre que K N [0,27] — {0}. Ainsi, pour tout t € K, en 
notant n = |t/2x|,on a: 


1 60 = te 2mn) = 9 (62m |). 


et puisque l'on a : 
il vient que : 


On en conclut que K = 277. 


Théorème 39 


D'après la proposition 28 de la page 616, la fonction exp est à valeurs dans C*. 

Montrons que la fonction exp est surjective sur €*. D'après le théorème 37 de 
la page 618, pour tout nombre complexe z/ de module 1, il existe 4 € IR tel 
que z’ — exp(i0). Pour tout z € C*, on a z = [2|2’, où z! — est un nombre 


complexe de module 1. Il existe donc 0 € IR tel que z’ = exp(i), et donc : 

z = |z| exp(id) = exp(ln |z| + 6). 
On a ainsi démontré la surjectivité. 
Soit (21,22) € C° tel que exp z1 = exp, c'est-à-dire tel que z = a + ib = 22 — 21 
vérifie exp(z) = e*exp(ib) = 1. 
Puisque Es exp(ib)| — e*, cela impose a = 0 et exp(10) — 1. D'après le théorème 37 
de la page 618, on a donc b € 27 Z. Par suite, 22 — z1 C i2nZ. Il est clair, toujours 
d'après le théorème 37, que si 22 — z1 € 2777, alors exp z1 = exp 22. 
Cela achève la démonstration. 
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11.1 


11.2 


11.3 


11.4 


11.5 


11.6 


11:7 


11.8 


11.9 


Exercices 


S’entraïîner et approfondir 


Trouver les rayons de convergence des séries entières S'a,2" pour : 
chn 
LL an = — ; 
nm 


1 nm 
2. aa =|1+——|) ; 
i ( 7) 


3. an est la somme des carrés des diviseurs de n ; 
4. an = 1 sin est premier, a, = 0 sinon. 


Soit R le rayon de convergence de ÿ'a,z". Comparer à R les rayons de convergence 
des séries entières : 


1. ÿn°a,z" (a réel quelconque) ; 


2 S'ussr: 
d x ane V2? : 
4 Dan . 


Soit ÿ'a,z" une série entière de rayon de convergence R. 


Montrer que le rayon de convergence R! de Sa2nz" vérifie R' > R? (avec une 
convention à donner pour À = +). Peut-on espérer mieux ? 


Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entières réelles suivantes : 


L: S (1) n pere 


n>0 
x" 

gi  _—_ 

> n(n +2) 

1 1 

3. > (rte) TL. 

n>1 
Donner le rayon de convergence et la somme de la série entière 32(-0""2" sur le 


disque ouvert de convergence. 


_1;7\7 
Quel est le rayon de convergence de >, (: + 7) 7? 
nm 


zPn . « . 
— , où p, est le n-ème nombre premier. 


Déterminer le rayon de convergence de y 
Pn 


+00 n 
Rayon de convergence et somme de la série entière de la variable réelle ) ——— 


4 nn +1) 


3 
pe nm 
Montrer que la série ) Se converge et calculer sa somme. 


n2>0 
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Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série D a,z" où : 


1 nm 
Vn € IN An = D KI. 
k=0 


Développement en série entière de f(x) = (Arctan x)?. On donnera les coefficients en 
nm 
1 
fonction de Sy = y ; 
FR Lp+l 


Soit à € |0,1[. On suppose que & n’est pas un nombre décimal. 

Pour n € IN*, on note dy la n-ème décimale de a ; on convient que do = 0. 

1. Donner le rayon de convergence de la ÿ°d,x". On note f la somme de cette série 
entière. 

2. Montrer que si la suite (dy )nen est périodique à partir d’un certain rang, alors f 
est une fonction rationnelle. 


1. Déterminer sur ]—1,1[ une primitive de f:x8 —— 
4 EL 
__ a Bx +7 
m+l œ+1 22-x+1 
2. Calculer, pour tout x € ]—1,1[, la somme 5 CU ,3n41 

> : P ? El + 3n +1 * 


Indication. Déterminer (a, B,7) € IR° tel que 


3. Calculer . oe. 
| nd 


Soit f : Dr(0,1) — € une fonction continue. 
+00 
On suppose f développable en série entière sur Do(0,1)et l’on note f(z) = 3° a,z” 
n=0 
pour z € Do(0,1). 
1. Démontrer que pour tout r € [0,1] : 


+00 


dr le Ê — [ | f(reit)[ dt 
di 27 0 


n=0 


On utilisera l’exercice 10 de la page 600. 


+00 27 
1 | 
2. En déduire que ) la; — x) fe) dé. 
n=0 


27 
HN 12 
On pourra montrer la continuité sur [0,1] de la fonction r + / |f(re*)|" dt en 
0 


utilisant le théorème 3 de la page 680. 


+oo 7/2 
Rayon de convergence et somme de Ÿ° Z,x", où 1, — | sin téde. 
n=0 0 


638 


11.16 


LLAT 


11.18 


11.19 


11.20 


x 11.21 


Exercices 


Développer en série entière f(x) = In 4/1 — 2x cos a + x?. 
2 Le 2 
Développer en série entière f(x) = e” |  : 
0 


Soit J'a,z”" et >_b,z" deux séries entières de sommes f est g. 
Montrer que si fg est nulle sur un intervalle ]-r,r|{, avec r > 0, alors f = 0 ou g = 0. 


Soit P = a) XP +::.+ ap € C[X] un polynôme de degré p > 0 tel que ao # 0. 
On note À1,..., À, les racines de P, comptées avec ordre de multiplicité. 
On introduit, pour tout n € IN* : 


ainsi que la série entière ÿ_S,1z" de somme f. 
1. On pose Q = ao X? + ---+a,. Démontrer : 


k=1 
2. On pose r = max{[A{,...,|À,[}. Démontrer : 
Q"(2) 
Vze Do(0,1/r) f(z) = — 
Qi) fa = 
3. En déduire une relation de récurrence qui permet de calculer les $, de proche en 


proche. 


ina 


+00 
Soit a €lR et fix Ÿ_ AA 
n=1 di 
eina 
1. Donner le rayon de convergence R de la série entière >» = 7. 


2. Calculer f(x) pour x E]-R,R|. 


Pour n € IN, on note 7, le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments. 
Rappelons qu’une partition À d’un ensemble Æ est un ensemble de parties non vides 
de E, deux à deux disjointes et dont l’union est égale à E. Par convention To = 1. 


nm 
. nm 
1. Pour n E IN, démontrer que Thy+1 = ) (je. 
k=0 
; 5 à à An n : 
2. Démontrer que le rayon de convergence À de la série entière y — 2" est stric- 
n' 


tement positif. On note f la somme de cette série sur ]—R, R[. 
3. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f. En déduire f. 
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+00 x? 
On pose f(x) = > =—— 
n=—0 ( n ) 
+oo 
1. Montrer que le rayon de convergence de ÿ° TE est non nul et donner une équa- 
n=0 \n 


tion différentielle du premier ordre avec second membre vérifiée par f. 
2. Résoudre l'équation différentielle sur ]0,4{. 


+00 
3. En déduire 3 TD: 
n=—0 ( n ) 


+00 . 
On pose la fonction de la variable réelle f:x+ II Gi — a) ; 
k=0 


1. Donner le domaine de définition de f. 
2. Montrer que f est continue sur ]—1,1[ et exprimer f(x) à l’aide de f(x?). 
3. Démontrer que f est développable en série entière. 


Soit (Cn)hem la suite réelle définie par récurrence par © = 1 et : 
nm 
Vn EIN cCn+1 = DC 
k=0 


et la série entière D chx". 


1. On suppose que la série entière ÿ'c,x” est de rayon de convergence R strictement 
positif et l’on note f(x) sa somme. Montrer, qu’au voisinage de 0, la fonction f 
vérifie la relation x f(x)? = f(x) — 1 et est égale à la fonction : 


gr (VTT). 


2. Montrer que la fonction g se développe en série entière au voisinage de 0. En 
rs. 1 2n 
déduire En = —— pour tout n. 
n+i\n 
Soit À € |0,1[ et f : IR — IR une fonction dérivable vérifiant : 
VxEelR f(x) = f (xx) 


1. Démontrer que f est de classe C® et calculer f() (x) en fonction de f, À et n. 
2. Déterminer f, en vérifiant que f est nécessairement développable en série entière. 
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11.26 Pour (n,p) € IN°, on note A4, le nombre de permutations de [1,n] ayant exacte- 
ment p points fixes. On convient que Ao,o = 1 et Ao,» = 0 pour tout p > 1. 


On pose from D ex : 
n=0 
1. Exprimer 4,» à l’aide de A»_»0. 
2. Calculer » An- 
p=0 


A 
3. Montrer que le rayon de convergence À de >, x" est strictement supérieur 
n' 


à O et calculer f(x) pour re |-R,R|. 
4. Expliciter les A» p. 


11.27 Pour n € IN, on pose Jin — card ({(e q) € IN? | 2p + 3q — n}). 
1. Montrer que u, > 1 pour tout n > 2. 
2. Donner le rayon de convergence de la série entière LS Hans 


On note f la somme de cette série. 


1 
3. Pour tout x E ]-1,1[, exprimer f(x) à l’aide de ——— et —. 
1 — x? 1 — x 


+æ cos (n?r 
xx 11.28 Soit f:zr ÿ as), 

n=0 
1. Démontrer que f est de classe C® sur IR. 


2. Montrer que f n’est pas développable en série entière. 


11.29 Soit f : IR* — IR définie par f(x) = exp(—-1/x?). 


1. Pour tout n € IN, démontrer qu’il existe un polynôme P, € IR[X\] tel que : 
Vr EIR* f(x) = P,(1/x) exp(—1/x?). 


2. Démontrer que f admet un prolongement g de classe C® et que pour tout n € IN 
on a g()(0) = 0. 
3. Démontrer que g n’est pas développable en série entière. 


—+oo 
11.30 Soit a = (ay)nen une suite complexe. On pose f(x) = Ÿ[ ax", avec x réel. 
n=0 


1. On suppose que lim an — 0. Montrer que f(x) = o(1/(1—x)) au voisinage 
n— OO 
de 1. 


2. On suppose que lim a, = @,avec à € C*. Montrer que f(z) - 
n— +00 lt 


a 


641 


Chapitre 11. Séries entières 


11.31 Soit a = (ay)nen une suite réelle et b = (b;)hen une suite de réels positifs. 
On note f et g respectivement les sommes des séries entières SJ 'a,x”" et > b,x". 
On suppose enfin que le rayon de convergence de la série ÿb,x" vaut 1, que a» + by 


et que la série numérique ÿ D, diverge. 
1. Que peut-on dire de lim g(x) ? 
æ—1— 


2. Démontrer que f(x) + g(x). 


æ—1— 


+00 
11.32 Soit f:xzr ÿ In(n)zx'. 


n=2 


1. Donner le rayon de convergence de la série entière ÿ'In(n) x”. 


nm 
2. Pour n € IN*, on pose an = In(n) — >} +. Montrer que la suite (an)nemn- est 
1 
bornée. 


3. Donner un équivalent de f lorsque æ tend vers 1. 


11.33 Soit (an)nen une suite réelle convergeant vers 0. 


(2 

1. Quel est le rayon de convergence de ) = pe? 
n' 
On note f la somme de cette série entière. 


2. Montrer que f(x) = o(e*) au voisinage de +00. 
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Solution des exercices 


11.1 1. Notons À le rayon de convergence. 
e Le rayon de convergence de ÿ'a,z" est celui de ÿ'ch(n)z 
de la page 600). 


e Puisque ch{(n) + =, le rayon de convergence de la série D 'e”2” , qui vaut 1/e 


" (cf. l'exercice 12 


(série géométrique), est égal à R (cf. le corollaire 6 de la page 594). 
Donc R = 1/e. 
2. Notons RÀ le rayon de convergence. 


Première méthode ; 
e La suite (ay )hen- est à valeurs strictement positives. À l’aide du dévelop- 


pement limité à l’ordre 2 de la fonction x + In(1 +x), on a : 


1 1 
Ia, = ln (: + +) = yn— 5 + o(1). 
Il s'ensuit que : 


de e”1/2 eva 


et R est le rayon de convergence celui de la série EeV”#x" (cf. le corol- 
laire 6 de la page 594). 
e Soit ze C*.Ona: 


VR+I n+1 
ES PS Lee vr HE VR 2 2er VR) 5, 2, 
levnzn| n— +00 


En utilisant la règle de d’Alembert, il vient que R = 1. 
Deuxième méthode Pour tous z € € et n € IN*,on a a,2" = (( + 2) 2)”. 
e Siz| > 1, alors (+ ZE) 


rement. Il s'ensuit que À < 1. 
e Soit [2] < 1 et [2] < p < 1. 


> |z/", et la série S'a,z" diverge grossiè- 


Puisque (i + +) Z — Z,0On à GnZ° = OP): On en déduit que la 


n—+oo 
série az” est absolument convergente et R > 1. 
En conclusion, R = 1. 
3. Notons À le rayon de convergence. 

e Puisque 1 divise tous les entiers, pour tout n > 1, on a ay > 1. Par compa- 
raison, on à À < 1. 

e L’entier n > 1 a au plus n diviseurs, le carré d’un diviseur est inférieur à n?, 
donc la somme des carrés des diviseurs de n est O(n*). Puisque le rayon 
de convergence de Sx" vaut 1, le rayon de convergence de la série D n°x" 
vaut également 1 (cf. l’exercice 12 de la page 600). Par comparaison, on ob- 
tient À > 1 et donc R— 1. 

4. Notons À le rayon de convergence. 

e Pour tout n E IN, on a 0 < an < 1. Par suite, R > 1. 

e Puisque l’ensemble des nombres premiers est infini, la suite (a»)nen ne tend 
pas vers 0. Par conséquent, on a R < 1 et donc R—1. 


643 


Chapitre 11. Séries entières 


11.2 Notons À le rayon de convergence de ÿ'a,z". Notons aussi / l’ensemble des réels 
positifs tels que la suite (ar )hen soit bornée. 


7 a même 


1. D’après l’exercice 12 de la page 600, pour tout entier relatif, Sn°a,z 
rayon de convergence que ÿ_ a,z". Par encadrement de n° entre n° et n°1, 8 
partie entière de «, c’est aussi le rayon de convergence de S'n°a,z". 


2. Dans ce cas, si r est un réel positif : 
(lanl?r")nen bornée = (lanlr"”?)hen bornée = rl/2 el. 
Donc À! = R?, où R! est le rayon de convergence de la série 3° a22". 


3. Comme [aneV"| > lanl, le rayon de convergence R! de S'aneV"z" est inférieur 
ou égal à R. D'autre part, soit r > 0 tel que (asr")nen soit bornée. Alors, pour 
tout r' € |0;r|. on a 


et comme : 
TT l r! 
evn _ evrtn n(= 


r n—+00 


la suite (anevrr"") tend vers 0. Donc R! = R. 


4 Date ee 2 
4. Pour la dernière série, notons R’ le rayon de convergence de la série D 'ayz" . 


Montrons d’abord que si R est fini non nul, alors R’ — 1. En effet, dans ce cas, 


n? n? 


p | p 
._—— qui n’est pas borné, car — tend 
re r 


soit r > R. Pour tout p > 1, anp = AnT 


vers l’infini si n tend vers l'infini, et (a,r”)hen n’est pas bornée. Donc p > R'. 


n? 


De même, si r < R, (anr")nen est bornée, et, pour tout p < 1, — tend vers 0, 
donc (anp*" }neN est bornée, et p < R'. Finalement, R’ — 1. 

Le raisonnement précédent montre que si R = +, R' est élément de [1, +, 
mais tout peut arriver : 

e Si Gn — 1/x%, À > 1,alors À’ = ): 

e Si an — 1/n!, alors R' = 1; 

e Si an — 1/(n°)!, alors R' = +00. 

De même, si R — 0, R! peut être tout réel de [O, 1] (on prendra les inverses des 
valeurs de a, ci-dessus). 


11.3 Soit r > 0 tel que r < R. La suite (anr”)nem est bornée et donc la suite 


extraite (aonr”")nen est bornée. Puisque la suite (aan(r?)") est bornée, on 


nEIN 
HN oh. 
e Si À est fini, puisque r? < R’ pour tout r < R, on obtient R? < R'. Si R = +0, 
alors À’ > r? pour tout r > 0 et donc R/ = +00. En convenant (+00)? = +00, 


on à toujours : 
R<R!. 
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Solution des exercices 


Soit (an)nen la suite définie par : 
VnEIN am =0 et üa2n+1 = 22, 


Pour tout r > 0, on a : 
In ci pe) = (2n+1)Inr +2”"In2 +00. 
n— +00 


Par conséquent, la suite PR en n’est pas bornée, ce qui implique que R 


est nul. Cependant R’ — +. Ainsi l'inégalité R? < R! peut être stricte. 


Le rayon de convergence est 1, car 3° 22*+1 admet 1 pour rayon de convergence, et 


la multiplication par (—1)"n du coefficient ne change pas ce rayon. Pour [x| < 1 : 


+00 +oo +00 
Dre, di _ x? PO —_ x JC tint 
n=0 n=1 n=1l 


avec t = x?. Mais : 


Se di 1 
Soumettre) EE) 


n=1 n=0 
d’où : 
+00 x 
Dante pr 
= (1 + x?) 
Lorsque x = +1, le terme général de la série ne tend pas vers 0, et il n’y a pas 


lieu de calculer la somme. 
Le rayon de convergence est 1 car le coefficient de x" est équivalent à 1/n° 
lorsque n tend vers l'infini. Pour |x| < 1, et x Z 0 : 


ES 
n(n+2) 22 n n+2 


n=1 
+00 
1 arr? 
= Lit i—- 
nf 4 2x? n +2 
1 2 
= nt) 7 ( m(1—-x)-x =) 


1 1 
Notons hy = 1 + 5 +:-..+ — Je n-ième nombre harmonique. On a clairement, 
nm 


pour n € IN*, l'encadrement 1 < hy <n. 
Les rayons de convergence des séries ÿ x” et ÿ'nx" valant tous les deux 1, le 
rayon de convergence de la série S'h,x" vaut 1. 


On remarque alors que le produit de Cauchy des séries entières classiques 9° x” 
n>0 
nm 


et > 7 est S hat”. On en déduit : 


n>1 nm n>1 


+00 
Væ e]-1,1| D hat = 
n=0 
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2: 5x —1)"n,n A: 2n,2n 1 2n+1 
11.5 La série entière 37201 °"27 est la somme des séries 3722227 et 5 br 2 
Pour z € C*, la série géométrique 5_(42?)" converge si, et seulement si, [42?| < 1, 
ie. [2] < 1/2. Par suite, le rayon de convergence de la série entière 37227227 est 1/2. 
. # # . 2n . . 
De même, la série géométrique > ST converge si, et seulement si, |z| < 2 et le rayon 


n+1 
de convergence de la série D 2 LsièRe est 2. 


Puisque les deux rayons sont distincts, le rayon de convergence de la série 5 2(7D"r,7 
est À. 
2 


Pour tout z € Do | à) on à : 
-ÿx —1)"n 2" 


+oo 
1 
= 5 DRE = >. Dan Fa (les deux séries convergent) 


1 Z 1 __4+22-— 27-82 


1-42 21-2 (-420-2) 


11.6 Notons a» = (i pe nd pour n EIN*\{1}. Pour tout r > 0, on a : 


In(anr") = n?ln (: + 2) +nlnr=((-1)" +Inr)n +0 (1). 


Distinguons deux cas. 


e Silnr >-—1,ona In(ar°") : (1+Inr)2n. Par conséquent : 
n— +00 


In(aonr?") . +00. 


On en conclut que la suite (a2nr?")nen n’est pas bornée et R < r. Cette dernière 
inégalité étant vérifiée pour tout r > L , on en déduit que R < 1/e 
e De même, si Inr < —1, alors (—1)" ne 1+Inr < 0. Par suite : 


nm(anr") TN 
To 


En d’autres termes, a,T” en 0 et, par conséquent, R > r. On en déduit 
n— +00 


que R > r, cela pour tout r < 1/e. Ainsi R > 1/e. 


1 
Par suite R — — 
e 


ÿ à ss : : Am = — SiM=Pn, 
11.7 Cette série entière est aussi D 'amz”, où Pn 


0 sinon. 


Pour r E IR}, an = 7rPr/pn si m = ph, 0 sinon. Donc la suite (a,r"*) est bornée 
si, et seulement si, la suite (r?"/p,) l’est. Il est clair que cette dernière suite est 
bornée si r < 1 et tend vers l'infini si r > 1. Par suite, le rayon cherché vaut 1. 
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11.8 + Pour tout x € IR*, on a : 


ET 
(n+1)(n+2) nm 
Iæ[" E rl 2 n—+00 | | 
n(n+1) LES 


D’après la règle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entière ÿ° CES 
est 1. Notons f sa somme. 
e Soit x E]-1,1[. Pour tout n € IN*,ona: 
1 1 1 


nin+1) n n+1 


. "a . nm 
Puisque le rayon de convergence de la série 2% est 1, on a : 


oo n n 
=> (E- . 


) +00 n +00 n 


soit : 
d 
= — — —- — 1 Ù 0. 
f(x) ) : dans le cas où x 


D'après le développement en série entière des fonctions usuelles, on a, toujours 
pour x £ 0 : 


f(e) = (1-2) +2 dose). 


c’est-à-dire : 


Par ailleurs, f(0) = 0. 


e La série > étant convergente, la série de fonctions ÿ° converge 
> 


æ 


_— ri 
n(n+1) n(n+1) 


normalement sur [—1,1]. Il s’ensuit que la fonction f est définie et continue 
sur [—1,1]. 
* Ona: 
f(-1)= lim f(x) =1-2In2. 
æ——1+ 
* Puisque t Int —> 0, on a : 
t—0 
Fe oi Fo) = 1 
z—1— 


Remarque On peut aussi obtenir la valeur de f(1) par télescopage : 


+oo 


en (en) 
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3 


nm 
CENE 
de la série entière Sn°x" est égal à 1. Sa somme f est donc définie sur l'intervalle 
ouvert de convergence |—1,1[. La série proposée, évaluée de la série entière précédente 


Puisque tend vers 1, d’après la règle de d’Alembert le rayon de convergence 


1 1 
en = € |-1,1{, converge donc et sa somme égale à f(s) , 


Puisque la série entière ÿ x" est de rayon de convergence 1 et de somme 
— x 


sur |—-1,1{, on a sur ]—1,1{, par dérivation et multiplication par x, les expressions : 
ea x+x 
Te. — et 2% nm 
D nr (1— x)? Dr  (L=z}$ 


D 3 mL e+4r + 2° 


puis ay 
:. - 1 SE 
La somme de la série proposée est alors f (:) — 
On remarque que : 


© k=0 
Le rayon de ds est donc 1 et : 


+00 
D m2" = Det een 


+00 g2n+1 
On sait que Arct = > ,(-1)" 
n sait que Arctan(x) 2 ) id 


sur |—-1,1[. Donc, sur |—1,1|{, on a : 


f(x) = 2 Scan) - OR) (Écarer). 


Ces deux séries entières ont même rayon de convergence égal à 1, et le théorème sur le 
produit de DE de deux séries entières s'applique, entraînant que, pour x E]-1,1|, 


on a f'(x =2Ÿ cr, où : 


(1 : L : L 1 
= D pres, ave 8,2) 
p+q=n 0 


Par suite, par intégration de développement en série entière : 


+ | ns, 
f(x) = >» Es _ T pe, 
n=0 


Comme 1 < S, < n +1, le rayon de convergence de cette série est 1. 
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11.13 1. 


Solution des exercices 


Notons R le rayon de convergence de la série entière Sd,x". 

e D'une part, pour tout n € IN on à |d,| < 9. Le _ de convergence de la 
série > x” valant 1, par comparaison, on obtient À > 

e D'autre part, a n'étant pas un nombre décimal, il … une infinité d’entiers n 
tels que d, ZÆ 0, donc tels que d, > 1. Il s'ensuit que la suite (dy )»en ne tend 
pas vers 0. On en conclut que R < 1. 

On a donc R=—1 

Puisque la suite (dy )nen ne tend pas vers 0, les séries Sd, et ÿ'(—1)"d, di- 

vergent grossièrement. On en déduit que le domaine de définition de f est |—1,1f. 

Supposons que la suite (dy )}nen soit périodique à partir d’un certain rang. 

Soit x € ]—-1,1[. Choisissons (no,p) € IN x IN* tel que : 


Vn 210 Gntp — An. 


On a, à partir de la définition de la convergence d’une série : 


no+kp—1 
JG) = lime 2 dix 


no—1l k—1 ,p—1 
= (Etre) 
no—1l 
a) 
— ”/ 


20 B(x) 


Puisque x € ]-1,1[, la série géométrique 5x est convergente et donc : 


B(e), 
1 — x? 


fæ) = A(e) + 


Les fonctions À et B étant polynomiales, la fonction f est rationnelle. 


e On vérifie facilement que —1 est une racine du polynôme X* +1 et : 
X3+1=(X+1)(X?-X +1) 
Soit (a, 8,7) € IR° et un réel x Z —1. 
Puisque X? — X +1 n’a pas de racine réelle, on a : 
a Bz +7 _ LB (ot Be + (ed 
x+il 22—-x+1 xs +1 


Ainsi, si : 


Ep = a—5—7—=0; a+7y=l, 
c'est-à-dire a = 1/3, 5 = —1/3 et y = 2/3, on a : 
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e Pour tout te IR, on peut remarquer : 
t—2 1 2t—1 3 


On en déduit que pour tout x € IR : 


Re 1 Di \l" 
(>) 
/ RE TT É n( ) rctan 7 . 


= : In(x? — x +1) V3 (arctan (=) — Arctan (à)) 


donc, pour æ € ]-1,1[, sachant que Arctan(1/V3) vaut x/6 et la fonc- 

tion Arctan impaire, on obtient l'expression : 

+ 1 1 2x — 1 T 

—— = = {In(x +1) — =In(x? — 1 3 Arctan | ——— 3— |. 
er 5 ( @+1)- 3m -2+ )+ V3Ar a ( 7 }+ 52) 
2. e Pour x € IR, la série numérique D (—1)"x°" est une série géométrique, qui 
converge si, et seulement si, |x| < 1. Le rayon de convergence de la série 
entière 3(—1)"x*" et de la série « primitive » xl valent ainsi 1. 


e Pour tout x E|-1,1[ona: 


+00 1 
21)" an 
2 WU 1+ 5° 


et par théorème de primitivation terme à terme : 


+00 3n+1 æ 
Ve]-1L1 ÿ(-0"£ | ‘s 
0 


nil J 116 


n=0 


e D’après la question précédente, pour tout x € |-1,1| : 


+00 
ati 


3 (nte+ 0 - mt -v+1)) 
+ à (V3 Arctan (£ :) +52) | 


a 


3n+1 


3. Notons un(x) — CD" Ti 
n 


Pour x € [0,1], la suite (Dan) en 
nulle. D’après le théorème des séries alternées, la série numérique Sd u,(x) est 
convergente et : 


pour (n,x) € IN x [0,1]. 


est positive, décroissante et de limite 


oo É I dREes 1 
Vn € IN ACIER lun+1(x)| = 3n +4 < 3n +4 
k=n+1 


On en déduit que la série de fonctions Ju, converge uniformément sur [0,1]. Il 


co 3n+1 
vient alors, les fonctions u, étant continues, que la somme f:r6 (1) 
n=0 


est continue sur [0,1]. Par conséquent : 
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et donc : 


. (—1)" on T 
intl 3  3V3 


11.14 1. Fixons r € [0,1[. Pour n € IN, posons : 
Vte[0,27r] ut) = f(re“)anr"e ré, 


Puisque la fonction f est continue sur Dr(0,r), qui est un fermé borné de €, elle 
est bornée. Il s’ensuit que : 


VE[0,27] [un(t)| < No(f)r"lan|. 


Du fait que le rayon de convergence de la série entière Sa,z" est supérieur ou 
égal à 1 et r < 1, la série numérique ÿ'la,lr” est convergente et la série de 
fonctions Su, converge normalement. On en déduit, du fait que les fonctions u} 
sont continues, l'égalité : 


+00 27 27 +00 
> un(t) aæ= | dun) dt. 
n=0 * 0 0  »—0 


D'une part, d’après l’exercice 10 de la page 600, pour tout n € IN : 


27 27 27 
4 un (E) dé = ile arte der feet dé = 2rla. 2727, 
0 0 0 
D'autre part, on a : 
+00 +00 
de fire) tre") 
n=0 n=0 
+oo 
= f(re) Dre) 
n=0 
+00 
= f(ret) D (rer fret)? 
n=0 
Par suite : 
+00 27 
Sr le = | | f(reft)|” dt. 
n=0 Tant 


27 
2. e Montrons que g:rr =] | f(reft)|? dé est définie et continue sur [0,1]. 
0 


En effet : 
* pour tout r € [0,1] l’application {+ | f(reit)|? est continue sur [0,27] par 
continuité de f ; 
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* pour tout t € [0,27], l’application r + f(reit)[ est continue ; 
* pour tout (t,r) € 0,27 x [0,1] on a : 
(re) < No (f)? 


et la fonction constante NW, (f)? est intégrable sur le segment [0,27]. 
Par théorème, la fonction g est définie et continue sur [0,1]. 


| 2 


+00 
e Montrons que h:r + Yr?"la,l? est définie et continue sur [0,1]. Nous 


n=0 
savons que h est définie sur [0, 1[. Par ailleurs, d’après la question précédente : 
1 27 . 1 27 
Vr € [0,1] = [ |f(reit |? dt < — NU) dt =NS Ur. 
27 Jo 27 Jo 


En particulier, pour tout p € IN, du fait qu’il s’agit d’une série à terme général 
positif, on a l'inégalité : 
P 
Vrelo,1f ÿ ral < hr) < No(f). 
n=0 


En faisant tendre r vers 1 à p fixé dans cette dernière inégalité, il vient : 
p 
Vrel0,1[ D lan < Moo(f}. 
n=0 


Il s'ensuit que la série numérique à terme général positif 3|a,|? est conver- 
gente, puisque la suite des sommes partielles est majorée. Par conséquent, la 
série de fonctions Du, converge normalement sur [0,1], où u,(r) = |a,|?r°". 
On en conclut aisément que À est continue sur [0,1]. 
Les fonctions g et h sont continues sur [0,1] et coïncident sur [0,1[. Elles sont 
donc égales. En particulier : 


1 27 : 2 +00 . 
= J Pat = XL Jan? = AD) 
11.15 Première méthode 


e Commençons par minorer le rayon de convergence. Il est immédiat que, pour 
tout n € IN : 


Par conséquent, le rayon de convergence de la série entière ÿ°1,x" est supérieur 
à 1. 
e Soit x € ]-1,1[; posons, pour n € IN, les fonctions u, : t + x" sin?" (+) définies 
sur [0,T/2]. 
+* Les fonctions u, sont continues. 
* Pour tout (n,t) € IN x [0,7/2] : 
FAUIESE AN 
et, du fait que |x| < 1 et donc que la série numérique ÿ$'|x"| est convergente, 
la série de fonctions Su, converge normalement sur le segment [0, 7/2]. 
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Par conséquent, on peut intégrer terme à terme, c’est-à-dire : 


+00 +00 7/2 r/2 +00 
Den a" | sinat [Da sin"(r) dr 
n=0 n=0 0 0 n=0 


Pour t € [0,x/2], la série numérique 5x" sin?"({) est une suite géométrique 
convergente et donc : 


ÿ FA — | TT  _ : dn dt. 
— o  l—zxsin“(t) 


En posant le changement de variable u = tant, qui est de classe C! et strictement 
monotone, on obtient : 


r/2 1 + OO 1 
| — rm / a 
o  l—zæsin“(t) o  (1+uw)(l-x >) 


un 
Tes" 


, on obtient : 


U 

Ensuite, en posant u = 

P Vl—-x 
_7T 1 


Fe 1 1 RE: 
0 1+u2(1— x) \/1—% 0 l+v ? 1—x 


e Montrons que le rayon de convergence R de la série ÿ 7,2" vaut 1. Si R > 1, 


alors la somme est continue sur |—R, R|, en particulier elle est continue en 1, 
or l’expression obtenue de la somme donne que lim f(x) = +o. Par consé- 
æ—1— 


quent, À < 1 et donc R—1. 
Deuxième méthode 
e Calculons 7,. On reconnaît une intégrale de Wallis. Rappelons que pour n € IN*, 
en posant u(t) = sin?"-1{{) et v(t) — — cost, une intégration par parties donne 
la relation : 
2n — 1 


= T1. 
2n ; 


Sachant que 16 = a on obtient : 


I __(Qn—-1)(2n-3)...17 (2n)! 7 
© (2n)(2n—2)...2 2  Ar(nl}? 2 
e Le développement en série entière de f : x + (1+x)* donne, pour a = 3; 


que le rayon de convergence de la série (1) x" est 1 et que sa somme 


vaut f(x) sur ]—-1,1[. Par conséquent : 


+00 
Vre]-1,1[ d Mæ= 
n=0 


Da 
= 
8 
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+ n+1 


Pour a =0 mod 27, f(x) = In|1 — x| = — > — 7 su ]-1,1|/, avec un rayon de 
convergence égal à 1. 

+00 a+ 
De même, si a =7r mod 27, f(x) =In|1+x| = 2e su ]-1,1], avec un 


rayon de convergence égal à 1. 


Si à n’est pas congru à 0 modulo +, la fonction f est définie et dérivable sur tout IR, 
avec, pour tout = : 


E T — COS à : 1 + 1 
_ æ2—-2rcosa+1l 2(x—eit) (rx —-e-ia) 
ea ei ei 
= | | = -Re(——) 
2(xe-ia — 1) u 2(xeia — 1) [rer 


Donc, pour tout æ E[-1,1[,ona: 

+00 +00 

f'(x) = —Re ( D A = — >» cos((n + 1)a)x”. 

n=0 n=0 

On en déduit le développement en série entière de f sur ]-1,1] : 
+00 n+1 +00 
E cos(ka) + 
f(x) > )a) a 2 EL 

Pour a = 0 et a = x on retrouve les développements précédents. 


On vérifie immédiatement que f est C® sur IR, que f(0) —=0 et que : 
! x? : _+? x? _ 2 
VzelR f'(x) = 2re e “ dd+e*e * =2xf(x) +1. 
0 
Si, sur un intervalle |—R, R[, cette équation différentielle admet une solution déve- 


oo 
loppable en série entière w(x) = >, dd à 
n=0 


+00 +00 
ITA OEPTOE ÿ Mamt"" | — 2 de dan 
m=1l n=0 


+00 +00 
_ dm + l)an17" — 2 ., dr 
n=0 n=0 


oo 
ai + >. ((n + 1)an+1 — CD) AE 
n=1l 


Par unicité du développement en série entière, compte tenu de w(0) = 0, on a : 
ao — 0, di — 1 


Vn>1 (n+ljanr1 — 2an-1 = 0 
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Cela définit une unique série entière, telle que a2x = 0 pour tout k, a1 = 1, et, 
2 


k>1, = ——— 
pour @2k+1 HI 


@2k-— 1 ; soit : 


9k 
VE EIN = 
TT 


La règle de d’Alembert entraîne que le rayon de convergence est +oo. Donc, pour 
tout x réel, la somme de la série entière : 


+oo 


» 2" 21 
223.57 (+1) 


vérifie l’équation différentielle avec la condition initiale ci-dessus. D’après le théorème 
de Cauchy sur les équations différentielles linéaires, il n’y a qu’une solution, donc : 
+00 


2* 2k+1 
(x) = vx) = 2757 GR) Re 


sur tout IR. 


Il suffit de montrer que si a £ 0, alors b — 0 (et donc g — 0). 


Supposons a À 0 et posons p le plus petit indice tel que a, 0. Puisque fg est nulle 


sur un intervalle ]-r;,r[, avec r > 0, par unicité du développement en série entière, 
n+p 
ona 0—=cy = ÿ. axbn-x pour tout entier naturel. 
k=0 
Montrons par récurrence « forte » que b, = 0, pour tout entier n > 0. 
e Ona 0—c, — apbo, donc bo. 
e Si dx = 0 pour tout k € [0,n — 1], alors : 
n+p 


Cn+p — ) Gpon+p=E — Gpbn- 
k=p 


Par conséquent, b, — 0, ce qui assure le résultat. 


1. Pour tout z € C*, on a : 


1 1 1 
Q(:) = 7? (utui+.+a x) =2P(2). 


A 


Par ailleurs : 


Il s'ensuit que, pour tout z € C* : 


Otà = #o Î] É - x) IS 


k=1 


| 
o 


Cette dernière égalité est évidemment vérifiée pour z 
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2. Remarquons que r > 0, car ao # 0 et donc 0 n’est pas racine de P. Pour 
tout k € [1,p] et z € € vérifiant |z| < 1/r, la série géométrique 5 À7*!2" est 
convergente. Par linéarité de la convergence, on en déduit que f(z) est définie et : 


+00 
HOPD ICE EE AD EE 

n=0 
+00 oo 

= >, M (2) ++ >. An AE)" 
n=0 n=0 

= à 2 (9) 
L—À12 LA 


/ p 
Par suite, on a : V:€ C\{A,...,}} AE) =) À 


La conclusion est alors immédiate, compte tenu de (x). 
3. Pour tout z € Do(0,r), on a par distributivité : 


+00 
QUIF() = (ax? + an) D 2) 
n=0 


+oo +0oo +00 
— 40 ÿ RARE ME + &1 >. CNT din Hess + dp >, Daiie 


n=0 n=0 n=0 
+00 +00 +00 
— 0 De dalle di D Bntape red >» RS +18 
n=p n=p—1 n=0 
+00 
= > (oh En CE pull. Dont) 1 
n=p 
p—1 
+  (ap-nS1 + Gp-n+192 +++: + ap5nx1) 2°. 
n=0 


p—1 
Par ailleurs, pour tout z € € : —Q'(z) = — D (n+1)ap-n-12". 


n=0 


Puisque Q(2)f(z) — Q'(z) au voisinage de 0, par unicité du développement en 
série entière, On à : 


Vn EIN* aoSn + :-:- + ap9n+p = 0 
Vne[1,p] ap9n = —@p-19n-1 — * +: — Gn-p+191 — Nap-n, 


ce qui donne la relation de récurrence recherchée. 
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Cela donne par exemple, si P est unitaire (et de degré au moins 3) : 


: _ 2 : = 3 
S1=—Gp1; $2 = Ap-1 — 2@p—2; S3 — —Qp-1 + 3@p-14p-2 — SGp-3. 


11.20 1. Pour tout n € IN* on a : 


era 


Le rayon de convergence de la série ÿ° = x" est ainsi celui de la série ÿ° a, et 
donc il vaut 1. 
+00 ina 
. 2 — € nm 
2. Fixons un réel x € |-1,1[. Pour t € [-1,1|, on note f(t) = » te 
n—= 
e La fonction f est, par propriété des sommes de séries entières, dérivable et : 


oo 


vte]-1,1[ f()= 3 era t, 


nt 


On reconnait une série géométrique convergente et l’on a : 


+00 ia 
Ve]-11] ft =er Sea)" = = 
n=0 


e Puisque f(0) = O0, il s’ensuit que : 


z et 
— ————— dé 
f(x) | 1—-e!at 


Par ailleurs, pour tout t € ]—-1,1{, on a : 


ea : e*(1 _ ér 44) . ei — + 
1—eitt  (1—eit)(1—e-iet) #2 2cos(at) +1 
cos a — t . sin @ 


—F-2cnta0+1 ‘F-2cwat+1l 
* On a: 

[ cos a — t a 5 [| 2 cos a — 2t à 

o t?—2cos(at)+1 2 Jo t? —2cos(at) +1 


_ inf — 2cos(at) + i] = = Linf2 — 2cos(a x) + 1 
2 oo. 2 


* Sia—=0 mod, alors on a : 


cs sin à 
——————— dt = 0. 
| t2 —2cos(at) +1 


Sinon, par périodicité, imparité de la fonction sinus et parité de la fonction 
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cosinus, on peut supposer à € [0,7|. On a alors : 


| sin & " sin @ 
7 t — —— dt 
o t2—2cosat+1 o (t—cosa)? +sin’ a 
t—cosa\l" 
= |Arctan | —————— 
sna /lo 


= Arctan (=) + Arctan (= =) 


sin œ sin œ 


= Arctan (=) + Arctan (tan (> — a)) 
sin @ 2 


T — COS @ T 
= Arctan | ————— | +—--a, 


sin @ 2 
la dernière simplification venant de fait qu'ici 5 -a€ ] a [- 
En conclusion, si à € ]0,7| : 
In|x? — 2cosax +1 — cos 
je = M temes +1, (anou (E 0e) ,# 


et si a = 0 : 
f(x) =-Mm(- x), 


les autres cas se ramenant aux deux cas ci-dessus. 


11.21 1. Pour n € IN*, notons II, l’ensemble des partitions de l’ensemble [0,n — 1]. 
Remarquons que le nombre de partitions d’un ensemble Æ fini ne dépend pas 
explicitement de Æ, mais seulement de son cardinal |E|. 

Soit n un entier naturel. Pour À € Il,:1, notons C4 l’élément de À conte- 
nant n. En regroupant les partitions telles que C4 soit un ensemble donné et en 
remarquant que, par définition, n € C1, on obtient : 


Tnn= (J {AEH|C4a=XU{n}}. (+) 
XC[0,n—1] 


Il est clair que les partitions de [0,n] telle que C4 — X U {n} sont les par- 
titions de [0,n — 1] \ X auxquelles on adjoint la partie X U {n}. Il s’ensuit, 
pour À C [0,n — 1] : 

{A Ce Hs | CA = XU {ny} = An—|X|: 
Par suite, les ensembles dans l’union (x) étant deux à deux disjoints : 


0. re =} (Pme 


XC[O0,n—1] k=0 XCIonn k=0 


En conclusion, par symétrie des coefficients binomiaux, on a : 


VnEIN au = () Th. (++) 


k=0 
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T 
2. Notons by — a pour n € IN et démontrons par récurrence (forte) que 0 < b, < 1. 
n 


L’assertion est vraie si n = 0. 
Supposons l’assertion vraie pour tout 4 < n, pour un certain n € IN. En divisant 
par (n +1)! la relation (**+), il vient que : 


Ne: 1 
bi = ba. 
api 2 (n— il ee) 


D’après l'hypothèse de récurrence : 


ne  — à 
n+l _ (n—i)l * n+1 — (nil n+1 
et donc 0 < bh+1 < 1. Cela démontre l’assertion pour n+1 et donc, par récurrence, 
pour tout n € IN. 

Par comparaison, puisque |b,| < 1 et que le rayon de convergence de la série ÿ x" 
vaut 1,il vient que À > 1. Par conséquent, R > 0. 


3. e Soitx Ee]-R,R|. En multipliant la relation (+++) par (n+1)x" et en sommant, 


il vient : 

+oo +oo n 1 

nm a L nm 

Dre =D Sp)" 

n=0 n=0 \i=0 
Cela est légitime, car le rayon de convergence de la série entière S'b,zx" est 
égal à celui de la série entière D [(n+1)b,41x". Par ailleurs, d’après les résultats 
relatifs au produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on a : 


+00 n 
Vz e]-R,RI ÿ 5 5 x) = jnepio). 


n=0 \i=0 . 


1=1, 


n 
i=0 


Par conséquent, pour tout x € |-R, R| : 


+00 +o fn 
f'(æ) = > (n + ljan41x" = DA D 5 ») x" = f(x) exp(x). 


n=0 n=0 \i=0 
Sachant que f(0) = 1, cette dernière relation donne, en intégrant l’équation 
différentielle résolue, linéaire du premier ordre, homogène vérifiée par f, la 


relation : 
VzE]-R,R| f(x) = exp(exp(x) — 1). 


n 


11.22 Pour n € IN, notons ay — oi 


1. e Pour tout x € IR* et n EIN, on a : 


anne (m+n) |, 
Ce A 2(2n +1) 
D'après la règle de d’Alembert, il vient que le rayon de convergence de la 
série ÿ 5 est 4. 
e Pour book € IN on a : 
2(2n+1)an+1 = (n+1)a», soit Afn+1)an+1—2an+1 = Nan +an. (+) 


[el 


n— +00 4 
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En multipliant la relation (x) par x", avec |x| < 4 et en sommant, il vient : 


+00 +00 +00 +00 
4 Sn + 1)an+17" —2 De DT = ÿ NRanT + >. dat 
n=0 n=0 n=0 n=0 
et donc pour tout x vérifiant 0 < [x] < 4 : 


f(x) —1 
OT Lex + F(e), 
soit : 
a(4 — æ)f(œ) — (& + 2)f(x) = 2. (+) 
Cette relation est encore vérifiée pour x = 0. 
2. Posons 1 — ]0,4[. Pour tout x € 1, on a : 


x +2 1 œ. LL 


zx) 2x 24% 


Il s'ensuit que l’ensemble des solutions sur 7 de l’équation homogène : 
t(4—x)y — (x +2)y = 0 


est : 
172 
So = {rm ae}. 


Par ailleurs, la méthode de la variation de la constante assure qu’il existe une 


/2 . . ; 
>; Soit une solution de l’équa- 


fonction & € C!(I,IR) telle que y: x a(x) es 


tion (x). La fonction a est caractérisée par : 


} pue =? 
Vrel POSER La ur 


c’est-à-dire : 
—2 


Vrel d(x)=—5 vVAa-x. 
d 


Une intégration par parties donne, pour x € I : 


JA — x . dt 
a(x) — a(2) = 4 . -a+2 NACRE) 


_. +] dt 
Le ? 1-61? 


A—x 


4 


+ 2 Arcsin (5 - 1) Lt. 


Il s’ensuit que l’ensemble des solutions de (x) sur 1 est : 


S= far + (2Arsin (5-1) +a) 2 


— a ER}. 


(4 — x)/2° 
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11.23 1. 


Solution des exercices 


Par conséquent, il existe un a € IR tel que : 


“is 


Ga 


La fonction f, qui est la somme d’une série entière sur ]—4,4[, étant dérivable 
en 0, on en déduit que : 


Ver jf(&)= —— + (2 Aresin (2 — 1) +a) 


a = 2 Arcsin (1) =. 


Il s'ensuit que : 


Il est clair que f est définie et nulle en 1 et —1. 

Soit x E IR À {+1}. 

Si x] > 1, alors Éd —1] —+ +0 et donc : 
n— +00 


In(|x? —1|) +. +00: 


n— +00 


Il s'ensuit que la série YIn(|x? —1|) diverge grossièrement. Par suite : 


ÏL (+) 


k=0 


——+ +00 
n— +00 


In 


et f(x) n’est pas définie. 


Si [x] <1, alors 2? —+ Oet In(1-x?) < x?. Puisque x? <{x|", car 
n— +00 


n— +00 
pour tout entier naturel n on a, par exemple par récurrence, 2" > n, et la série 
géométrique ÿ_|x}" est convergente, par comparaison des séries à terme général 


positif, les séries D22° et DIn(1—:?) convergent. 
nm a 

Ainsi la suite (in( IT G- ni) N Converse et, par continuité de la fonction 
en) ne 


exponentielle, la quantité f(x) est définie. 

Il est immédiat que f(x) = (1 — x)f(x?) pour tout x € |-1,1[. Montrons que 
la fonction g = Inof est continue. Pour cela, démontrons que la série de fonc- 
tions du, Où U, :æ + In (1 — ne), converge uniformément sur tout segment 
de ]-1,1f. 

Soit a € ]0,1[. Par croissance de la fonction logarithme, on a : 


Vxe[-a,a] In (i — a) < In (i — 2? ) < 0: 


La convergence de la série In (1 — a?) garantit la convergence normale de la 
série de fonctions Su, sur [—a,a]. Par conséquent, la fonction g est continue 
sur |—1,1{, car les u, sont des fonctions continues. Par continuité de la fonction 
exponentielle, il en est de même de f. 
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3. Soit ÿ a,t” une série entière de rayon de convergence À > 0 et de somme g. 


11.24 1. 


On a : 
Vxe]-R,R| (1-7x)g = Sean Eee ‘A 


Par unicité du développement en série entière, Fr _—_. g vérifiera : 
g(0)=1 et Vre]-R,R| g(x)=(1-x)g(x) 


si, et seulement si : 


(+) 


SE OR Rd 
—Gn/2] Sin est impair. 


La relation (+) définit bien une unique suite (a, )}hew. I est facile de vérifier par 
récurrence qu’elle est à valeurs dans {—1,1}. Pour cette suite, par comparaison, 
le rayon de convergence de S'a,x" vaut 1. La somme g est une fonction continue 
sur |—1,1[ et vérifie : 

g(0)=1 et Vrel-1,1[ g(x) =(1-x)g(x) (xx) 


On déduit de (+*) que pour tout entier n : 


Vxel-1,1[ g(x) = 3g 7) II Gi — a) 


k=0 


D'autre part, la fonction g étant continue en 0, on a, pour tout x € |-1,1| : 


n+1 
ge) 5, 90 = 1 


Par conséquent, toujours pour tout x € ]—-1,1{, on a : 


nm 


+00 
ge) = s() IT (GS = IG-)-10 


Par conséquent : 


+00 


Vx e]-1,1| IG-+ re Dame 


n=0 


ce qui démontre que f est développable en série entière. 


On suppose que la série d'c,x” est de rayon de convergence RÀ > 0 et de 
somme f(x) sur |—R, R[. Pour tout x vérifiant [x] < À, on a par produit de 
Cauchy : 


+00 n +00 
Li à. D an) RUE >, naar fée TL 
k=0 n=0 


On en déduit 4x? f(x)? — 4x f(x) + 4x = 0 et : 
(2x f(x) — 1)? = 1 — 4x. 
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Solution des exercices 


Puisque 2xf(x) — 1 est par continuité strictement négatif au voisinage de O, il 
existe « de ]0,R|[ tel que, pour tout x € |-a, al, on ait 2x f(x) —1 = —V1 — 4x 
et donc : 
1 
ot (1—V1-— 4x), 
(on considère en 0 les prolongements par continuité). 


. En utilisant le développement en série entière de 4/1 — 4x de rayon de conver- 


gence 1/4, on voit que la fonction : 


gr _ (1— VI — 4x) 


se développe sur ]-1/4,1/4[ en : 


g(x) = ne. rs CESR Re, en = ÿ d,x" 


2x n! 


On à do = 1. Comme g(x) vérifie xg(x)? = g(x) — 1, il vient : 


_] 1 +00 n +oo 
Vx € | 4 a | D D hs) el = 2H 


n=0 \k=0 


nm 
et, par unicité des coefficients dh+1 = ÿ° dxdn-x pour tout n. On en déduit par 
k=0 
réCUITENCe Cn = dn Pour tout n. 


Démontrons par récurrence l’assertion H{, : «la fonction f est de classe C? 
n(n—1) 


et f(x) = 77 f(Mx) pour tout x E IR ». 


e Puisque f est par définition dérivable, f est continue. 
n(n—1) 


De plus la formule (0) (x) = 177 f(}°x) pour tout x € IR est évidemment 
vérifiée lorsque n = 0. 
e Supposons #, vérifiée pour un entier naturel n. 


n(n—1) 


Par hypothèse, pour tout x € IR, on a f() (x) = À 7 f(Mx) et, puisque f 


est dérivable, cette dernière relation donne que f(”) dérivable. De plus, toujours 
pour æ € IR : 


n(n—1) 


IrrGpen + APR) =) 


n(n+1) 
2 


à (ET) : 


Cette expression montre que f("+1) est continue, donc f est de classe C"*1. 
Cela démontre le résultat par récurrence. 
Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral, pour démontrer que f est né- 


cessairement la somme de sa série de Taylor sur IR. 


Commençons par remarquer que f(")(0) = f (0. en . Soit a un réel strictement 


positif. Notons M, = | f(x)|, qui est bien définie puisque f est continue. 
—a@,a 


ze 
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11.26 1. 


Pour tout x € [-a,a] et n € IN, on a : 


k(k—1) 
2 


fo OD ete [EE pet as 


nm 
= / GT jee sn) 
0 Tv! 


1 
1—-u)” n(n+1) 
- | Un ont — FX œu) du 
0 n! 
QE 
Ra(x) 
Puisque À € ]0,1[, pour tout x € [-a,a] et u € [0,1], on a |A lzu] < a et 
donc : 


2 1 — de n(n+1 
Go) < far AE [CA eu) du 
0 nm: 


< [ G=u)" anti 125 M, du 
0 0 


anti 


< fa du < Me 
0 n (n +1)! 


De la convergence de la série ÿ° 2, il vient que R,(x) — 0 et donc que la 
; n— +00 


fonction f est égale à la somme de sa série de Taylor sur IR. 
+00 n(n—1) 
_ À 7 
Il est par ailleurs facile de vérifier que x + ) 


n=0 


x” est une solution du 
n! 


problème. 


Il est clair que À, , est le nombre de permutations d’un ensemble à n éléments 
ayant exactement p points fixes, c’est-à-dire 4, , ne dépend pas explicitement de 
l’ensemble considéré à n éléments. 

Soit n € IN* et p € [0,n]. Si À C [1,n] est un ensemble de cardinal p, alors 
une permutation de [1,n] ayant exactement les éléments de À comme points 
fixes induit une permutation sans point fixe sur CrinÀ. Il y a donc 4,-_,,0 telles 


permutations. Puisqu’il y a () parties à p éléments dans [1,n], on obtient : 


n 
Ana = (9) Ann 


Soit n € IN*. En notant G, l’ensemble des permutations de [1,n] et G,, l’en- 
semble des permutations de [1,n] ayant exactement p points fixes, il est clair 
que : 
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Cette dernière union étant disjointe et le cardinal de G, étant n!, on en déduit : 


nm 
— | ae 
p—0 


Cette dernière égalité est encore vérifiée lorsque n = 0. 
3. e Ilest clair, de par la définition de 4,0, que A»0 < n! et 


An,0 


VneIN 0< 
n! 


< 1. 


Puisque le rayon de convergence de la série 22" vaut 1, par 


le rayon de convergence R de la série entière Ÿ° 22,0 vérifie R > 
e La relation de la question 2 peut se réécrire : 


| 
Vn € IN => — Asp 
nm! 
=0 


et d’après la première question : 
_ 1 nm 1 A 0 
VnelIN 1— A }4» 0 = Re; (+) 
D pe + >. (n—p)! 


Ainsi, pour tout + € ]-1,1], en multipliant la relation précédente par x” 
et en sommant, ce qui est possible puisque la série géométrique ÿ x" est 
convergente, on obtient : 


(rés) 
4pl(n—p)! 
On Rat à droite la somme du produit de Cauchy des séries  — un 0 


Ces deux séries étant absolument convergentes pour x € |-1,1[ (pour la se- 
conde il s’agit de la série exponentielle), on en déduit : 


5 >. LAnn0 | on 2 f{r)exp(x). 
tn (np)! 
Par suite : 
e © 
Vre]-1,1| f(x) = Reri 


Enfin, on constate que RÀ = 1, car si R > 1, la fonction f serait bornée au 
voisinage de 17, ce qui n’est pas le cas. 
4. Pour x € ]-1,1|, on a, les séries considérées étant toutes absolument convergentes : 


+00 D PAT 
EE) 
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11.27 1. 


3. 


Par unicité du développement en série entière, on en déduit pour tout n € IN : 


A5 _ . (=1}F 
n! >, kr 


k=0 


Compte tenu de la première question, on obtient ainsi : 


Cu 


pi? 
VnEIN Vpef0,n] Ar» — >, L 
 k=0 


Il s’agit de montrer que si n > 2, l'équation 2p + 3q = n, d’inconnues p et q a 

au moins une solution dans les entiers naturels. 

Soit n > 2 un entier. 

e Sin est pair, alors on peut écrire n = 24, avec à entier naturel, et (4,0) est 
solution. 

e Sin est impair, comme n > 3 et n—3 est un entier naturel pair, ((n—3)/2,1) 
est une solution. 

Notons R le rayon de convergence de la série entière D u,x". Procédons par 

encadrement. 

e D'après la question précédente, u, > 1 pour n > 2 et donc, par comparai- 
sons, À < 1. 

e Soit n € IN.Si (p,q) est une solution, alors 0 < p < n/2 et, pour p € [0, |n/2]] 
donné, il existe au plus un entier q tel que 2p + 3q = n. 
Il s'ensuit que un < [n/2] +1 < n +1. Le rayon de convergence de la sé- 
rie ÿ nx” étant 1, on en déduit que R > 1. 

En conclusion, R = 1. 

Pour a € IN* et k E IN, notons eg(a) l’entier qui vaut 1 si a divise k, et 0 sinon. 


e Fixons a € IN* et x E ]-1,1[. On a : 


1 +00 +00 
k 
nm Do > 
n=0 k=0 


En effet l'égalité de gauche est immédiate, puisqu'il s’agit d’un résultat connu 
sur les séries géométriques. 
Justifions la seconde égalité. Pour N € IN, on a : 


N LN/a] N 
ÿ (a) = ÿ a + >» En(a)t” . 
n=0 k=0 n=a|N/al+1 


=An(x) 
Le terme An(x) est la somme d’au plus a termes, chacun majoré en valeur 


absolue par |x|*EN/4], car |x| < 1. Ainsi, toujours du fait que |x| < 1 : 


An (x)| & afr|EN/al >; 0, 
N—+o 
Cela, avec la convergence de la série ÿ'x%", établit la seconde égalité. 
La convergence de la série S'e,(a)x" ayant été démontrée pour x € {0,1|, 
cette convergence est absolue sur |—1,1{, car £éx(a) est toujours positif. 
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e Soit re ]-1,1|. 
Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on a : 


1 1 — — 
1-2 1-0 D ex") 2 sr) 
+00 
= D. D. &(2)e;(3) | x” 


n=0 i+j=n 
—ûn 
Puisque, pour tout (i,j) € IN°, on a e;(2)e,(3) = 1 si, et seulement si, 2 
divise à et 3 divise j, il vient, pour n € IN : 
m= > EUsG)= >, =. 
i+j=n 2i+3j/=n 


Par suite : 
1 1 


RER er 


11.28 1. Posons pour n € IN : 


2 
 . cos (n ] 
on 
Les fonctions uw, sont de classe C®© sur IR. 
Soit k& € IN. On a : 
n2F T 
VneIN VrelR uW(x) = Dr CS (r?x + k =) : 


Les fonctions uf ) sont donc bornées sur IR et par croissances comparées : 


2k nm 


Par conséquent, la série Ÿ° ur) converge normalement, donc uniformément. 


Soit p € IN. Par théorème, puisque les séries ÿ° u®) convergent simplement sur IR 


pour k € [0,p — 1] et que la série Su) converge uniformément sur IR, la 
fonction f est de classe CP et : 


De NE 2 : 
Vr ER FPE 2 cos (nr +p5). 


Par suite la fonction f est de classe C®. 


. Pour démontrer que f n’est pas développable en série entière, il suffit de montrer 
que le rayon de convergence de la série de Taylor de f est nul. 
Il vient de la question précédente que : 
+00 na? 
VpeIN f@?)(0) = (—1}? D el fEr+U (0) = 0. 


n=0 
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En particulier, pour tout p € IN : 


pe 
(2p)!2P ? 
Pour tout r > 0, on a : 
bolr Pr?  (p+1) (ns __E+r 
P 


déterminons le rayon de convergence de la série 37 b,x°?. 


En notant b, — 


> — — 
Br 2(2p+ 1) 2 CO0pED 2e 


Il vient par la règle de d’Alembert que le rayon de convergence de la série 32 b,æ?? 


. À (2P) 0 
est nul. Par comparaison, le rayon de convergence de la série ÿ° Î + ) x2P est 


nul. Par suite la fonction f n’est pas développable en série entière. 


11.29 Il est clair que f est de classe C® sur IR*. 


1. Démontrons par récurrence : 
Hn : kil existe PA € IR[X] tel que f(x) = P, (À) f(x) pour tout x € IR* ». 


Pour n = 0, le polynôme P; = 1 convient. 
Supposons #, pour un n € IN. Alors, en dérivant f(?), il vient, pour tout x € IR*, 


. 
pes (-5r (2) + 82 (©) ro 


Il s’ensuit que le polynôme P,11 = 2X%P, — X?P! convient. 


2. e Notons (P;) la suite de polynômes définie par : 


nEIN 
Po=1 et VYnelN P,y1 =2X°P, — X°P:. 
On vient de voir que f(M)(x) = P, (+) f(x) pour tout x € IR* et n € IN. 


Soit n € IN. Le polynôme P, est élément de IR4[X] pour un certain entier d. 
Il s'ensuit que l’on a au voisinage de 0 : 


et donc : 
f(x) = P, (:) f(x) = 0 —— | 


Il s'ensuit, par croissances comparées, que l’on a : 
f(x) — 0. 
æ—0 


e Soit p un entier naturel. Puisque f est de classe C? et que f(*) admet une 
limite finie en 0 pour tout k € [0,p], la fonction f a un unique prolongement 
de classe C?, qui coïncide avec le prolongement par continuité, que l’on note g. 
Par conséquent la fonction g est de classe CP et g(P)(0) — 0, cela pour tout 
entier p. La fonction g est donc de classe C®. 
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e La série de Taylor de g est nulle. Cependant, la fonction g ne s’annule qu’en 0 
(car g(x) = exp(—-1/x?) > 0 lorsque x Z 0). Ainsi, g ne coïncide sur aucun 
intervalle ]-r,r|[ avec la somme de sa série de Taylor; la fonction g n’est pas 
développable en série entière. 


11.30 1. Puisque la suite a est convergente, elle est bornée et donc le rayon de conver- 
gence R de la série entière J'a,x” vérifie R > 1. 


Soit € > 0. Il existe no tel que |a,| < € pour tout n € IN vérifiant n > no.Fixons 
un tel no. Ainsi, pour tout x € [0,1{, on a : 


+00 +00 
(&-æ)f()] = Tant mal < D lasl(t —x)e" 
n=0 n=0 
ce qui donne : 
no—1l +00 
IA x)f(x)) < (x) JS lanlz" + D e(1- x)" 
n=0 n=n 
no—1l . no—1l 
= (1—x) >. lan [x + Xe < (1 — x) >. lan |x" + € (+) 
n=0 n=0 
Par ailleurs, on a : 
no—1l 
GQ-—x) D (ane — 0, 
n=0 


par conséquent, il existe 7 > 0 tel que pour tout x € [1 — 7,1[ on ait : 
no—1l 


O<(1-x) D Jarlz" <e. (++) 
n=0 


Fixons un tel 7. Alors, pour tout x € [1 — 7,1], en combinant les inégalités (+) 
et (+*), on obtient : 


O<|(1—x)f(x)] < 2e. 


Ainsi, par définition, (1—x)f(x) — 0. En d’autres termes, on a au voisinage 
z—1— 


ra = of). 


2. En appliquant la question précédente à la suite (ay — &)nen, qui tend vers 0, il 


de 17 : 


vient qu’au voisinage de 17 : 


c'est-à-dire f(x) + 
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11.31 1. Remarquons que puisque la suite (b;)1en est à valeurs positives, la restriction 
de g à [0,1{ est croissante. Il s’ensuit que g a une limite { en 1, finie ou infinie. 
Par ailleurs, toujours du fait que la suite (b;)1en est à valeurs positives, pour 
tout N'EIN et x € [0,1] : 


+00 
2 bar € 7 br = g(x). 
n=0 


n=0 


N 
En faisant tendre x vers 1 dans cette inégalité, il vient que Ÿ° bx < £. Comme 
n=0 


la série à termes positifs ÿ'b, est divergente, on a : 


N 
db —— +00. 
N—+00 

n=0 

Par suite, £ = +co. 
2. Fixons un € > 0. Par hypothèse, il existe un entier no tel que [an — bn < Ebn, 

pour tout n > no. Fixons un tel no. 
Pour tout x € [0,1{, on a : 


+00 +00 
5) — ge] = [D (an — 64e") < D lan — 542" 
n=0 n=0 
no—1l +00 
< ÿ lan — bal 2° + cbr” 
n=0 n=no 
no—1l +00 
cs an — ble + eb, 2" 
n=0 n=0 
no—1l 
< D lan — bal + eg(a). (9 
n=0 
Par ailleurs, puisque g(x) —> +, on a au voisinage de 1 : 
z—+1— 
no—1l 
Ÿ_ Jan — bn| = o(g(x)) 
n=0 


Par conséquent, il existe 7 > 0 tel que pour tout x € [1 — 7,1/[ on ait : 


no—1l 


D lan — bal < € g(x). C++) 


Ainsi, pour tout x € [1—,1|],en combinant les inégalités (+) et (+*), on obtient : 
Lf(x) — g(x)| < 2eg(x), 


c’est-à-dire, par définition, f(x) + gx). 
z—1— 
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11.32 1. Pour tout n > 2, on a In2 < Inn < n — 1. Les rayons de convergence des 
séries D(n—1}x" et ÿx” valant 1, on obtient par comparaison que le rayon de 
convergence de la série entière D In(n)x” vaut 1. 

2. Opérons une comparaisons série/intégrale. La fonction { + 1/t étant continue et 
décroissante sur [1,+o!{, on à pour tout entier naturel k > 2 : 


k 
r</ 1 
bo 1 
> 


2, à l’aide de la relation de Chasles, on obtient : 


/\ 


et donc en sommant, pour n 


et donc : 


nm 
Cela démontre que la suite (nn — SÙ 1) est bornée. 
k=1 nEIN* 


3. Notons M est un majorant de la suite (lar|)he 
e Soit x E [0,1f. 
Le développement en série entière de {> In(1—t) donne, par produit de séries 
absolument convergentes : 


On en déduit : 


In(1 — x) ss — M 
fer | = ur < 2, lente Sp 


e Il vient de l'inégalité précédente qu’au voisinage de 1 : 


fe= "2 ,0( 1) 20 9, (et 9 


l—x l—x Lx 


Par conséquent, selon la définition de l’équivalence : 


f(x) -_ =). 


x—1 1— x 


An 1 
— —=0O — . 
n! n! 
x? 


Ainsi, le rayon de convergence de la série exponentielle 57 étant +00, il en est 


11.33 1. Par hypothèse : 


de même par comparaison du rayon de convergence de la série ÿ° % x”. 
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2. Montrons que f(x)e-? —> 0. 


T— +00 


Soit € > 0. 


e Puisque a» Ty 0, il existe un entier naturel no tel que |a,| < 5 pour 
n— +00 


tout n > no. Fixons un tel no. Alors, pour tout x € IR} : 


® 
ë 
818 
& 
à 
/\ 
[a) 
à 
JE 
à 


/\ 
(a) 
ë 
ND 
319 
8 
à 


_ € De N Fe 
<e * y — 2" (série à termes positifs) 


(définiton de la fonction exp) 


no—1l à # 
—T non 
Te £ = 
F >» n! 9 
n=0 
Fixons un tel réel xo. 
e Pour tout x > xo, on a : 
no—1l à +00 " 
Éait E- y — x" +e Ù — x" 
n! n! 
n=0 n=no 
a 2 a - 
<le®ÿ at |+le NY Ty Sd —s 
n! n! 2 2 
n=0 n=no 


On en déduit que e7”* f(x) — 0 et donc f(x) = o(e*) au voisinage de +oo. 
T— +00 
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EXELCICES: 4, à à» à dm 4 es 8 sde ss sas se 000. 702 


Convergence dominée 
et applications 


Dans ce chapitre, nous étudions des intégrales dépendant d’un paramètre qui 
peut être entier (suites de fonctions) ou réel. Dans les deux cas, nous nous in- 
téresserons aux problèmes de convergence et dans le second cas à la continuité 
et à la dérivabilité. 

Les résultats de ce chapitre sont importants, mais certaines démonstrations 
sont hors programme. Il convient alors de lire avec attention les exemples et 
contre-exemples pour bien comprendre les hypothèses. 

Dans tout le chapitre, les intervalles de IR considérés seront d’intérieur non 
vide et les fonctions seront à valeurs dans IK = IR ou IK = €. 


| Suites et séries d’intégrales 
1 Le théorème de convergence dominée 


héorème 1 (de convergence dominée) 


Soit (fn)hem une suite de fonctions continues par morceaux sur un inter- 
valle 7 de IR. On fait les hypothèses suivantes : 


e la suite de fonctions (fn),em converge simplement sur I vers une fonc- 
tion f continue par morceaux sur 1, 


e il existe une fonction w intégrable sur 1 à valeurs réelles telle que : 


VneIN WMEI [fl <y() 


(hypothèse de domination). 


Alors les f, et f sont intégrables sur 1 et 1 f= lim ; a. 
I I 


n— +00 


Nous n’en ferons pas la démonstration qui est hors programme. 
Une démonstration avec des hypothèses renforcées est proposée dans l’exer- 
cice 12.8 de la page 703. 


I Suites et séries d’intégrales 


Remarques 
e La fonction & de l’hypothèse de domination est bien sûr, en particulier, 
continue par morceaux (car intégrable) et à valeurs positives. 


e On n'oubliera pas de vérifier la continuité par morceaux de f. En effet, 
il existe des suites de fonctions continues par morceaux qui convergent 
simplement vers une fonction qui n’est pas continue par morceaux. 


+00 
1 
Exemple Pour tout n € IN, on pose 1, = | ————— dt 
P p oO Urwliie) 


Déterminons lim 1h à l’aide du théorème de convergence dominée. 
n— +00 


Pour tout n € IN, la fonction f, :t est continue sur IR}. 


1 
(+nt)(1+e) 
e Pourt>0,ona lim (1+nt)=+ et donc lim fn(t) =0 

n— +00 n— +00 
Pour tout nEIN,ona fn (0) =1 


Ainsi la suite de fonctions (fn),em Converge simplement sur IR} vers la fonction f 
définie par : 


1 si t—=0 
r={ 0 si #>0. 
La fonction f est continue sur ]0,+oo[, possède une limite finie à droite en 0; 
elle est donc continue par morceaux sur IR}. 
e Pour tout nE IN et tout t € IR}, on a : 


1 
[fn @)| = fn ©) < TE 

1 
1+42 t-+oo 12° 
fonction est intégrable sur IR}, par comparaison aux intégrales de Riemann. 


1 
La fonction t + 15E est continue sur IR} ; comme cette 


t2 


Cela fournit l'hypothèse de domination. 
En conclusion, d’après le théorème de convergence dominée, on a : 


+00 
lim = | f (t) dt = 0. 
0 


n— +00 


Attention 

Constatons sur un exemple l’importance de l'hypothèse de domination. 

Soit fr : [0,1[ — IR définie par f,(t) = n?t"-l. Pour n > 1, chaque f 
est continue et intégrable sur [0,1[, puisqu'elle a un prolongement continu 
sur [0,1]. 

Pour tout t € [0,1] fixé, on a AUS fn (t) = 0, par comparaison des suites 
géométriques et puissances. Ainsi la suite (fh),em+ Converge simplement vers 
la fonction nulle, continue et intégrable sur [0,1], d’intégrale nulle sur [0, 1{. 
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Toutes les hypothèses du théorème de convergence dominée sont donc vérifiées, 


1 
en dehors de l’hypothèse de domination. Or | 0 de ni"] = #}, 
0 


n— +00 


1 d 
Onda im / fa dt= | im fn(t) dt. 
n—+00 J0 0 


1 
p.690) Exercice 1 Déterminer lim cos (t”) dt. 


n— +oo 0 


’ ME) es 
Exercice 2 Pour n € IN”, on pose = | —T— e dx. 


0 TL 
1. Montrer que : Vu> —-1 In(l1+u) <u. 


2. Justifier l'existence de Z,, pour tout n € IN*,et déterminer lim 1,. 
n— +00 


3. Déterminer lim n1,. En déduire un équivalent simple de /,.. 
n— +00 


Remarque On aurait pu utiliser, dans la deuxième question de l’exercice 
précédent, le théorème de convergence dominée, mais ici une simple majoration 
nous à permis de conclure plus rapidement. 


Attention Il faut bien noter, dans l’énoncé du théorème de convergence 
dominée, que l'intervalle d'intégration est fixe. Nous allons voir, dans l’exercice 
suivant, comment on peut parfois contourner cette difficulté lorsque l'intervalle 
d'intégration dépend de n. 


n t nm 
p.691] Exercice 3 Pour tout n € IN*, on pose 1, = 1. (: — 2) et/?dt. 
0 n 


Pour tout n € IN*, on note 155, la fonction indicatrice de l'intervalle [0,n] et l’on 
considère fn : [0,+o0[ — IR 
nm 
te (1-£) ep (6). 
1. Montrer que, pour tout n € IN*, la fonction f, est continue par morceaux et 


intégrable sur [0, +, et que Z = | Fe 
[0,+oo 


2. Montrer que lim 1, = 2. 
n— +00 


On pourra utiliser le théorème de convergence dominée et la première question 
de l’exercice 2. 
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I Suites et séries d’intégrales 


2 Séries de fonctions intégrables 


Nous admettrons le théorème suivant. 


héorème 2 (d’intégration terme à terme) 
Soit Su, une série de fonctions, avec un € F (1, IK). 


On fait les hypothèses suivantes : 


e chaque uw, est intégrable sur 1, 
+00 
e la série ÿu, converge simplement sur 7 et sa somme ÿ° u, est continue 


par morceaux sur Î, us 


e la série ÿ (/ url) converge. 
I 


+00 
Alors la fonction Ÿÿ° u, est intégrable sur J et l’on a : 


EE) 


Remarques 
e Chaque w, est bien sûr supposée en particulier continue par morceaux (car 
intégrable). 


e Dans la plupart des exercices, on développe en série une fonction f continue 


+00 
par morceaux. La continuité par morceaux de la fonction ÿ° u,, égale à f, 
n—=0 


est alors évidente. 


e Lorsque chaque u, est continue et qu’on ne connaît pas d’expression simple 


+00 
de ÿ[ u,, on peut s’assurer que c’est une fonction continue (donc continue 
n=0 


par morceaux) par convergence uniforme, voire normale, sur tout segment. 


Exemples 
1 +00 
2 Int 1 
1. Établi l'égalité — dt = —. 
aDIISSONS 1 Egalite | =) 2. 2 


Pour tout t € |0,1[, la série géométrique ÿ'{" Int converge et l’on a : 
+00 
Int 
ÿ fnt = 2. 
l—t 
n—=0 


Appliquons à la série de fonctions ÿ'u,, avec un (t) — —t"Int, le théorème 


d'intégration terme à terme sur ]0,1!. 
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e Pour n € IN, la fonction w, est continue sur ]0,1[ et l’on a : 
VE]0,1[ Jun(t)) <|nt|. 
Comme la fonction In est intégrable sur ]0,1[, on en déduit, par comparaison, 
que chaque uw, est intégrable sur ]0,1|. 
e La série Ju, converge simplement sur ]0,1[, d’après l’étude initiale, et sa 
Int 


somme est la fonction {++ -2+, continue sur ]0,1. 


1 1 
° Caleulons lun wla= | t" (— Int) dt. 
0 0 


Intégrons par parties, en utilisant le théorème 55 de la page 418 (l'intégrale 
qu’on calcule existe, par intégrabilité de u, et le crochet existe, par croissances 
comparées) : 


1 n+1l 1 1 n 
t — Int t 1 
L t (— Int) dt — Un + dé = ——. 
0 fl o Jo n+I (n +1) 
——————— —— —— 


—=0 


= = 
(n+1)2 


1 
La série >. | lun (t)]dt est donc convergente. 
0 


D’après le théorème d'intégration terme à terme, la fonction t + ae est intégrable 


sur |0,1] (ce qu’on peut facilement vérifier directement) et l’on a : 


1 +00 
Int 1 
Er 2 
Î t—1 2 he? 
+oo f/ +00 et +00 1 
2. Montrons que | dé ——: 
0 2 vn n=1 nè 


Pour n € IN*, notons u, : tr — et appliquons le théorème d’intégration terme 


à terme sur |0, +]. 
e Chaque u, est intégrable sur |0, +co{, d’après la proposition 16 de la page 401. 
e Pour t>0,ona: 

Vn € IN 0O<u(t)<e"#, 


ce qui assure la convergence de la série Su, (t), par comparaison à la série 
n>1 


géométrique Se", de raison et € ]0,1[, donc convergente. 
Par suite, la série Su, converge simplement sur ]0, + 
Montrons la continuité de la somme sur ]0, +]. 


* Chaque u, est continue sur ]0, +]. 

* Il suffit donc d'établir la convergence normale sur tout segment inclus 
dans [0,+o{. Soit [a,b] un tel segment (a < b). Par positivité et dé- 
croissance de chaque u,, on a : 


Vn EIN*  supluh| = un (a) ; 
[ab] 


d’où la conclusion, d’après l’étude de la convergence simple. 
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e Comme chaque u, est positif, on a : 


+00 +00 ent 
[ue fu 
0 0 n2 


+00 
Par suite, la série ) ( [l nl) est une série de Riemann convergente. 
0 


+00 


1 
+ 
n 2 


0 


Le théorème d'intégration terme à terme s’applique donc et la formule annoncée 
s’en déduit, d’après le calcul précédent. 


Exercice 4 Soit f : IR — IR 


. er=1 


+oo 
1. Montrer que : Vr > 0 f{x)= 3 ze "*, 
n=1 


oo +oo 
1 
2. Montrer que | Hide 2 | — 
0 m=il te 


Attention L'hypothèse de convergence de la série >, ( F ul) est essentielle 
Fa 
et la seule convergence, même absolue, de la série a ( Î un) ne suffit pas, 
I 
comme le montre l’exemple suivant. 


Exemple Pour tout n € IN, soit u, : ]—-1,1[ — IR définie par u, (t) = t?"*1, 
e Chaque w, est bien sûr intégrable sur ]—1,1[ et l’on a : 


1 t2n+2 1 
Vn € IN | Un = 
= 2n + 2 


0 
i 


1 
En particulier, la série ) | Un converge. 
1 


e La série ÿ_u, converge simplement sur |—1,1{, puisque, pour tout t € [—1,1{, la 
série Yu, (t) est une série géométrique de raison +? € [0,1{. 
Sa somme {+ + est continue sur |—1,1[, mais elle n’est pas intégrable, car 


l’une de ses primitives, t+ 3 In (1 — a n’a pas de limite finie en 1. 


Point méthode 


Lorsque le théorème 2 de la page 677 ne s’applique pas ou s’applique diffi- 
cilement, on peut essayer de justifier l’intégration terme à terme d’une série 
de fonctions intégrables sur un intervalle 7, en appliquant le théorème de 
convergence dominée à la suite des sommes partielles. 
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L'exercice suivant est une illustration du point méthode précédent. 


Exercice 5 


1. Montrer que : 


+oo 
COS T 7 E 
Va 0 —— =) —1 de 
x a 2! lee cos r 


Pour tout n € IN*, on note u, :ær (—1)" le "cos. 


2. En appliquant le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions ($,), 


10] 
avec Sy = ÿ ux, montrer que : 
= 


3. Quelle est la nature de la série + Î lun| ? Le théorème d'intégration terme 
10, +00[ 


à terme s’applique-t-il à la série Su, sur |0, +oo ? 


Il  Intégrales à paramètre 
1 Continuité d’une intégrale à paramètre 


héorème 3 (Continuité des intégrales à paramètre) 
Soit J et T deux intervalles de IR et f : J x T1 — IK. On fait les hypothèses 
suivantes : 

pour tout t € TI, la fonction x + f(x,t) est continue sur J, 


pour tout æ € J, la fonction t + f(x,t) est continue par morceaux 
sur 1, 


pour tout segment [a, b] C J, il existe une fonction & : 1H IR intégrable 
sur Î telle que : 


V(x,t)ela,b] x 1 |f(x,t)<p(), 


(hypothèse de domination sur tout segment). 


Alors la fonction g:zr / f (x,t) dt est définie et continue sur J. 
I 


Principe de démonstration. On utilise la caractérisation séquentielle de la continuité, le théo- 
rème de convergence dominée et l'exercice 34 de la page 237. 


Démonstration (non exigible) page 694 
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Remarques 
1. La fonction ç@ de l’hypothèse de domination est bien sûr à valeurs positives 
et, étant intégrable, elle est en particulier continue par morceaux. 


2. Dans le troisième point (hypothèse de domination sur tout segment), la 
fonction & dépend a priori du segment {a, b|]. 


Il va de soi qu’il suffit d’avoir une hypothèse de domination globale, 
c’est-à-dire l’existence d’une fonction © : 1 H IR intégrable sur I telle 
que : 

VIBIETIXT Folle. 


Lorsqu'une telle hypothèse de domination globale est vérifiée, il est inutile 
de repasser par la domination sur tout segment pour pouvoir appliquer le 
théorème. 


—xt 


+00 
Exemple Montrons que la fonction g : x + | — d est définie et continue 
0 


sur IR : 

e tt 
12° 
e Pour tout tE IR}, la fonction x f (x,t) est continue sur [0, +. 


Appliquons le théorème 3 de la page précédente en notant f : (x,t) 


e Pour tout x € IR}, la fonction t + f(x,t) est continue (donc continue par 
morceaux) sur [0,+o|. 


e Pour tout (x,t) € IR2., on à : 


e 1 


FREE 


La fonction vit CF est continue sur [0,+oo[ et, quand t — +, on 

a o(t) 7 : d’où l’intégrabilité de 4 sur [0, +co{, par comparaison aux intégrales 

de Riemann. 

Cela fournit donc l’hypothèse de domination (ici hypothèse de domination globale). 
En conclusion, la fonction g est définie et continue sur IR}. 


Attention 
Montrons sur un exemple que l’hypothèse de domination est essentielle. 
Prenons A =IR, 1 = 10,1] et f : A x I — IR définie par f (x,t) = Re 
On vérifie sans difficulté les deux premières hypothèses. 
1 
Calculons g(x) = | dé On à g(0) = 0 et, pour x £ 0 : 
g(x) = [ Arctan (t/x) (Fu — Arctan (1/x). 
Par suite, lim g(x) =+#/2 et lim g(x) = —x/2; la fonction g n’est donc 
æ—0+ æ—0— 


pas continue en (0. 
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p.695| Exercice 6 Soit f : IR — € une fonction continue par morceaux et intégrable 
sur IR. On définit la transformée de Fourier F(f) de f par : 


—+oo 


VkEIR F(f)(E) = | F(æ)e ‘kedz, 


— 00 
1. Montrer que la fonction F(f) est définie et continue sur IR. 


2. On suppose de plus f de classe C! et f” intégrable sur IR. 
(a) Montrer que lim f = 0. 


(b) Montrer que : VkelR ÆF(f')}(k) =ikF(f)(k). 


p.696] Exercice 7 On fixe une fonction f : [0,+oo[ — € continue. 


On note {9 = lim f(t) = f (0) et l’on suppose l'existence de Lx = im HRDIE 


ÈS 
Pour tout réel q > 0, on pose H (q) = ji e “f(qu) du. 
0 


1. Montrer que f est bornée sur IR}. 


2. Montrer que H est définie et continue sur IR}. 


p.696| Exercice 8 On reprend les hypothèses et les notations de l’exercice 7. 


On va montrer, par deux méthodes différentes, que lim HN 
Ja CS 


1. (a) Soit (qm),em une suite de réels positifs telle que lim An = +00. 
nr 7e 
Montrer que RU GAMES 
(b) Conclure. 
1 


2HPOumtourreelp = 0 onpose AD) Fr G) 
P 


Montrer, à l’aide du théorème de continuité des intégrales à paramètre, que K 
se prolonge en une fonction continue sur IR}, puis conclure. 
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p.697| Exercice 9 On reprend les hypothèses et les notations de l’exercice 7 de la page 


précédente. 


On définit la transformée de Laplace Lf : IR} — € de f par: 


+0 
Vp > 0 Lr@= | e Pt f (#) dt. 
0 
1. Justifier la définition de Lf et exprimer Lf à l’aide de H. 
2. Démontrer le théorème de la valeur initiale, c’est-à-dire : 
li L — Li 
im, PL () = lim f(E) = do 
On utilisera l’exercice 7 de la page ci-contre. 
3. Démontrer le théorème de la valeur finale, c’est-à-dire : 
li L = li PES 
nb 0) = no 


On utilisera l’exercice 8 de la page précédente. 


Point méthode 


Supposons que le domaine de définition de la fonction g:æx+ | nér)de 
I 
contienne un intervalle [a,-oo[, avec a > 0. 


Pour montrer que lim g(x) = £, avec LE IK, on pourra : 
z—+o0o 


1 
e appliquer à la fonction h :yr g () , prolongée en 0 par £#, le théorème 


de continuité des intégrales à paramètre, comme dans la question 2 de 
l'exercice 8 de la page ci-contre ; 


e appliquer la caractérisation séquentielle de la limite à la fonction g, puis 
le théorème de convergence dominée, comme dans la question 1 de l’exer- 
cice 8 de la page précédente. 


2 Dérivation d'une intégrale à paramètre 


Rappel Soit Z et J deux intervalles de IR, f:(x,t)r f(x,t) une fonction 
définie sur J x I à valeurs dans IK et (x0,to) E J XI. 
Lorsqu'elle existe, la dérivée en x9 de la fonction x + f(x,to) est appelée 


dérivée partielle par rapport à x en (xo,to) de f et est notée SE (to, to): 
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Exemple Soit f : IR x ]0,+oo[ —+ IR définie par f (x,t) = 7. 
Pour tout { > 0, la fonction x + f (x,t) est dérivable comme quotient de fonctions 
dérivables, dont la deuxième ne s’annule pas. Par suite _ existe sur IR x ]0, +oo[ et 


l’on a : 


Ô 2 _2 2xt? 
V(x,t) EIR x ]0,+oo| 22 - 2 — 
T 


LT) = HE = ————<— 
GS (x2+42)  (x2+2) 


héorème 4 (Dérivation des intégrales à paramètre) 
Soit 1 et J deux intervalles de IR et f : (x,t) + f (x,t) une fonction définie 
sur J X I à valeurs dans IK. On fait les hypothèses suivantes : 


e pour tout x € J, la fonction t+ f(x,t) est intégrable sur 1, 


e pour tout x € J, la fonction t + 2 (x,t) est continue par morceaux 
sur 1, 


e pour tout t € I, la fonction x + f (x,t) est de classe C! sur J, 
e pour tout segment [a, b] C J, il existe une fonction & : 1H IR intégrable 


sur Î telle que : 


V(x,t)ela,b] xI SL ab] < #0, 


(hypothèse de domination sur tout segment pour SL). 


Alors la fonction g : J + IK, définie par g(x) = Î: (x,t) dt, est de classe C! 
I 


sur J et l’on a : 


Principe de démonstration. Pour tout xo € J, on forme les taux d'accroissement de g en 
æo et l'on applique le théorème de continuité des intégrales à paramètre. 


Démonstration (non exigible) page 697 


Remarque Dans le quatrième point (hypothèse de domination sur tout seg- 


ment pour SÈ 


Il va de soi qu’il suffit d’avoir une hypothèse de domination globale, c’est- 
à-dire l’existence d’une fonction @ : 1 IR intégrable sur I telle que : 


), la fonction & dépend a priori du segment {a, b]. 


Vadesxt ET) (à. 


Lorsqu'une telle hypothèse de domination globale est vérifiée, il est inutile 
de repasser par la domination sur tout segment pour pouvoir appliquer le 
théorème. Ce sera le cas dans l’exemple suivant. 
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Exemple On reprend les notations de l'exercice 6 de la page 682. 
On considère une fonction f continue par morceaux et intégrable sur IR, et l’on 
suppose la fonction g:x1+ xf (x) intégrable sur IR. 
Montrons que la transformée de Fourier de f est de classe C! sur IR, à l’aide du 
théorème de dérivation des intégrales à paramètre. 
Notons h: IRXIR —> € 
(br) es foie, 
e Pourtout k€ IR, la fonction x + h(k,x) est intégrable sur IR, d’après l'exercice 6 
de la page 682. 


e Pour tout x ER, la fonction k+ h(k,x) est de classe CT sur IR et l’on a : 


V(k,x) € IR? _ (k,æ) = —ixf (x)e À. 


e Pour tout k € IR, la fonction x ++ 5#(k,x) est continue par morceaux sur IR, 
puisque f l’est. 


e Ona: 


V(k,x) € IR? 2 (k, x) 


SE G2)) = ff Go] = 19: 


Cela fournit l'hypothèse de domination (ici hypothèse de domination globale), 
puisque g est intégrable sur IR. 
On déduit du théorème de dérivation des intégrales à paramètre que F(f) est de 
classe C! sur IR et que : 


+00 Lu 
VkEIR F(f) (k) _ (k,æ) dx = - ia Ge de Fi 19) 6): 


— OO — OO 


+00 L—2°(1+6°) 
Exemple Soit g(x) — ——— dt. 
e Montrons que g est définie et continue sur IR, en appliquant le théorème de 
52 2 
continuité des intégrales à paramètre. On note f : (x,t) = — _. | 


* Pour tout t > 0, la fonction x + f (x,t) est continue sur IR. 
* Pour tout æ € IR, la fonction t+ f(x,t) est continue sur IR}. 


x Ona: 
1 


1+82 


VreIR M20 fahl=/ai< 


. 1 . 1 
La fonction {+ A est continue sur IR} et => 
d’où l’intégrabilité de cette fonction sur IR}, par comparaison aux intégrales 


de Riemann. Cela fournit l'hypothèse de domination. 


NU 7: quand t — +00 : 


D'après le théorème de continuité des intégrales à paramètre, g est définie et 
continue sur IR. 
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e Montrons que g est de classe C? sur IR (par parité de g, elle l’est également 
sur IR* ), en appliquant le théorème de dérivation des intégrales à paramètre. 


* Pour tout # > 0, la fonction x + f (x,t) est C! sur IR? et l’on a : 


of 


VE>O0 Vr>0 —(x,t) — one FE). 
Ox 


* Pour tout x € IR? , la fonction {+ f (x,t) est intégrable sur IR}, comme on 
l’a vu dans l’étude de définition de g. 


* Pour tout x € IR? , la fonction t + SE (x,t) est continue sur IR}. 
* Soit [a,b], avec 0 < a < b, un segment inclus dans IR°. On à : 


Vx € [a, b] vt € IR. Es (0) < 2be- 2" (A+). 
HA 


La fonction w :t++ 2be-%" (+5) est continue sur IR et l’on a : 
1 
p (t) = be ve E —=0 () quand + — +00, 


par croissances comparées ; d’où l’intégrabilité de & sur IR}, par comparaison 
aux intégrales de Riemann. 


L'hypothèse de domination pour 2 sur tout segment inclus dans IR est 


établie. 


On en déduit que g est de classe C! sur IR et que : 


+00 
Ve=0 gd = - [ 2re "(+ ) qe. 
0 


+00 
e Déduisons de ce qui précède la valeur de 1 = | etat. 
0 


Notons que Î existe, car la fonction t + et est continue sur IR; et intégrable 


: : / . . +2 1 
sur IR}, par comparaison aux intégrales de Riemann, puisque e" —=0 (): au 
voisinage de +00. 


En effectuant dans l'intégrale donnant g’ le changement de variable { = # (on 


U 


applique le théorème 56 de la page 419 : la fonction u > + est de classe CÀ, 


strictement croissante et bijective de IR sur lui-même), on obtient : 
j Lie ni 52 =. 
Vx > 0 d'(@)=-2 | Été du=-2167. 
0 
En primitivant, on en déduit l’existence de CE IR tel que : 


VEe=Ù gir)= 21 | e-"dt+C. 
0 
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On a, par ailleurs : 


+00  —x +00 dt 
Vxz > 0 o<g(=e" | : a<e* | = 5e. 
0 0 


1+12 1++ 


Par encadrement, on en déduit lim g = Ù ét done C = 21°. 
(ee) 


On a, de plus : 
T 
D) = — = et limg=C=21/?. 
1O=f ps « im 
La continuité de g en 0 permet de conclure que 27? — 5 et, comme 1 >0,onen 
déduit que : 
+00 
| et dé — Vr. 
0 2 


Attention 
Montrons sur un exemple que l'hypothèse de domination de Si est essentielle. 


/ . 2 
Prenons J —IR, 1 —]0,+o[ et f : J x 1 —IR définie par f(x,t) = =: 
Pour tout t > 0, la fonction x ++ f(x,t) est de classe C! sur IR, comme 
quotient de deux fonctions de classe C! dont la seconde ne s’annule pas. 
Pour tout x € IR, la fonction f, : tr _. se prolonge en une fonction 


continue sur [0,+oco| et comme, au voisinage de +oo, f;(t) ee, fx est 
intégrable sur [0,+o|, par comparaison aux intégrales de Riemann. 


On a vu dans l’exemple de la page 684 que SL (ati y et l’on prouve 


de même que, pour tout x € IR, la fonction t + ee (x,t) a un prolongement 
continu sur [0, +]. 

Ainsi les trois premières hypothèses du théorème de continuité des intégrales 
à paramètre sont vérifiées. 


Bien sûr g(0) = 0 et, pour x £ 0, on a g(x) — im (x Arctan (+)) = 5 |x|. 


Pour tout x € IR, on à donc g(x) = %|x|. Par suite g n’est pas de classe C! 
sur ÎR, car non dérivable en 0. 


+00 et ==" 
Exercice 10 Soit g(x) = | —— dé. 
0 


1. Déterminer le domaine de définition de g. 


2. Montrer que g est de classe C!. Calculer g/, puis g. 
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orollaire 5 (Classe C* des intégrales à paramètre) 
Soit Z et J deux intervalles de IR, & € IN* et f:(x,t)  f(x,t) une fonction 
définie sur J x 1 à valeurs dans IK. On fait les hypothèses suivantes : 


e pour tout {€ I, la fonction x + f(x,t) est de classe CÀ sur J, 


e pour tout x € J et tout p € [0,k — 1], la fonction t + PL (x,t) est 
intégrable sur 1, 


k 
e pour tout x € J, la fonction t + _ (x,t) est continue par morceaux 
sur 1, 


e pour tout segment [a, b] C J, il existe une fonction @ : 1 — IR intégrable 
sur Î telle que : 


V(x,t)e [ab] x I < (Es 


o* 
É (5 


(hypothèse de domination sur tout segment pour D). 


Alors la fonction g : J + IK, définie par g (x >= / f (æ,t) dé, est de classe C* 
sur J et l’on a, pour tout p € [1,k] : 


VreJ gP(x)= | = (x,t) dt. 


Principe de démonstration. Démonstration (non exigible) page 699 


On procède par récurrence et l'on utilise le théorème 4 de la page 684. 


Exemple Montrons que g:xr | ele “dt est définie et de classe C® sur IR. 
— OS 


Appliquons le corollaire 5. On note f : (x,t) + e-le-it? et l’on fixe k € IN*. 
e Pour tout t EIR, la fonction x ++ f (x,t) est de classe CF sur IR et l’on a : 


p ... 
Vp e [0,4] V(x,t) IR? 2 (xt) =(—-ithe te ts, 


e Pour tout x € IR et tout p € [0,k —1], la fonction t+ à of L (x,t) est continue par 
morceaux sur IR. 


On a, quand || — +00 : 


Ô 
DT (x,0)| = 


= |tPe ep (): (x) 


Cela assure l’intégrabilité sur IR de t + D (x,t), par comparaison aux intégrales 


de Riemann, et ce pour tout x € IR et tout p € [0,4 — 1]. 


par croissances comparées. 
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à 
e Pour tout + € IR, la fonction t+ ——- (x,t) est continue par morceaux sur IR. 
e Ona: 


(x,t))={tfet. 


Qf 
2 


Comme en (+), on en déduit que la fonction & ++ [tl"e-** est intégrable sur IR. 


k 
Cela assure l'hypothèse de domination pour — 

D’après le corollaire 5 de la page ci-contre, on peut conclure que g est définie et de 

classe CF pour tout k € IN*, donc de classe C® sur IR, et que : 


1e 2 + 
VhEIN VrelR a® ()= | Ci ele iteqt. 


— OO 


p.700] Exercice 11 On conserve la notation de l’exemple précédent. 


Former une équation différentielle vérifiée par g et en déduire g. 


Exercice 12 


+00 
Montrer que la fonction g:x1 | 
0 


—œt 


e 
VE 


dt est de classe C© sur IR 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 Pour nEelIN, notons f, :tr cos(t”) et appliquons le théorème de conver- 


gence dominée à la suite (f,),-m de fonctions continues sur [0,1]. 


nel 
e Pour te [0,1|[,ona lim &® — 0 ; on en déduit, par composition de limites, 
n— +00 
que lim f,(t) = 1. Comme pour tout n € IN on a f, (1) = cos1, la suite de 
n— +00 
fonctions (fh),ew converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par : 


ro={ si tef0,1l 


cos 1 si t— I. 


Cette fonction f est en escalier, donc continue par morceaux. 
e Ona: 
VneIN WEe(0,1] |fa(t)] = |cos(#")] < 1. 
La fonction constante égale à 1 est intégrable sur [0, 1], puisque cet intervalle est 
borné. Cela fournit donc l’hypothèse de domination. 


1 1 
On déduit alors du théorème de convergence dominée que lim | ne Fu 
n— +00 
1 
c'est-à-dire lim cold]. 
n— +00 0 


Exercice 2 
1. Pour u > —1, on a : 


PR u +4 
h(i+u)-u= | (ia / —— dt. 
NT dl 


e Pour u >0,on a: 
Vte [0,u] —— >0 donc [az 
0 


e Pour u€e]-1,0|,ona: 


t EE 
VE [u, 0] Tiré <0O donc | RL < 0. 


Dans les deux cas, on obtient l’inégalité annoncée. 


2. Soit n € IN”. La fonction fn : tr ——"—e est continue sur IR; et 
x 


se prolonge par continuité en 0 en posant f,(0) — 1/n. En utilisant l'inégalité 
établie à la première question, on obtient : 


Vr € IR+ 0< fa (x) < = 


(+) 


La fonction + + e * étant intégrable sur IR}, on en déduit, par comparaison, 
l’intégrabilité de f, sur IR} et donc l’existence de 1, . 


— 
HA 
L’encadrement (+) donne, par intégration sur IR? : 
Le 1 1 
Vn EIN* 0<1, < — À e*dx = [ei = =, 
N Jo nm nm 


d'où Em = 0. 
n— +00 
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Pour tout n € IN°, posons g, = nf} et appliquons à la suite de fonctions (9h), 
le théorème de convergence dominée sur IR. Chaque f, et donc chaque g, est 
continue sur IR1 . 


e Soit x > 0. Comme lim £=0,ona m(1+2£)+ £; on en déduit : 
n—+oo Le Le 


MR — — 
Mm(a)rrre donc im 9n (x) =e 


PA 


Ainsi la suite de fonctions (gn),ew- converge simplement sur IR* vers la fonc- 


tion continue te *. 
e L'’encadrement (*) fournit : 
Vn EIN* VrelRE |gn(x)| = gn(x) <e?. 
La fonction x + e-* étant intégrable sur IRŸ, cela donne l’hypothèse de 
domination. 
On déduit alors du théorème de convergence dominée que : 


+00 +00 je 
lim aide [l éd Éc), = 1; 
0 


n— +00 0 


On a donc lim nl, = 1, c’est-à-dire 1, = —: 
n— +00 n 


Exercice 3 


1 


La fonction f, est continue sur [0,n] et nulle sur ]n,+cæ{, donc continue par 


morceaux (et même continue, car continue en n). 


T 
Comme x + [) [fl est constante sur ]n,+o{, la fonction f, est intégrable 
0 


+00 n 
sur [0,+o et l’on a | = | FT. 
0 0 


Appliquons à la suite de fonctions (fn),m- le théorème de convergence dominée 
sur intervalle [0, +. 
e Soit t ElR,. Pour n >t, qui équivaut à 1 — L >0,ona: 


t nm 
lon (t) =1 donc fn(t) = (: _ 2) et/250. 


Un développement limité de In ( Fe (#)), quand n — +, donne : 


In(fn (t)) =nin (-1) +=n(ro()) +5=-5+o(). 


On en déduit AUS fn (t) = e7*/?. La suite de fonctions (fh),ew+ converge 
donc simplement sur IR: vers la fonction continue f :4+ e-t/2, 
e Pour nEIN*ettelR;,ona,sin>t: 

fn (4) _ enm(i-+),t/2 < tour = et/2 


en utilisant la même inégalité qu’à la première question de l’exercice 2. 
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Comme, pour n <t,ona fn (t) = 0, on peut écrire : 


V(nt)EIN*XIR, |fa(t)] <e-Ÿ?. 
La fonction t+ e-!/2 est continue, positive et intégrable sur IR. . 


Cela fournit l’hypothèse de domination. 


On peut conclure, d’après le théorème de convergence dominée, que : 


+00 +00 +00 
li di — | | =}, et/?dt = [26/2] = 2. 
0 0 0 


n— +00 


Exercice 4 


1. Pour tout x > 0, on peut écrire : 


we À 
a  — 2,—nx z 
ra eee >. e car e “€ ÏJO,1[. 


2. Notons, pour tout n € IN*, u, :x + x?e "* et appliquons à la série Su, le 
théorème d'intégration terme à terme (page 677) sur IR. 
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Pour tout n € IN*, la fonction uw, est continue sur IR; . 

Comme u, (x) = 0 (+) quand æ — +, par croissances comparées, un est 
intégrable sur IR}, par comparaison aux intégrales de Riemann, donc u, est 
intégrable sur IR. 


, \ DS . Joe . * 
D’après la première question, la série Du, converge simplement sur IRY et 
sa somme f est continue sur IR? . 


+oo +oo 
Pour calculer | le | Un, procédons à une intégration par parties 
0 0 


(l'intégrale à calculer converge, par intégrabilité de u,, et le crochet existe, 
par croissances comparées) : 


+00 2 ,—nx 71 T0 +00 +00 
: x<e 2 , 2 . 
| re "dr = - | + — | ze "dx = — | ze "dx. 
0 n 0 nm Jo nm Jo 


Effectuons une deuxième intégration par parties (l'intégrale que l’on calcule 
converge, d’après la première intégration par parties, et le crochet existe, par 
croissances comparées) : 


= +00 +oo 
D ST à 2xe"*? 2 . 
= ze "dx = Der = He e "dx 
0 0 n 0 nm 0 
PE LES 
= — e "dx 
n° Jo 
2F e-wæ1t® 2 
nr | n | nm 


+00 +00 2 
On en déduit : lu] = | Un = 3) Ce qui prouve la convergence de la 
0 0 


+00 
série >. ( | [) (série de Riemann). 
0 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


En conclusion, la fonction f est intégrable sur IR et l’on a : 
+00 +00 1 
dé = 2 —. 
ICE . 


Exercice 5 
1. Soit x > 0. Comme e * € ]0,1|, on peut écrire : 


COS x e cos x is 1 —_ 

_ = n— = L. .— 

= —— —=e Fcosx D (—e ?) = y (—1)" e "cos x. 
n=1l 


et +1 l+e-r 


n=]1 
2. e  Appliquons le théorème de convergence dominée sur IR? à la suite de fonc- 
tions (Sn) enr : 
tions continues. 


* D'après le première question, la suite (S,) 


* ; . COS T 
sur IR vers la fonction continue x + 
e 


Chaque fonction S, est continue, comme somme finie de fonc- 


nen* Converge simplement 


* Pour tout n € IN* et tout x > 0, on a : 
nm nm 
: 115" 
it =é "cor 2 (-e—*)" le tcosr - 


Comme 1+e-* 


Vn EIN* Vr >0 LS (x) <e ? (1 + ee] < 2e *. 


> 1, on en déduit, en utilisant l’inégalité triangulaire : 


Comme la fonction x + e7* est intégrable sur IR? , cela fournit l'hypothèse 
de domination. 
On peut conclure, d’après le théorème de convergence dominée, que : 


+00 +00 +oo 7 
| one dx = lim Sn = lim ÿ Uk. (+) 
0 


Comme chaque ux est intégrable sur IR, on peut écrire : 


+oo n nm +oo 
Vn € IN* | Du-> Uk. 
0 K—1 k=1 ” 0 


On déduit alors de (+) : 
+00 +00 +00 
COS x 
| RME dx = ÿ | Up. 
0 et + k=1 0 
+00 
e Soit 4 € IN* ; pour calculer | Uk, remarquons que : 
0 


+00 — +00 | 
| ugx = (—1)" | Re (ee) dx. 
0 0 


—kx Lit 


La fonction x+ e est intégrable sur IR, , puisque : 


Vx > 0 Je reir] —e * avec k > 0. 
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On peut donc écrire : 


On a donc établi : 


3. Pour tout n € IN*,ona: 


1 n | , L. 
Comme — , la série ———— diverge, par comparaison aux séries de 
? n?2 + 1 ? 


n 
———— © 
n2 +1 n 
+00 
Riemann. On en déduit, par comparaison, la divergence de la série ) | [un] . 
0 


Le théorème d’intégration terme à terme ne s’applique donc pas. 


Théorème 3 D'après l'exercice 34 de la page 237, il suffit de prouver que g est définie et 
continue sur tout segment [a, b] C J. 


Soit [a, b] un segment inclus dans J. Pour établir que g est définie et continue sur [a,b|, 
utilisons la caractérisation séquentielle de la continuité. 


Fixons & € [a,b] et donnons-nous une suite (x,) de points du segment [a,b] telle 


nEIN 


que lim x, — «. Appliquons le théorème de convergence dominée à la suite de fonc- 
n— +00 


tions (fn)hen définies sur 1 par fn (t) = f(æn,t). 
D'après la deuxième hypothèse, chaque f, est continue par morceaux sur 1. 
Pour tout t € I fixé, d’après la première hypothèse et par composition des limites appli- 


quée à la fonction continue x f(x,t),ona lim f(xh,t) = f(a,t). 
n— +00 


Ainsi la suite (fh),,n converge simplement sur 1 vers la fonction {++ f (a,t), continue 
par morceaux sur ] d'après la deuxième hypothèse. 


Pour tous t € I et n € IN, on a, d'après la troisième hypothèse, | f, (t)| < 4 (t), avec & 
intégrable sur I. 


Les hypothèses du théorème de convergence dominée étant vérifiées, on peut conclure 
que : 


lim Î (m0 = [rt dt c'est-à-dire lim g(x») = g(a). 
I I n— +00 


n— +00 
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Cela étant vrai pour toute suite (x,),,-n de points de [a, b] de limite &, on en déduit, par 


caractérisation séquentielle de la continuité, que g est continue en «, pour tout à € [a,b|, 
c'est-à-dire sur [a, b]. 


Exercice 6 


1. Appliquons le théorème de continuité des intégrales à paramètre. 


Pour tout x € IR, la fonction kr f(x)e-*? est continue sur IR. 


Pour tout # € IR, la fonction x + f(x)e *® est continue par morceaux 
sur IR, puisque f est continue par morceaux sur IR. 


On a : 
V(k,x) € IR? | f (x) en | = |f (x) 


ce qui fournit l'hypothèse de domination (ici globale), puisque f est intégrable 
sur IR. 


gl 


D’après le théorème de continuité des intégrales à paramètre, la fonction F(f) 
est définie et continue sur IR. 


2. (a) 


+00 — 06 
Comme f’ est intégrable sur IR, les intégrales | f'et | f' convergent. 
0 0 


FA 
La fonction x + | f' possède donc une limite en +oo et en —co. Comme f 
0 


est de classe C!, on peut écrire : 
Vr ER | Fe Ft) FO 
0 


On en déduit l’existence de lim f et de lim f dans C. 
OO — OO 
Si { = lmf £# 0,ona f + €; comme la fonction constante £ n’est pas 
+00 oo 


intégrable sur IR}, la fonction f ne l’est pas non plus, par comparaison. Cela 
contredit les hypothèses. 
Par suite Em f — 0. On prouve de même lim f = 0. 

(ee) = 


Soit 4 € IR. Appliquons le théorème d'intégration par parties sur un intervalle 


+00 
quelconque à l’intégrale | f'{n)e dr : 
— CO 
e les fonctions f et x e-**? sont de classe C! sur IR ; 
+00 
e l'intégrale / f'(x)e-***ax converge; 
— 00 


e le crochet [f(x) lt existe et vaut 0, puisque lim f — 0. 
TOO 


—+oo 


On en déduit que l’intégrale [l ikf (x)e-"**ax converge et qu’on à l’éga- 
lité : | j'le dr= |[f(x) ee] +] ikf (x)e-*Tar. 


On a donc établi : 


VkEIR F(f')(k) =ikF(f)(&). 
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Exercice 7 
1. Par définition de la limite, on peut trouver un réel À > 0 tel que : 
V>A [f(t)l< Lol +1. 

La fonction f est donc bornée sur l'intervalle [A, +]. Comme elle est continue, 
elle est également bornée sur le segment [0, A]. 
On en déduit que f est bornée sur IR}. 

2. Appliquons le théorème de continuité des intégrales à paramètre. 
Soit À : [0,+oo[ x [0,+oo[ —+ IR 

(qu) + e “f(qu). 
e Pour tout u € [0, +, la fonction gr h(q,u) est continue sur [0, +]. 
e Pour tout q € [0, +, la fonction u + h(q,u) est continue par morceaux 
sur [0, +. 


e En notant M = supl|f (t) 
t>0 


, On à : 


V(q,u) € [0,+oo[ x [0,+oo[ [h(qu)| < Me". 
| 


Cela fournit l’hypothèse de domination (globale sur [0,+c{), puisque la fonc- 


tion ue" est intégrable sur [0,+o!{, donc aussi la fonction ur Me". 


On a établi la continuité de H sur [0,+c!{, d’après le théorème de continuité des 
intégrales à paramètre. 


Exercice 8 


1.(a)  Définissons la suite de fonctions (f»),em Par : 
Vn EIN VuelRt fr(u) =e “f(qnu) 


et appliquons-lui le théorème de convergence dominée sur l'intervalle ]0, +co|. 


“, par composition de limites, 


e Pourtout u>0,ona lim fh(u) =4{xe 
n— +00 


puisque : 
lim (gnu)=+o et im f() = 


n— +00 


La fonction u + ke" est continue par morceaux sur [0,+co|. 


e Comme dans l'exercice 8 de la page 682, on réalise l’hypothèse de domina- 
tion à l’aide de la fonction ur Me", intégrable sur ]0,+oof. 
D’après le théorème de convergence dominée, on a donc : 


+00 
lim. Him) | le “du = [be *] FE Le 
0 


n—+00 0 


(b) Le résultat précédent a été établi pour toute suite de réels positifs (qn)en 
telle que im Gn = +. D’après la caractérisation séquentielle de la limite, 
n— +00 


on en déduit : lim H(qg)=4£s. 
qg—+ +00 


2. Posons K (0) = {x et montrons, à l’aide du théorème de continuité des intégrales 
à paramètre, que la fonction K, ainsi prolongée, est continue sur IR}. 
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Définissons la fonction k : [0,+oo[ x ]0,+oo[ — IR par : 


210 si p>0 et u>0 
k (p, uü) — D 
é ls si p—0 et u >0. 

On a alors : 

+00 

WE D+el K(»= [ k(pudu 

0 

e Pour tout u > 0, la fonction p+ k(p,u) est continue sur |0,+c! et elle est 
continue en 0 par composition de limite, puisque ; lim Flo: 
—+ + O0 


e Pour tout p > 0, la fonction u + k(p,u) est continue par morceaux 
sur |0, +oco|. 

e Comme dans l'exercice 8 de la page 682, on réalise l'hypothèse de domina- 
tion à l’aide de la fonction u + Me", intégrable sur ]0,+c{ (on a bien 
sûr [Lo| < M, puisque M — sup|f (#)| Je 

t>0 


D'après le théorème de continuité des intégrales à paramètre, la fonction Æ est 


1 
continue sur [0,+c![. On à donc, en particulier, lim, H () =. Pâr compo- 
p—0 P 


sition de limites, on en déduit lim H(q)=4£x. 
qg— +00 


Exercice 9 
1. Soit p € IR. En effectuant, dans l'intégrale définissant H (1), le changement 
de variable u = pt (on applique le théorème du changement de variable pour une 
intégrale généralisée : la fonction t + pt est de classe C!, strictement croissante 
et bijective de IRT sur lui-même), on obtient : 


Cela justifie la définition de Lf (p) et la formule : Lf (p) = 1H (1) 
2. En utilisant l'exercice 7 de la page 682, on obtient, par composition de limites : 
li L = lim H(g) = li t) = bo. 
CS 
3. En utilisant l’exercice 8 de la page 682, on obtient, par composition de limites : 
li L = hi. Ad = =: 
apr @)= lim H(a)= lim f() 
Théorème 4 Fixons x0 € J et appliquons le théorème de continuité des intégrales à para- 
f(æt)=f(œoit) 
mètre à f1 : J x I — IK définie par f1 (x, t) = { Bt IE 


3 (&o;t) Si =: 


e Pourtoutt{e I, la fonction x f1(x,t) est continue en tout x € J\{xo}, d'après 
la première hypothèse, et en xo, par définition de SL. 
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Comme, pour x £ xo, g1(x) — 


Fixons un segment [a,b] € J. Soit c = min(a,xo) et d — max(b,xo) ; le seg- 
ment [cd] est tel que : 
to€eJ et [ab] C([cd|CJ. 


D'après l'hypothèse de domination sur tout segment pour 2, il existe une fonc- 


tion 6 : 1H IR intégrable sur 7 telle que : 
Ô 
V(z,t)elcd|x1 EE (at) < p(t). 


La classe C! sur [c,d], pour tout t € I, de la fonction x + f(x,t) permet de 
lui appliquer l'inégalité des accroissements finis; on en déduit, d’après l'hypothèse de 
domination : 

V(x,t)elc.d\x1 | fi (2.0) < pt). 
et donc, a fortiori : 

V(z,t)ela,b]l x1 | fi (x,t) | Set 
D'après les hypothèses, la fonction {+ f1(x,t) est continue par morceaux sur J, 
pour tout x € Îc, d]. 
L'inégalité précédente fournit l'hypothèse de domination sur le segment [a, b], et cela 


pour tout segment [a, b] C J. On peut ainsi conclure que g :xr | fi (x,t) dt est 
I 


Ô 
continue sur J ; on a donc, en particulier, lim g1(x) = g1 (to) = | 0 (ro, t) dé. 
T—To I Ox 


g(æ)=9@o) 


er à ON à établi que g est dérivable en xo 


of 
! = 
avec g’(xo) = 1 2x (to, t) dt. 


Le résultat précédent étant vrai pour tout xo € J, g est dérivable sur J. 


Une nouvelle application du théorème de continuité des intégrales à paramètre permet 
de prouver que g' est continue sur J : les première, troisième et quatrième hypothèses 


of 


fournissent les hypothèses concernant %£ pour ce théorème, d'où la conclusion. 


Ox 


Exercice 10 


L. 


Pour tout x € IR, la fonction h; :t+ __— est continue sur IR: 
La fonction h1 étant nulle, le domaine de définition de g contient 1. 
Effectuons un développement de h; au voisinage de 0 : 

ete  1—-t-1+zxt+o(t) 
D LS 
On en déduit lim hx (t) = x — 1; ayant un prolongement continu en 0, la fonc- 


ha (t) = =x-1+o(1). 


tion h, est intégrable sur 0,1] 
Quand { — +oco, on a : 
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e Pour x < 0, la fonction h,4 est négative et - _ O(Rx (#)) au vu de l’équi- 


oo 
valent obtenu ; par comparaison aux intégrales de Riemann, | hx est donc 
1 


divergente. 
e Pour x > 0, l'équivalent obtenu montre que Rx (t)| = 56 (): par croissances 
comparées ; cela prouve l’intégrabilité de h; sur [1, +, par comparaison aux 


intégrales de Riemann. 
En conclusion, le domaine de définition de g est IR. 


2. Appliquons le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, pour établir la 
classe C! de g. 


æt 


Notons f:(æ,t)r+ =. 


e Pour tout x > 0, la fonction t + f(x,t) est intégrable sur IR? , d’après la 
première question. 
e Pour tout { > 0, la fonction ++ f (x,t) est de classe CT sur IR* et l’on a : 
() 
V(æ,t) € IRE x IR? ol FRE T-HRE 
Ox 
e Pour tout x > 0, la fonction tr 2 (x,t) est continue sur IR*.. 
e Soit [a,b], avec 0 < a < b, un segment inclus dans IR£. On a : 


_ e tt < e À. 


Vxela,b] VtelRt 2 (x, t) 


at 


La fonction {++ e7% est continue et intégrable sur IR1 . 


Cela fournit l’hypothèse de domination pour us sur tout segment inclus 


dans IR. 


On déduit du théorème de dérivation des intégrales à paramètre que g est de 
classe CT sur IR* et que : 


+00 1 
Wee0 d'in | e Ttdt = —. 
0 ü 


Comme g(1) = 0, on déduit de ce qui précède que : 


Ve =0 gt) =ln#r: 
Corollaire 5 Démontrons ce résultat par récurrence sur k. 


e Pour k =1, il s'agit du théorème de dérivation des intégrales à paramètre. 
e Supposons le résultat vrai au rang k — 1 avec k > 2 et prouvons-le au rang k. 


Fixons un segment [a,b] € J et donnons-nous une fonction 4 : Ï — IR intégrable 
sur Î telle que : 
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k= 


La classe C! sur [a,b], pour tout t € I, de la fonction x + CDR À æ,t) permet 
Ox 


de lui appliquer, pour tout x € [a,b], l'inégalité des accroissements finis sur le seg- 
ment [a, x] ; on obtient : 


ré Di à OF 


V(x,t) € [ab] x I Sat (> )— nr (&t) 


<(æ—a)o(t) <(b—a)p(t). 


En utilisant l'inégalité triangulaire, on en déduit : 


OF OL 


V(x,t)e {a,b] x I Sart (@t) < ar (ut) +(b—a)çp(t) = Y(t). 


La fonction 4 est continue par morceaux, positive et intégrable sur 7, d'après les 
deuxième et quatrième hypothèses. 

or-1 
— : 


l'hypothèse de récurrence que g est de classe C*-! sur J et que : 


L'hypothèse de domination sur tout segment étant vérifiée pour on déduit de 


p 
Vpeli,k-1] VreJ g® (x) = ln dt. 


ok 1 
En particulier g—1) (x) = | J (x,t) dt. Appliquons le théorème de dérivation 


7 Oki 
des intégrales à paramètre à cette intégrale : 


k=1 
* pour tout {€ I, la fonction x + — (x,t) est de classe C! sur J, 


k=1 
* pour tout x € J, la fonction t + —* (x,t) est intégrable sur 7, 


k 
* pour tout x € J, la fonction t+ _—. GE 6) est continue par morceaux sur J, 


k 
* on a l'hypothèse de domination sur tout segment pour SL 


o* 
Par suite g%-1) est de classe C1 sur J et g(°) (x) — _ (x,t) dt ; g est donc 
J OX 


de classe C* sur J et l'on a : 
Vpeli,k] VreJ gP(x) = | —(x,t) dt, 
d'où la conclusion. 


Exercice 11 On a vu que g est de classe C! sur IR et que : 


+00 : | 
VrelR g'(x) = L (—it)e Fe "dt. 


— CO 
Fixons x € IR et intégrons par parties, en utilisant le théorème 55 de la page 418 (ici 
les trois termes existent de manière évidente) : 

+00 


(= | | (2e) er di 


OO 


- + + 

= | a D mn [l L eLe-iteqt 
2 2). 
A 

— 99 (x). 
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On a établi : 
Vxæ EIR g'(x) = 59 (a). 


La solution générale de cette équation différentielle est : 
DE: 2 
zæ+ C'exp (-/ 1) =Ce 7 T avec C'EC. 
0 


D’après l’exemple de la page 685, on a g (0) = V7 ; on en déduit : 
zx2 
Vx EIR g(x)=vVrTe +. 
Exercice 12 Notons f: JxXI1 —> ÎIR 


(xt) — = 


Appliquons le corollaire 5 de la page 688. Fixons k € IN*. 


æt 


e Pour tout t € [0,+co[, la fonction x + f(x,t) est de classe CF sur ]0,+oo[ et 
l’on a : 


V{a.t) € ]0,+o0{ x [D +ocf VpE 04 TE (at) = (0 = 


OxP 
e Soit x >0 et pe [0,k—1]. La fonction t + DL (x,t) est continue par morceaux 


sur [0,+o{, car continue, et, quand t — +co : 
p+2 —xt 
— (z,t)| = _ ptée té, 
Vt+T 


— (x, 2] = 0, c’est-à-dire : 


Par croissances comparées, on en déduit ; lim a 
FT OO 


1 
— (xt) =0 | — quand € — +oo. 
t2 


La fonction t + D (xæ,t) est donc intégrable sur [0,+c!, par comparaison aux 


intégrales de Riemann. 
: 
e Pourtout x > 0,la fonction tr TE (x,t) est continue par morceaux sur [0, +oco|, 
car continue. 
e Fixons deux réels a et b tels que 0 < a < b. On a : 


V(x,t) € [a,b] x [0, +ool el (x,t)| < p (+) (£) — 
œ, a, , +00 — (x,t)| < avec _ - 
OxF d No dr 
2 = k+$ —at : >) _ : / 
Comme t* (t) ne 1°TSe tt, ona Jim + w(t) = 0, par croissances comparées, 


c'est-à-dire @(t) = o (): quand t — +co. La fonction & est donc intégrable 

sur [0,+oco[, par comparaison aux intégrales de Riemann. Cela fournit l’hypothèse 
k 

de domination sur tout segment pour _ 


On peut conclure, d’après le corollaire 5 de la page 688, que la fonction g est de 
classe C*, pour tout k € IN*, c’est-à-dire de classe C®, sur ]0, +oo!. 
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S’entraïîner et approfondir 


1 


12.1 Déterminer lim In(cos (x")) dx. 
n— +00 0 


+oo 
12.2 Pour tout n € IN, on pose Z = | e-* (cosx)"" dr. 
0 


1. Justifier la définition de 1,, pour n € IN. 
2. Déterminer lim 1,. 
n— +00 


12.3 Soit f une fonction continue et intégrable sur IR. Pour tout n € IN*, on pose : 


— [l . (cos D) f (€) dt. 


1. Justifer la définition de 1,, pour n € IN*. 


2. Déterminer lim 1/,. 
n— +00 


On fournira le résultat sous la forme d’une intégrale faisant intervenir f. 


+oo 
12.4 Pour tout n € IN*, on pose 7, — Arctan(nx)e * dx. 
0 


1. Justifier la définition de J,, pour n € IN*. 
2. Déterminer lim 1/,. 
n— +00 


1 
12.5 Pour tout n € IN, on pose 1 = | sin (4”) dt. 
0 


1. Établir l'inégalité suivante : 
VuelR fsinu]< lu]. 


2. Déterminer lim 1/,. 
n— +00 


3. À l’aide du changement de variable t — ur , déterminer une intégrale J, qu’on ne 


cherchera pas à calculer, telle que 1, = 2. 


12.6 1. Établir l'inégalité suivante : 
Vu>—1 In(l+u)<u. 


n t n 
2. Déterminer lim (: — 2) cost dt. 
0 nr 


n—+00 


12.7 Pour tout n € IN*, on pose J = | i+P) +2) 


1. Justifier l'existence de 1,, pour n € IN*. 

2. Établir l'inégalité suivante : VuelR [sinu| < lu]. 

3. Déterminer lim n1,. En déduire lim /, et un équivalent simple de 1,. 
n—>+00 n— +00 
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x 12.8 Démontrer le théorème de convergence dominée de la page 674 en supposant en outre 
que la suite (fn),en converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans 1. 


1 
12.9 Soit f(x) =} tIn(t)In(1—+t)dé. 
0 


1. Déterminer le domaine de définition de f. 
2. Donner un développement en série de f. 


12.10 Soit x € IR. Établir par deux méthodes : 
[” sin (xt) a 5 2 | 
0 sht 2 (2n +1) +7? 


1. En appliquant le théorème d'intégration terme à terme. 


On pourra utiliser, après l’avoir établie, l'inégalité [sinu| < |u|, valable pour 
tout u € IR. 
2. En appliquant le théorème de convergence dominée. 
Det 


1 
ie valable pour tout t > 0. 
s —$# 


On pourra utiliser l’égalité 


12.11 Soit p et q deux réels strictement positifs. Montrer : 


1 ,,p—1 +00 1 
fie-È 
o l1+x1 — kq +p 


oo 
12.12 Soit is | Ée dé, 
0 


1. Déterminer le domaine de définition de la fonction ['. 
2. Démonter que [' est de classe C®. 
3. Montrer que : 


+00 1 +00 LE 
Vr >1 NODDEE md 
n=1l 0 


sin { 
tt 


dé: 


+oo 
12.13 Soit F(x) . 
0 


1. Justifier la définition de F sur ]0,2] et l'égalité : 
Ÿ® 1— cost 
Vx € |0,2] F()=2 | TT à. 
0 


2. Montrer que F est continue sur ]0,2|. 
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12.14 Les réels a > 0 et b étant fixés, on pose : 


Ho0 —xt __ —at 
g(x) = | —— cos (bt) dt. 
0 


1. Justifier la définition de g sur IR. 


2. Montrer que g est de classe C! sur IR et calculer g/, puis g. 


+00 4: 
S t 
12.15 Soit giars | TS 
0 CEE | 
1. Déterminer le domaine de définition de g. 


2. Montrer que la fonction g est de classe Cf. 


+00 —xt ht 
12.16 Soit g(x) — | —— dé. 
0 
1. Déterminer le domaine de définition de la fonction g. 
2. Montrer que g est de classe C! et calculer g’. 
3. Déterminer la limite de la suite (g(n)),.….. 
4 


. En déduire g. 


0 


1. Déterminer le domaine de définition D de g. 


ue: 


2. Montrer que la fonction g est de classe C! sur D et la calculer. 
re 
Int 


3. (a) Pour quels (a, B) € IR°, l'intégrale I (a, GB) — | dt est-elle conver- 
0 


gente ? 
(b) Lorsqu'elle converge, la calculer. On se ramènera à g par un changement de 
variable du type u + u7. 


+co 
12.18 Soit g(x - | 
SRE 


1. Montrer que g est définie et de classe C! sur IR. 
2. Donner une équation différentielle d'ordre 1 dont g est solution. 
+00 
T 
3. (a) Calculer g (0), sachant que k e7% du = _ 
0 
(b) Exprimer g à l’aide de fonctions usuelles. 
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—+oo 
12.19 Soit g(x)= | e-* sin (2tr) dé. 
0 


1. Monter que la fonction g est définie et de classe C! sur IR. 
2. Former une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par g. 
3. En déduire : 


+00 LR. 2 æ #2 
Vx E IR ee smi2iv)d=é e° dt. 
0 0 


+00 —xt +oo ,: 
e sin 
x 12.20 Soit f(x - | — dt et g(x - | dt 
f(æ) o 11E g(æ) o œ+t 


1. (a) Montrer que f est définie et continue sur IR}. 
(b) Déterminer lim f. 
+00 
(ce) Montrer que f est de classe C? sur IR? et former une équation différentielle 
linéaire du second ordre vérifiée par f sur IR*. 


2. Montrer que g est définie sur IR}. Transformer g(x), pour x > 0, à l’aide du 
changement de variable t = u — x. En déduire que g est de classe C? sur IRY et 
qu’elle est solution sur IR. de la même équation différentielle que f. 

OO 
3. Montrer que : Vr EIR+ g(x) = [ —— 
o (t+x) 
En déduire que g est continue sur IR+. 
4. Déterminer Em g. Conclure que f = g sur IR}. 


Fe sint 
En déduire en particulier la valeur de l’intégrale | — dt. 
0 
12.21 Soit J un intervalle de IR contenant 0 et f EC (J,IK). 
1. Soit g la fonction définie sur J \ {0} par g(x) = PE) 
x 
(a) Montrer que : Vx e J\{0} g(x) = | Fe) dé. 
0 
(b) En déduire que g se prolonge en une fonction de classe C® sur J. 


tan x 
2. Montrer que la fonction x + 


se prolonge en une fonction de classe C®© 
T TT 
sur |-7,2|{. 


3. Montrer plus généralement que, pour n € IN*, la fonction h, définie par : 
VxeJ h (a) = 0 (0) À 
Le J\ 0} he (f@-XI0 OT). 
k=0 


se prolonge en une fonction de classe C® sur J. 
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12.22 Théorème de Fubini 
Soit f : [a,b] x [c, d] — IK une application continue. En utilisant les applications H 
et G définies sur [a,b] par : 


nef (f'réma) a « Gu- f(f star) a 
établir : ['(f'rems) à = f'(f'rene js 
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Solution des exercices 


12.1 Pour tout n € IN, notons f, : x In(cos (ar) et appliquons à la suite de fonc- 
tions (f,) le théorème de convergence dominée sur [0,1]. 


Pour n € IN, on a : 
Vre(f0,1] +"e{0,1] € [0,x/2]: 
Par décroissance de la fonction cos sur [O, T/ 2] , on en déduit : 
Vxe [0,1] cos(x") € [cos1,1] C 10,1]. 
Chaque fonction f, est donc continue, comme composée de fonctions continues. 

e Pour x e{0,1|/,ona AU x" = 0 ; on en déduit donc, par composition de limites, 
que LR, fn (x) = 0. Comme, pour tout n € IN on à fn (1) = In (cos 1), la suite 
de fonctions (fn),en converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie 
par : 

Fe) = { eo di ei 


Cette fonction f est en escalier, donc continue par morceaux. 


e On a établi à la première question : 
VnEIN Vref{0,1] cos1i <cos(x”)< 1. 
On en déduit : 
VnEeIN Vre{l0,1] In(cos1) < fn (x) <0, 


et donc : 
VnelIN Vrxe{0,1] | [fn(x )| < — In (cos1). 


La fonction constante égale à — In (cos 1) est intégrable sur [0,1{, car cet intervalle 
est borné. On a donc établi l'hypothèse de domination. 


Le théorème de convergence dominée permet de conclure que : 


lim tete id _ [ = 


n— +00 0 


12.2 Pour n € IN, notons f,:ær+e "(cos)" 


1. Fixons n € IN. La fonction f, est continue sur IR} et : 
ln (&)| = fn fo) <e 


-* est intégrable sur IR}, la fonction f, est intégrable 


Comme la fonction x e 


+00 
sur IR}, par comparaison. On en déduit la convergence de | În, c’est-à-dire 
0 


l'existence de Z,. 
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2. Appliquons le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions (fn) 
sur IR+ : 


nEIN 


e Pour x E IR}; \7TIN, on a |cosx| < 1 et donc lim La Ce) =D. 
n— +00 


Pour x € miN, on a |cosx| = 1 et donc: VnelIN f,(x) =e *. 
La suite de fonctions (fn),-n converge donc simplement sur IR} vers la fonc- 
tion f définie par : 


— TX 


e si æe IN. 


ra={ si æElR} \rIN 


La restriction de la fonction f à tout segment inclus dans IR} est en escalier, 
donc continue par morceaux. Par suite, la fonction f est continue par morceaux 
sur IR}. 
e Ona: 
VnEIN VrelRr |fn(z) = fn(r) <e. 


Comme la fonction x + e7* 


de domination. 


est intégrable sur IR}, cela fournit l’hypothèse 


Le théorème de convergence dominée permet de conclure que : 


+00 , +00 
lim e_* (cosx) ” dx - | fe 
0 


n— +00 0 


Pour tout À > O0, la fonction f est nulle sur [0, A], sauf peut-être en un nombre 


A 
fini de points. On en déduit / f =0,et cela pour tout À > 0. D'où : 
0 


+00 +00 9 
! f—=0 et donc lim (ose) "de 0: 
0 


n— +00 0 


2n 
t 
12.3 Pour n € IN*, notons fL:tr (cos —) f C6]: 


1. Fixons n € IN*. La fonction f, est continue sur IR et l’on a : 
"elR |fA(0]<|f()|. 


Comme la fonction f est intégrable sur IR, la fonction f, est intégrable sur IR, 


+oo 
par comparaison. On en déduit la convergence de | În, c’est-à-dire l’existence 
60: 
de 1, . 
2. Appliquons le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions (fn),cm 
sur IR. 
e Fixons {€ IR. Comme lim = = 0, ilexiste no € IN* tel que : 
n—+oo VA 
Vn > 1e 7 SE à 7 > 0 
n>no —--<——<+— donc cos — . 
is 2 _Vn 2 Vn 


Cela justifie l’existence, pour n > no, de : 
2n 
t t t 
(os —) | = 2ñn In (cos +) = nln (cos +) $ 
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Comme lim =0,ona lim cos? = 1 et l’on peut écrire : 
n—+oo Vn . n—+00 vn BR 


—… ot _, sut 
nin | cos —= | sn {cos —= — = —-nsin — + —n —, 
en utilisant l’équivalent sin u + u, au voisinage de 0. 


On en déduit lim nin (cos? +) — —{?, puis, en composant avec l’exponen- 
n— [ee] 
2n 5 
tielle lim (cos +) = et, 
n— +00 vn 


La suite de fonctions (fn),-n converge donc simplement sur IR vers la fonc- 


tion F:tr ef f(t). Cette fonction est continue sur IR, donc continue par 
Morceaux. 


e Ona: 
Vn EIN* VER [f, (6) <[f (| 


Comme la fonction f est intégrable sur IR, cela fournit l’hypothèse de domi- 
nation. 


Le théorème de convergence dominée permet de conclure que F' est intégrable 


+00 +00 
sur IR et que lim | = | F, c’est-à-dire : 
n— +00 = 


— CO. 


ee) 2n +00 
Jim. : (ox) f(# a= | et f(t)dt. 


(ee) — OO 


12.4 Pour n € IN*, notons f,:æ1r Arctan(nx)e ®. 
1. Fixons n € IN*. La fonction f, est continue sur IR; et : 


Vz>l x"2x donc REI=hG<Se. 


La fonction + + e * étant intégrable sur IR}, on en déduit, par comparaison, 
l’intégrabilité de f, sur IR}, donc l’existence de 1, . 


2. Appliquons le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions (f,) 
sur IR+ : 


e + Pour tout n EIN*,ona f, (0) = 0. 


* Pour x€]0,1[,ona lim Arctan(nx) = 5 et lim x°=0. 
n— +00 


n— +00 
On en déduit AUS fn (x) = 3: 


neEIN* 


* Pour æ>1l,ona lim Arctan(nx) =Tet lim x"*= +00. 
n— +oo n— +0oo 


On en déduit AUS (res 0; 


La suite de fonctions (fn),cw+ converge donc simplement sur IR} vers la 
fonction f définie par : 


0 sizæ=0oux>l 
f (x) = 5 si x € |0,1| 
si æ—=l 
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12.5 1. 


La restriction de la fonction f à tout segment inclus dans IR}; est en escalier, 
donc continue par morceaux. Par suite, la fonction f est continue par morceaux 
sur IR}. 

e Soit ne IN”. Pour tout x > 0, on a 0 < Arctan(nx) < 5 et: 


n 


Vreldil ge "et VMest Det set 


Par suite, en notant @ : IR; — IR la fonction définie par : 


: si 0O£<x<li 
px) =" 
2 


e si z > ll, 


on à : 
VnEIN* VrelRr |fn(z)| = fn (x) <p(x). 


Cette fonction 4% est continue par morceaux sur IR} et elle est intégrable 


sur IR}, car la fonction x + e * 


l'hypothèse de domination. 


est intégrable sur IR}. On a donc établi 


Le théorème de convergence dominée permet de conclure que : 


+00 : +00 1 . 
lim Arctan(nx)e * dx = Î= | f = — 
n— +00 0 0 0 2 


Soit u € IR* ; notons [0, u] le segment d’extrémités 0 et u. La fonction sin étant 
dérivable sur ce segment et sa dérivée (la fonction cos) étant bornée en valeur ab- 
solue par 1, on déduit de l’inégalité des accroissements finis que cette fonction sin 
est 1-lipschitzienne. 

On en déduit [sin u| < [u| ; d’où la conclusion, le résultat étant évident pour u = 0. 
On pourrait utiliser le théorème de convergence dominée, mais ici une méthode 
directe est plus simple. On déduit de l’inégalité établie à la question précédente : 


1 
Vn € IN << | de 
0 fl 


et par suite lim 1, = 0. 
n— +00 
Pour tout n € IN*, la fonction u + ur est une bijection strictement croissante 


de classe C! de ]0,1[ sur lui-même; en utilisant le théorème du changement de 
variable, on obtient : 


1 flsi 1 
Vn EIN* I, = = | sin (u) ur du. 
n Jo u 


Pour tout n € IN*, notons f,:ur sin(u) ur ; chaque f, est continue sur 10,1]. 
Appliquons le théorème de convergence dominée à la suite (fn),em- sur l’inter- 


valle ]0, 1]. 


e La suite (fh),cm- converge simplement sur ]0,1] vers la fonction continue f 
définie par : Vue ]0,1] f(u) = snQu) 
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Solution des exercices 


e Ona: 
VnEIN* Vue]0,1] [fr(u)| = fn (u) < <a à 


en utilisant l’inégalité établie à la première question. 
La fonction constante égale à 1 est intégrable sur l'intervalle borné [0,1]. 
L'hypothèse de domination est donc établie. 


1 1 
On en conclut que lim | = | f et, comme la fonction f est continue, 
0 


n— +00 0 


positive et non identiquement nulle sur [0,1], on a | f > 0. On peut donc écrire : 
0 


Le dd Lf no) (u) du. 
n Jo 


L’inégalité demandé peut s’obtenir par étude de la fonction u + u — In(1 +4u), 
mais on peut aussi raisonner comme suit. 
d 
Pour tout u > —1, on a In(1+u) = —.: 
à Le 


e Pour u > 0, on en déduit : 


n(1+u) < | dé = u. 
0 
e Pour u€ ]-1,0], en utilisant l’inégalité : 
VÉEI-Lu) ——>i, 
FAURE 
on obtient : 


0 
(1 Le —dt = 4. 
+ u) 1 1. u 


Pour tout n € IN*, on note 1] la fonction indicatrice de l'intervalle [0, n] sur IR+ 
et l’on considère f, : [0,+oo[ —> IR 

te (1-1) cost lon (té): 
La fonction f, est continue sur [0,n] et nulle sur ]n,+æ{, donc continue par 
morceaux (et même continue, car continue en n). 


Comme x + | [fnl est constante sur ]n,+oo!, la fonction f, est intégrable 
0 


sur [0, +. 


+oo n n t n 
Ona | ED = (-1) cost dt. 
0 0 0 n 


Appliquons à la suite de fonctions (fh),cmw- le théorème de convergence dominée 
sur l'intervalle [0, +oo!. 


e Soitt EIR;.Pour n > t, qui équivaut à 1-2 >0,ona f, (t) — (1 — 2)" cost. 
Effectuons un développement limité : 


bee" M(1—+) cost = e(réto(à)) cost = e#+°0) cost. 
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On en déduit im fn (t) = e-*cost. La suite (fn),ew- converge donc sim- 


plement sur IR; vers la fonction continue f :t+ e-{cost. 
e Pour n eIN*ettelR;:,ona,sin>t: 


t 
n in (: — 2) < —t, 
n 


en utilisant l’inégalité établie à la première question. La fonction exponentielle 
étant croissante, on en déduit : 


VneIN* WEIR+ [fn(t)] = enm(i-+) Jcost| < e7* [cos t| < e*. 
Comme, pour n <t,ona fn (t) = 0, on peut écrire : 


V(n,t) EIN°XIR [fn ()l <e 


Comme la fonction t + et est continue, positive et intégrable sur IR: , cela 


fournit l’hypothèse de domination. 
On peut conclure, d’après le théorème de convergence dominée, que la fonc- 
tion {+ et cost est intégrable sur IR; et que : 
n t n oo +00 | 
lim (: — 2) cos t dt — | e”* cost dt — | Re (ete) dt. 
n— +00 0 n 0 0 


—t it 


La fonction # ++ e-teït est intégrable sur IR}, puisque [ete] = et 


, pour 
tout t E IR}. On peut donc écrire : 


+00 | +00 | 
L Re (ee) dt = Re (| etat) 
0 0 


+ it 17% 
_pel<e 
LEA 
1 
= kR 
(T5) 
l+3 1 
—ÿ =. 
re 
à A 1 
En conclusion lim 1—— |) costdt = =: 
n— +00 0 n 2 
12.7 1. Pour tout n € IN*, la fonction f, définie par fn(t) = a) est continue sur 


l'intervalle ]0, +oof. 
e Ona fh(t) tn. au voisinage de 0, donc lim Ét= in. 
t 


La fonction f, est intégrable sur ]0, 1], puisqu'elle à un prolongement continu 
sur [0,1]. 
e On a, pour tout t > 0 : 
1 
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Comme on a HT  , au voisinage de +co, la fonction f, est intégrable 
sur [1,+o!|, par comparaison aux intégrales de Riemann. 
2. Cette inégalité a été établie dans l’exercice 12.5 de la page 702. 
3. Posons gn = nf, et appliquons à la suite (9n),cw+ le théorème de convergence 
dominée sur ]0, +oo[. Chaque fonction g, est continue par morceaux sur ]0, +]. 


e Ona Jim (nsin (+)) t, pour tout t > 0. 
On en déduit que la suite de fonctions (g»),ew* Converge simplement sur 
l'intervalle ]0,+oco[ vers la fonction g continue par morceaux, car continue, 


définie par g(t) = = 
e En utilisant la question précédente, on obtient : 
1 
* * 
V(n,t) EIN*XIRE [ga (t)| < TEA 


1 L 
1+42 1+42 


sinage de +0 ; cette fonction est donc intégrable sur |0, +, par comparaison 
aux intégrales de Riemann. L'hypothèse de domination est ainsi établie. 


La fonction t + 


est continue par morceaux sur IR; et U 3; au voi- 


On peut donc conclure, d’après le théorème de convergence dominée, que : 


+00 
lim (nl) = | g (t) dt = [Arctant]s® — _. 
0 


n— +oo 


On en déduit lim 14 —0 et I, = — 
n—+0o0o 2n 


12.8 °e L’intégrabilité de chaque f, se déduit de l'hypothèse de domination et du théorème 
de comparaison. 
Par convergence simple de la suite (fn),em vers f, on a également |f| < @ ; on 
en déduit l’intégrabilité de f, par comparaison. 
e Soit € > 0. Notons «a < B les bornes de J ; comme w est intégrable sur T, il existe 
deux réels a < b dans Ja, B[ tels que : 


[ € 8 € 
p<T et fe<e 
D : 5 


En notant NW, la norme de la convergence uniforme sur CM(a, b|, IK) , On a : 


În — f| = În — f)|< În — f 
[a,b] . Lt ) {, | 
< (b—a) No (fn — f). 


Comme la suite de fonctions (fn), converge uniformément sur [a, b] vers f, on 


Vn € IN 


a lim Ne (fn — f) = 0 ; il existe donc no € IN tel que : 
n— +00 


E 


vn 270 No (fn D < ET 
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Lun 
Pour n > no, on a : 
fn fifa fr fs 
(relation de Chasles) 
DDR ETES PE 
SUR UPUE 


(inégalité triangulaire) 
a B 
<2f/e+2f 6+lf nf 3 
a b [a.b] [ab] 
<'E. 


[l În n | j 
[ab] [ab] 
On a ainsi établi que lim [Le . 

Ni +00 I I 


On en déduit : 


Vn > no < 


€ 
5) 


/\ 


+ + + 


Remarque Dans le raisonnement précédent, comme les fonctions f, et la fonction f 
ne sont pas supposées continues, mais seulement continues par morceaux, on n’a pas 
pu utiliser le théorème 8 de la page 518 pour établir : 


im, / EE s 
PF Ja bi [ab] 


12.9 1. Pour tout x € IR, la fonction g, :t-t”In(t)ln(1 —+t) est continue sur ]0,1{. 
Quand t — 1,on a gs (t) v (t—1)In(1—t) ; on en déduit, par croissances com- 
parées, lim 9x = 0, donc l’intégrabilité de g, sur [3 1], et par suite la convergence 


1 
de / Qx - 


Quand t —0,ona gt) + —t"+1In(t). 


e Pour x > —2, choisissons y € |—-1,x + 1[. On peut écrire, pour tout t > 0 : 
ge (t)= (ET VInt) avec r+1—7y>0. 
On a, par croissances comparées, lim (T1 -V nt) = 0, donc gr (t) = o(#*), 
— 


quand t — 0. Comme y > —1, la fonction g, est intégrable sur |0, 2], par 


2 
comparaison aux intégrales de Riemann, et donc j 9x converge. 
0 
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e Pour x < —2, comme on a, quand t — 0 : 


ET =o(gr(t)) avec z+1<—1, 
L 


2 
et que la fonction g; est positive sur [0,1{, l'intégrale | 9x diverge, par 
0 
comparaison aux intégrales de Riemann. 


En conclusion, le domaine de définition de f est |—2, +]. 


2. Fixons æ > —2. Comme, pour tout t € ]—1,1[, on a In(1 —-+t) = À 2, on 


peut écrire : 


vVt € ]0 1| g D) (a avec vnE IN* (2! (t) — Poe er 
É 4 n nm n 3 
? n 


Appliquons à la série Su le théorème d'intégration terme à terme sur ]0,1!. 
e Soit n € IN*. La fonction uw, est continue sur ]0,1[ et, comme lim Un = 0, elle 
est intégrable sur [À 


5) O[ 6 
Comme x+n > —1,on peut choisir y € [—-1,x+n[. Comme dans la première 
question, on établit que u,(t) — o(t”), quand t — 0; on en déduit, par 
comparaison aux intégrales de Riemann, que w, est intégrable sur 104]. 
Par suite, chaque w, est intégrable sur ]0, 1]. 

e La série Su, converge simplement sur |0, 1] et sa somme (la fonction g.;) est 
continue sur ]0,1]. 

e Comme chaque u, est positive, pour tout n € IN*, on a |un| = un. Effectuons 
une intégration par parties : 


1 Lente int gteHling T° fl 44 
Un = — ——— dt = || + ———— dt 
0 0 n nil), do ninw+at+ti 
Cette intégration par parties est justifiée car : 


gute+i 
n(n+x+1) 


arte+i 
* On à lim Emi 
+0 n(n+x+1) 


ASE Fee 
et lim n(n+x+1) 


On a donc établi : 


rte 
Vn € IN* [ = [ Un = [= dt 
n(n+x+1) 
1 


trtet+i 


* les fonctions {+ et t+ Int sont de classe C! sur ]0,1|; 
— 0, par croissances comparées, car n+x+1 > O0, 


= 0, ce qui prouve que le crochet existe et est nul. 


n(n+z+1) |, 
1 
n(n+x+1) 


715 


Chapitre 12. Convergence dominée et applications 


1 
Comme CR PEREN J, la série ) [ [u| converge, par comparaison aux 


séries de Riemann. 


1 / +0 +00 1 
D’après le théorème précité, on a | >. Un. | = D. ( | in) et donc : 
0 0 


_ 1 


= n(n+z+1) 


12.10 1. + L’inégalité proposée a été établie dans l’exercice 12.5 de la page 702. 
e Fixons t{ € IR ;on a: 
sin(xt) 2sin(xt) 2e ‘sin (xt) 
sht  et—e-t 1—-e-2t 
La série géométrique 52e ‘sin (xt) e ?"*, de raison e_? 
l’on peut écrire : 


sin(æt) 2e ‘sin(rt) 
Do pe a Ds sin (xt) e 


t€]0,1{, converge et 


Appliquons à la série Du,, avec un (t) = 2sin(xt)e-(+1)t, Je théorème 
d'intégration terme à terme sur ]0,+oo|. 


* Chaque u, est continue sur ]0,+o! et l’on a : 


V(n,t) EIN x]0,+oo[ lus (#)| < 2 is LP nu 


Comme la fonction t + et 


chaque u,, est intégrable sur [0,+oco[, par comparaison. 
* La série Ju, converge simplement sur ]0,+c!, d’après l’étude initiale, et 


sn(es) 


est intégrable sur [0,+o!{, on en déduit que 


sa somme est la fonction t , continue sur ]0,+oco!. 


* En utilisant l’inégalité établie nie Date on obtient : 
V(n,t) EIN x]0,+o0[ [un (t)] < 2 tte Cn+lé, 


Une intégration par parties donne : 


+00 00 
[7 2tatte- ea EL [seen] 
0 


2n +1 0 
2|x| 1 —(2n+1)t 
EVE. 
+ / : 


Cette intégration par parties est justifiée, car : 


—G@nTDt est intégrable sur IR; par comparai- 


x la fonction t + 2/xlte 
son aux intégrales de Riemann, puisque 2{r[te-C+it = 6 (5), au 
voisinage de +o, par croissances comparées ; 


+ le crochet existe, puisque ! lim (te Un+{) 20, par croissances com- 
—+ +00 


parées. 
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On obtient : 


+00 
| 2|xlte-Cr+btqr = 
0 


ND 
3 

| 

Î 
na 


+00 
| e Cr+ltq+ 
0 


2x] 


o  (2n+1) 


2 æ| er (2n+1)t 
_ - 2n +1 


On peut donc écrire : 
mn 2n+1)t 2|x| 
Vn € IN | PMOITTE | 2|#[te-CrHltqgs — ——— 
0 0 (2n + 1) 


21x| dl 21x| : 
Comme BD pe la série Ÿ° Gn+17 converge, par comparaison aux 


+00 
séries de Riemann, donc aussi la série ) ( | nl) | 
0 


sin(xt) 
sht 
intégrable sur ]0,+oco![ (ce que l’on peut facilement vérifier directement) et : 


| L un dt = > ( [ D. (é) ar) 


0 


D’après le théorème d'intégration terme à terme, la fonction t + est 


+oo 
* Pour n € IN, calculons / un () dé. 
0 
Notons que un (t) = Im (2e(7-27- 14), 
Pour tout t € IR}, on a [2ets-2n-Dé] = 2e-@ntlé < 2e-t, donc la 


fonction t + 2e(%-2n-1)t est intégrable sur [0,+oo| et l’on peut écrire : 


+oo +oo | 
| Un (t) dt = Im (| geti-an-1tqr) 
0 


2x 2n—1)t +0 
_ mn 
= Jr 
nn 
an a) 2x 
(2n +1)° +72 (2n + 1)° + x? 


En conclusion, nous avons établi, pour tout x € IR, la relation : 


+oo .: +oo 
S t 2 

l Le d=» S | 

0 sht ue. (2n + 1)" + x? 


2. Pour tout n € IN, notons $, la somme partielle d'ordre n de la série Su, et 
appliquons à la suite (S,),,.n le théorème de convergence dominée. Comme les 


autres hypothèses ont été établies dans la première méthode, vérifions seulement 
l'hypothèse de domination. 
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Pour tout t > 0 et tout n E IN, on a : 
1. e-(2n+2)t 


1—e-2t 


2e *xt| [xt] 
l-e-#*#  sht’ 


LS, (t)] = |2e7* sin (xt) 


en utilisant l'inégalité fournie : Vu € IR {sinu|l < lu]. 


La fonction vtr Jetl est continue sur IR? et a un prolongement continu 


sur IR} ; elle est donc intégrable sur ” 1]. De plus, quand t — +co, on a : 


rt). 2{xilé” = 2xtle- 1 
— = — D — |, 
sht 1—-e-2t Vs 


par croissances comparées. 


Cela prouve l’intégrabilité de la fonction & sur IR, par comparaison aux intégrales 
de Riemann, et fournit l'hypothèse de domination. 


On peut conclure, d’après le théorème de convergence dominée, que : 


+00 k: +00 +oo 7 
Sin Gé) , — S 
| sht = a 0 Sn = ue 0 he (+) 


Comme chaque u4 est intégrable sur IR°, on peut écrire : 


+oo 7m nm +00 
Ven ff Du-)f 
0 x=0 k=0 ” 0 


On déduit alors de (+) : 


+00 sin ( +00  r+oo 
| nT at = D{ « 


æP— 1 
12 
avec p —1 > —1. Donc f est intégrable sur |0,1], par comparaison aux intégrales de 
Riemann. 


12.11 La fonction f :zx+ 


est continue sur ]0,1] et f(x) + x?-1 au voisinage de 0 


Pour x € ]0,1[, on a 7 € ]0,1{, donc la série géométrique 3 (—1)"x"7 converge et 
l’on a : 


+00 +00 
nl = . (—1}" x" = Sd (x) avec u, (x) = (—1)"z"2TP "1, 


Appliquons à la suite (S,),-n des sommes partielles de la série Ju, le théorème de 


convergence dominée sur |0,1[. Notons que chaque $, est continue sur [0, 1], comme 
somme finie de fonctions continues. 


e La suite de fonctions (Sh),-m converge simplement sur ]0,1[ vers la fonction 
continue f. 
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e En appliquant l'inégalité triangulaire, on obtient : 


VREIN Vre]0,1] [Sa(x)| =2? + (-2)* 

=0 

1 EH 7. 
l+ 


Es 


—_ x? 1 


01 1 + æ40 4) 
LEE 


= 2f (x), 


ce qui fournit l'hypothèse de domination, puisque f est intégrable sur ]0,1{. 


£X 
2xP—1 


l+zx 


1 


1 
Le théorème de convergence dominée permet de conclure que | = lim y 
0 N— +00 0 


1 
Notons que chaque u, est intégrable sur ]0, 1[, puisque | [u,| est une intégrale de 
0 


Riemann convergente (car nq + p — 1 > —1). On peut donc écrire : 


1 m. fi n 1) 
Vn € IN | Sn — F, 1) xk1tP-1qr = . 
Re TET 


Le résultat annoncé est donc établi, en faisant tendre n vers +oo. 


1 1 
Remarque On a / lle nr — ; donc la série de terme général [ lun | 
10,1] ng+p  nq 10,1] 


diverge, par comparaison aux séries de Riemann. Aïnsi le théorème d’intégration terme 
à terme ne s’applique pas à la série de fonctions Su. 


12.12 1. Pour tout x € IR, la fonction g; :t++t*-le-t est continue sur Rz 


e La fonction g, est positive et l’on a gs(t) = #1, quand t — 0. On en 


1 
déduit, par comparaison aux intégrales de Riemann, que | 9x converge si, et 
0 


seulement si, æ > 0. 

e Pour tout x € IR, on à, par croissances comparées, gx (t) = 0 (+), quand 
t — +oo, ce qui assure l’intégrabilité de g, sur [1, +, par comparaison aux 
intégrales de Riemann. 

En conclusion, le domaine de définition de la fonction l' est IR°.. 


2. Montrons que la fonction l est de classe C® sur IR* , en appliquant le corollaire 5 
de la page 688. On note f :(x,t)rt%-le-t, 
Pour tout t € IR? , la fonction x + f(x,t) est de classe C® sur IR et l’on a : 


9? 
VpEIN V(x,t) € IR x IR _ (et) = (nt) #0 et, 
DA 
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Soit x € IR et p € IN. La fonction t + dE (x,t) est continue par morceaux 


OxP 
sur |0,+co| car continue, sur cet intervalle. On a, quand t — 0 : 
OP 1 
pe TI (a, = {né Fe aime (3). 


par croissances comparées. 


Cela assure l’intégrabilité sur ]0,1] de t + DL L (x,t), par comparaison aux inté- 


grales de Riemann. 
= 1 
— née ne K — O (3) ; 


On a, quand t — +0 : 
É 

par croissances comparées. Par comparaison aux intégrales de Riemann, cela assure 

l’intégrabilité sur [1,+oo[ de t+ Ps CAE 


Se (&,0)| = 


Donc la fonction tr % of L (x,t) est intégrable sur |0, +]. 
Fixons k € IN*. 
e Pour tout x € IR? et p € [0,k — 1], la fonction {+ DE (x,t) est intégrable 


P 
sur |0,+oc| d’après ce qui précède. 
k 
e Pour tout x € IR, la fonction tr = (x,t) est continue par morceaux d’après 
ce qui précède. 
e Soit [a,b], avec 0 < a < b, un segment inclus dans IR°. On à : 


k 
Vxe fab] Vte]0,1] oi G,0)| = Imtfft®-1e-t < IInéf#t-1e-t 
V b] Vel] 0°? À |. = in AP 28 Lt 2 in Pot 
x € [a,b] € ]1,+ool 3e Gt)| = lt] e £ [nt] a 


Soit ç la fonction définie sur IR par : 


k k 
_ k ,a—1 —t k,6-1,—t _ [Of _. 
Cette fonction w est intégrable sur IR? , d’après l’étude préliminaire et l’on a : 


Vzela,b] Vte]0,+ol RE to) < p(t). 


Cela fournit l’hypothèse de domination sur tout segment inclus dans IR? pour 
: of 
la fonction 5+- 
D'après le corollaire 5 de la page 688, on peut conclure que F est de classe C* 
pour tout k € IN”, c’est-à-dire de classe C®, sur IR1 et que : 


+00 
VREIN VrelRi TO (x) = | (nt) 4 le-tdt. 
0 
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Solution des exercices 


3. Fixons x > 1. Soit t € IR* ; on peut écrire : 
tr 1 te let 


et=1 1—-et 


La série géométrique 5 #*-le-"f, de raison e* € ]0,1[, converge et l’on a : 
+00 æ—1,-t 
; lent _ t € . 
_ lee 
n=1 


Définissons un : ]0,+oo[ — IR par u, (t) = t*-le-"t et appliquons à la série de 


fonctions ÿ° u, le théorème d'intégration terme à terme sur l'intervalle ]0, +o|. 
n>1 


e Soit n € IN” ; la fonction u, est continue sur ]0, +oo! et l’on a : 
V=0 Det ere 


La fonction u, est donc intégrable sur ]0, +c![, par comparaison, en reprenant 
l’étude de la fonction l. 


e La série de fonctions du, converge simplement sur ]0,+oo![ et sa somme est 
te let 

I=e-t 

e Soit n € IN* ; comme w, est positive, on a : 


;) l'un (t) dé — | Un (t) dt = | le tdt. 
0 0 : 


L'application 0 : u + u/n étant une bijection strictement croissante de 


continue sur |0,+o{, car égale à t+ 


classe C1 de ]0,+o[ sur lui-même, on peut écrire, d’après le théorème du 
changement de variable : 


n° Jo n? 
+00 
La série >. ( | [un (t)| at) converge, puisque la série de Riemann D + 
0 
converge pour x > 1. 
D'après le théorème d’intégration terme à terme, on peut donc écrire : 


[ (me) de S (mwa). 


h=l 


c’est-à-dire : 


ie se. Tr 1 
| a 2 
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12.13 1. Soit x € |0,2[. Effectuons une intégration par parties, avec les fonctions f :t+ - 
et g:tr 1— cost sur ]0,+c[. Ces fonctions sont de classe C! et : 
e la fonction g est bornée, donc Em fa =Ù, cr €. 0; 
DO 


e quand t—0,on a g(t) + … donc lim fg = 0, Care 2. 
Ces deux points prouvent que le crochet [f a existe et vaut 0. 


+00 
Prouvons la convergence de l’intégrale | 4: 
0 


e Quand t — 0, on a : 
f'Ob= | 
Comme x —1 < 1, la fonction f'g est intégrable sur ]0,1], par comparaison 


1 
aux intégrales de Riemann. L'intégrale À f'g est donc convergente. 
0 


e Ona: 


1 —cost 2x 
/ 
M>0 fOstl=r <a 


Comme x+1 > 1,la fonction f’g est intégrable sur [1,+æ{, par comparaison 


+00 
aux intégrales de Riemann. L'intégrale / f'g est donc convergente. 
1 


+00 
On a ainsi établi la convergence de l'intégrale | Fo 
0 


On déduit alors du théorème d'intégration par parties la convergence de l’inté- 


+00 +00 +00 
grale | fg' et l'égalité : [l ja = fai _ | f'g. On a donc établi : 
0 0 0 


+oo ;: +00 
A 1 — cost 
0 0 


+ 1. cost 


RL dt est continue sur ]0,2[, à l’aide 


2. Montrons que la fonction x + | 
0 


du théorème de continuité des intégrales à paramètre. 
Notons h : 1]0,2[ x]0,+o0[ —+ IR 
Gt) > RE. 


e Pour tout t € ]0,+co!, la fonction x h(x,t) est continue sur ]0,1{. 

e Pour tout x € ]0,2{, la fonction t+ h(x,t) est positive. La première question 
montre donc qu’elle est intégrable et, en particulier, continue par morceaux. 

e Fixons a et b tels que 0 < a < b < 2. On a, pour tout x € [a, b] : 


Vte]0,1] jh(xr,t)] <h(bt) et  VEtEÏl,+oo[ |h(x,t)] < h(a,t). 


La fonction + :tr h(a,t) + h(b,t) est intégrable sur ]0,+oco[ d’après ce qui 
précède et vérifie : 


V(x,t) € [a, b] x ]0,+oo (x, t)| < p(t) 


ce qui fournit l'hypothèse de domination sur tout segment. 


122 


Solution des exercices 


+ 1 


cost 
Sn dt est donc continue sur ]0, 2] d’après le théorème 


La fonction x + | 
0 
de continuité des intégrales à paramètre. On en déduit la continuité de F sur ]0,2|, 


comme produit de deux fonctions continues. 


12.14 1. Soit x > 0. La fonction A4 : tr = cos (bt) est continue sur IR. 


LA 
e Quand t — 0, on a : 


Rue, nd otot 
NE A on. 


Comme lim cos (bt) = 1, on en déduit lim hz = a — x. 
Par suite, la fonction h; est intégrable sur 0,1]. 
e Par inégalité triangulaire, on a : 
er tt de eat 
ue 


Par comparaison, la fonction h; est intégrable sur [1,+c{, puisque les fonc- 
tions tre "et tre le sont (x > 0 et a > 0). 


M>z1 IR OS <e #+e *, 


+00 
La fonction h; étant intégrable sur IRŸ , l'intégrale | h4; converge. Ce résultat 
0 


étant établi pour tout x > 0, la définition de g sur IR' est justifiée. 


2. Appliquons le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, pour justifier la 
classe CT de g. Notons f : IR XIRT —+ IR 


; > Ce en COS ; 
D D - — bt 


e Pour tout x > 0, la fonction tr f(x,t) est intégrable sur |0,+oc{, d’après 
la première question. 
e Pour tout & € IR, la fonction x ++ f (x,t) est de classe C! sur IR et l’on a : 
Of 


Vz,t) EIRY XIRE (xt) = —e % cos (bt). 
e + Ôx 


e Pour tout æ > 0, la fonction t + _e (x,t) est continue par morceaux, car 
continue, sur IR*.. 
e Soit [a, 5], avec 0 < a < B, un segment inclus dans IR. On a : 
Of 


V(x,t) € [a, B]xIR? Es Cr) = e7%#]cos(bt)| <w(t) avec p(t)=e #. 


La fonction & est continue sur IR° et elle est intégrable, car a > 0. 
L'hypothèse de domination sur tout segment pour un est donc établie. 
D’après le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, la fonction g est de 


classe C! et l’on a : 
+00 
Vx EIR* g'(x) = | — (x,t) dt = - [ e%* cos (bt) dt. 
0 0x 0 
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Fixons æ > 0. Notons que e {cos (bt) — Re (EPATE pour tout t € IR, et que 


ib—x)t 


la fonction tr [el est intégrable sur IR? , car : 


xt 


Vt> 0 jetés = € avec x > 0. 


On peut donc écrire : 


+00 | 
(= - Re (etr-2}) dt 
0 
+00 
— — Re (| eat) 
0 
(ib—x)t7 F2 
= —Re É | à 
i—x |], 


ib—x)t (ib—x)t 


= ET, done. lime = 0. Par suite : 


t— +00 


1 z +4 1 
: = — a = — ————— 
Vx >0 g'(x) =-Re (—) Re (2) TIp 


Comme g est de classe C1 et g(a) = 0, on a : 


“ 1 9 nn: a? + b? 
Vx > 0 gt)= | g'tu)du = [in (a +) -ju(ste). 


(e CE 


Pour tout tEIR,ona Let 


sin (xt) 


12.15 1. Soit x € IR. La fonction h,;:tr - 
a 


est continue sur |0, +oo! et : 
e quandt—0,ona: 
sin(xt) xt et e—1<t donc lim het, 
ce qui assure un prolongement continu de h; sur [0,1], donc l’intégrabilité 


de h; sur |0,1]; 
e quand { —+ +o, on a : 


1 + 
t FE 
et —] 


LAOIES 


ce qui assure, par comparaison, l’intégrabilité de h; sur [1,+o{, puisque la 
fonction t + et est intégrable sur cet intervalle. 

Par suite h; est intégrable sur |[0,+æ!, et cela pour tout x € IR. La fonction g 
est donc définie sur IR. 


2. Appliquons le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, en notant : 


f: IRXIR — IR 
(x, t) —— sin(rt). 


et—1 


e Pour tout x € IR, la fonction t + f (x,t) est intégrable sur ]0, +, d’après 
la première question. 
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+ Pour tout t € IR? , la fonction x + f (x,t) est de classe C! sur IR et l’on a : 


V(x,t) EIR x IR 21 (2,9 _ RC) 


e Pour tout x € IR, la fonction t + SE (x,t) est continue par morceaux, car 


continue, sur IR. 
e Ona: 


V(x,t) ER x IR* GE (at) 


_ t|cos (xt)| - t 


Hi <œ(t) avec PO 


La fonction @ est continue sur IR* et : 
* quand t + 0,ona et—-1 <t, donc lim © = 1, ce qui assure un prolongement 


continu de & sur [0,1], donc l’intégrabilité de @ sur ]0, 1]: 
* quand t —+ +o, on a tg(t) = t$e-t, donc Jin to(t) = 0 par crois- 
+00 


sances comparées, c’est-à-dire @(t) = o (): ce qui assure l’intégrabilité 
de & sur [1,+œ!|, par comparaison aux intégrales de Riemann. 


La fonction & est donc intégrable sur IR? et l'hypothèse de domination (ici 


globale) pour — est établie. 


En conclusion, la fonction g est de classe C! sur IR, d’après le théorème de déri- 
vation des intégrales à paramètre, et l’on a : 


#0 +% cos (xt) 
IR / — — t = 7 | 
Vx € g' (x) Î 3x (æ,t) d ji 1 dt 


et sht 


12.16 1. Pour tout x € IR, la fonction w tr = 


est continue sur ]0,+oo|. 
Comme lim üux = 1, la fonction w, est intégrable sur ]0,1]. 


t 


Au voisinage de +oo, comme sht + _ on à üy (t) = v, (t), avec 4 (t) = eus) 


2t 


e Pour x > 1, on en déduit, u; (t) = o({etl-#)t). 


t 


Comme x > 1, on a 1 —x < 0. Donc la la fonction {+ eU-t)t est intégrable 


sur [1, +] ; il en est de même de u,, par comparaison. 
e Pour x <1et t>1,;onmaw(t) >42>0. 


+66 
L'intégrale | vs est donc divergente, par comparaison aux intégrales de 
1 


Riemann. Comme ux a v, et que les fonctions sont positives, on en déduit 
DO 


+00 
que | u; diverge. 
1 


Fe get sh 
Par suite, le domaine de définition de la fonction g: + | _. 
0 


est ]1, +oo|. 
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2. Posons f (x,t) = — Sht et appliquons le théorème de dérivation des intégrales à 


paramètre. 


e Pour tout x € ]1,+co|, la fonction tr f(x,t) = ET sht est intégrable sur 
l'intervalle ]0, +oo[, d’après l'étude initiale. 

e Pour tout t € ]0,+co[, la fonction x + f(x,t) est de classe C! sur ]1,+00| 
et l’on a : 


Ve.) € Î]L. Ho * JD, #6 (x,t) = —e “ht. 


—ttsht est continue par 


of 

Ox 

e Pour tout x € |1,+o0!, la fonction t+ 2 (x,t) = —e 
morceaux, car continue, sur ]0,+oo!. 

e Soit [a,b] un segment inclus dans ]1,+oo[. On a : 


V(x,t) € [a, b] x ]0, +ool Es (0) =é ht e ‘she 


La fonction w:t+ e-%#$sht est continue sur ]0,+co{, prolongeable par conti- 
nuité en 0 et l’on a : 
eU-a)t 


es 1 
t— +00 2 


g (t) 


comme 1— a < 0, cela prouve l’intégrabilité sur ]0, + de la fonction @, par 


comparaison. L'hypothèse de domination sur tout segment pour SE est donc 


établie. 


On peut donc conclure que g est de classe Cl sur ]1,+o0[ avec : 


+00 À à +00 
Vx € ]l,+o| g @= f tbat=- | e-*shtdt. 
0 dx 0 


On en déduit, pour tout x > 1 : 


[7 eU-æ)t » e-U+z)t 
0 


g'(x) 


1 1 
, 2x 272) 


3. Pour déterminer la limite de cette suite, appliquons le théorème de convergence 
dominée sur ]0,+oo[ à la suite de fonctions continues (f,),,2, avec : 


Vt> O0 fn(t) = (nt). 
oo 
Avec cette notation, on à g(n) = | În, pour tout n > 2. 
0 


e Pourtoutt>0,ona lim e "*—Oet donc lim fn(t) —0.On en déduit 
n— +0oo n— +oo 


que la suite de fonctions (f,), converge simplement sur ]0,+o{ vers la 
ad 
fonction nulle, fonction bien sûr continue par morceaux. 
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Solution des exercices 


e Ona: 
er Rehé _e7#sht 
—— — — t 

n S t Jo ( ) ; 
ce qui établit l'hypothèse de domination, puisque la fonction f2 est intégrable 
sur |0,+co!{, d’après la première question. 


Vn>2 Vt>0 |f,(t]= 


On déduit du théorème de convergence dominée que : 


+00 +00 
lim _ dt = lim n d ; 
ta ; ( . @) t 


n— +00 
is : : 
c'est-à-dire im 9 (th) =: 


On déduit de la deuxième question l’existence d’un réel C' tel que : 


1 1 
Vx € |1,+ool| TETE )+c 


n—1 


Comme lim In (2) =D,onmaC— im g(n) =0, 
n— +00 


En conclusion, on à établi : 


Er 1 1 
Vx € ]1,+oo!| g()= | Et are Em(et). 
. = 


7 —1 
Int 


Pour tout x € IR, la fonction h; :t- est continue sur ]0,1|. 


Quand t — 1, on a #7 — 1 = eff _ ] À gint, puisque lim (æint) =0.Onen 
— 


1 
déduit lim hx = x ; par suite, la fonction h; est intégrable sur [à 1|, donc Î he 

1 

2 


converge. 
1 
p) 
Pour l’étude de l'intégrale d Rx, distinguons deux cas. 
0 


e Poux >0,ona lim hx = 0 ; par suite, la fonction h, est intégrable sur ]0, IE 


4 
2 
donc l hkx converge. 
0 


e Pour x <0,ona h,;(t) je &- 
— 


Pour æ > —1, comme h,(t) = o(t*), quand t — O0, la fonction h,; est inté- 
1 


2 
grable sur |0, :: donc | h; converge. 
0 
t° 


Pour æ = —1, une primitive sur ]0,1[ de tr E = HS est t = Imfnt|. 


SE 


2 
diverge, donc aussi | he, 
0 


Comme lim In [nt] = +o, l'intégrale Î he 


par comparaison de fonctions de signe constant. 


1 
2 
Pour x <—1,ona -— = O(Rx (#)), quand t — 0. On en déduit que | he 
0 


diverge, par comparaison de fonctions de signe constant. 
En conclusion, le domaine de définition de g est |—1,+oo|. 
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2. Appliquons le théorème de dérivation des intégrales à paramètre. Notons : 


f: ]-1,+00[x1]0,1[ — IR 
(ait) > +. 
e Pour tout x € |-1,+co[, la fonction t + f(x,t) est intégrable sur ]0,1{, 
d’après la première question. 
e Pour tout t € ]0,1{, la fonction x f (x,t) est de classe CT sur ]—-1,+oo( et 
l’on a : 


Of Ô etht_] . 
V(mt) €]-1;+o0{ x J0,1[ SE (at) = 2 (——) nn. 


e Pour tout x € ]-1,+oo{, la fonction {+ es (x,t) est continue par morceaux, 
car continue, sur |0,1|. 
e Soit [a,b], avec —1 < a < b, un segment inclus dans ]—-1,+œ[. On a : 


() 
V(zx,t) € [a,b] x ]0,1| Es CAES DS 
Ox 
La fonction { + t® étant intégrable sur ]0,1{, car a > —1, cela fournit l’hypo- 


thèse de domination sur tout segment pour SL. 


D'après le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, la fonction g est de 
classe CT sur ]—-1, +, avec : 


ti 1 


x +1 


1 1 
Vx € |-1,+00| d@= | SE tnbat= f rar= | 


Comme g est de classe CT et que g(0) = 0, on a: 


Vx € |-1,+o g@)= f d'@au= f = En (u + 1)]5 = M (x +0). 


0 z+1 


a _}B 
3. (a) Notons f,g:tr À + | 


Pour a = f, l'intégrale I (a, B) converge et est nulle. 


Étudions le cas a > B. 
e Quand t — 1, on a : 


MIRE 7 (= Hine 
Ja,9 () = + Int Int 


Donc lim fa,g = a — B, ce qui assure l’intégrabilité de fs sur [5,1[ et 


ï 
par suite la convergence de . labs 
1 
2 
e On a fa,g(t) © . quand t — 0. Or, comme on l’a vu dans la pre- 
3 tP 
mière question, l'intégrale | Fe dt converge si, et seulement si, 8 > —1. 
0 n 
Par comparaison de fonctions de signe constant, on en déduit que l’inté- 
grale Z (a, B) converge si, et seulement si, B > —1. 
Pour 8 > a, comme f4.g = —f8, on déduit de l’étude du cas précédent 
que l'intégrale Z (æ, B) converge si, et seulement si, « > —1. 
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En conclusion, l'intégrale Z (a, 8) converge dans les cas suivants : 
a =: a >B>—1 B > a > —1. 


= 


(b) Calculons 7 (a, B) = k t°dt, en supposant a > B > -1. 


0 Int 


La fonction v:ur uFF étant une bijection de classe C! strictement crois- 
sante de ]0, 1[ sur lui-même, on peut écrire, d’après le théorème du changement 
de variable : 


ji .S=P 1 2<-É 
T (a, B) = | a UT - ur ldu = . D du. 
0 0 


3 mu B+1 


Comme «a > B>—-1,ona Se > 0 > —1. On déduit alors de la deuxième 


_AUSE=EN a—f : CHR DE 

Lu (= (Gt) (5) 

Pour B > a > —1, comme 1(a,B) = —T(B,a), le calcul précédent fournit : 
ra8=-n()=n(st). 


Cette formule est bien sûr aussi valable, lorsque à — B. Finalement, pour 


+1 
tout (a, 8) € IR? tel que Z (a, B) converge, on a Z (a, B) = In (£ ) - 


question : 


12.18 1. Appliquons le théorème de dérivation des intégrales à paramètre. Notons : 


fi IRXIRT — E 
(xt) ae 


e Soit xe IR. La fonction t+ f(x,t) est continue par morceaux, car continue, 


sur IR, et : 


* quand t —0,ona | f GE t)| = ee NU 7 ce qui assure l’intégrabilité de la 


fonction t + f (x,t) sur [0,1], par comparaison aux intégrales de Riemann ; 
* quand { — +, on a | f (x, t)| — o(e-*), ce qui assure l’intégrabilité de la 


fonction tr f (x,t) sur [1, +00, puisque la fonction t ++ ef est intégrable 
sur cet intervalle. 
Cela prouve l’intégrabilité de la fonction {+ f (x,t) sur IR1. 


e Pour tout { € IR*, la fonction x+ f(x,t) est de classe C! sur IR et l’on a : 


Ô 
V(x,t) EIR x IR* ÊL (e,5) = ré or. 
T 


e Pour tout x € IR, la fonction t + _ (x,t) est continue par morceaux, car 


continue, sur IR. 
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e Ona: 
+ of _ 
V(x,t) EIRXIRE | (x,t)| = Vie t. 
Ox 
La fonction w : tVte-* est continue sur IR‘, possède une limite finie en 0 et 
vérifie w(t) =0 (5) , quand t — +, par croissances comparées. Cela prouve 
l'intégrabilité de & sur IR?. 


On a donc établi l'hypothèse de domination (ici globale) pour _ 


D’après le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, la fonction g est 
définie et de classe C! sur IR, avec : 


Ÿ / … ne Of … Mi . —t itx 
xElR g'(x) = (et) dé = iVte ‘e "dr. 
0 dx 0 


2. Soit x € IR. Une intégration par parties fournit : 


+00 


[7 i etixz—1)t 
= = dt 
o 2Vt it—l 


etir—1)t 


+00 | 
Jai / ivteGr-1iq — vi 
0 


ix — 1 


Cette intégration par parties est justifiée, car : 


e les fonctions tit et tr on sont de classe CT sur IR ; 
e la fonction h:tr it _— vérifie : 
1e 
V>0 [h(t)] = vi donc limh=0, 
léx — 1] 0 


et lim h = 0, par croissances comparées. Cela prouve que le crochet existe et 
+oo 


est nul. 
On a donc établi : 
à 


Vr ER SET 


g(x). 
3. (a) La fonction 0 : u ++ u? étant une bijection de classe C! strictement croissante 
de IR sur lui-même, on peut écrire, d’après le théorème du changement de 


variable : 
2 


+ Lu +00 : 
90)= | 2u du = 2 | e7* du = 7. 
0 0 


ü 


(b) On a vu que g est solution sur IR du problème de Cauchy suivant : 


y (0) = Vr. 


On en déduit (voir cours de première année) : 
Ve elR g(x) = V7 exp (| 5) 
o 2(1—it) 
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En écrivant les parties réelle et imaginaire de la fonction à intégrer, on obtient : 
FA _t à 
Vr ElR g(x) = VT exp (| nt) 

0 
1 œ ) œ 

= /Texp (- In Ce — D) + ; [arctan ],) 
1 | 

= /rexp (- In (x? +1) + . Arctans) 


= Vr (x° +1) 5 


e2 


1 
4 Arctanæ 


12.19 1. Pour tout x € IR, la fonction {++ f(æ,t) = e-{sin(2tx) est continue par mor- 
ceaux, car continue, sur IR} et au voisinage de +, on a : 


1 
Vt2>0 le sin (2tx)| < ee 0 (3) 
t2 
par croissances comparées; cette fonction est donc intégrable sur [0,+c{, pour 
tout x E IR, par comparaison aux intégrales de Riemann. 


oo 
2. Posons g(x) = | et sin (2tx) dt et montrons que g est définie et de classe C1 
0 
sur IR, à l’aide du théorème de dérivation des intégrales à paramètre. 
On note f:(x,t}r+ et sin (2x). 


e Pour tout t > 0, la fonction æ + f(x,t) est de classe C! sur IR et l’on a : 


0 
V(x,t)e IR x [0,+oo![ L (ii 2teŸ cos (2e): 
x 
e Pour tout x € IR, la fonction t + 2 (x,t) est continue par morceaux, car 


continue, sur IR:. 
e Ona: 


V(x,t) E IR x [0, +ool El 0) + ar 
Fr, 


+2 


La fonction t + 2te est continue par morceaux, car continue, et intégrable 
sur IR+ car te = O () , AU voisinage de +, par croissances comparées. 
Cela fournit l'hypothèse de domination (ici globale) pour 2. 


Par suite, g est définie et de classe C! sur IR avec : 


+ 9f + 
VrelR g'(x) = . —— (x, t) dt = | 2te* cos (2tr) dt. 
0 dx 0 


3. Formons une équation différentielle linéaire du premier ordre dont g est solution. 
Fixons x € IR. Une intégration par parties donne : 


+oo 


+00 oo 
| 2te*” cos (2tx) dt — -e"* cos (24a)| — 2x | et sin (2tx) dt 
0 0 0 


= 1 —2xg (x). 
Cette intégration par parties est justifiée, car l’intégrale initiale converge et le 


+00 
crochet et cos (2tz)| existe (et vaut 1). 
0 
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On a donc établi : 
VrelR g'(æ)=1-—2xg(x). 


œ 
4. Posons h (x) = eT / et dt. D'après les propriétés de l’intégrale d’une fonction 


0 
continue, la fonction À est de classe C! sur IR avec : 
VrelR h'(x) — bte = 2e * | et dt=1— 2h Ces 

0 
Comme g(0) = h(0) = 0, les fonctions g et h sont solutions sur IR du problème 


il 
0. 


y (0) 
D'après le théorème de Cauchy pour les équations différentielles linéaires du pre- 


de Cauchy suivant : 
{ y! + 2xy 
mier ordre (voir cours de première année), on en déduit que les fonctions g et h 


sont égales. On a donc établi que : 
Ai _+? : _%? Le t? 
Vx E IR e " sin(2tx)dt=e e° dt. 
0 0 


12.20 1.(a) Appliquons le théorème de continuité des intégrales à paramètre. 


. —at . 
e Pour tout {ER}, la fonction x = est continue sur IR}. 
. —æt . 
e Pour tout x € IR}, la fonction t + ne est continue par morceaux, car 


continue, sur IR}. 
e Ona: 


et 1 


—xt 
= — < | 
1+42  1+12 


e 
V(x,t) € IR} XIR —— 
(x, t) LE + Ë TE 
est continue et positive sur IR} ; elle est intégrable 


; 1 
La fonction t + TEE 
A 
existe et vaut 7/2. 


sur IR+,car lim — 


Cela fournit l'hypothèse de domination. 
On en déduit que f est définie et continue sur IR}. 


(b) Pour tout x > 0, on peut écrire : 
t—=+00 


er tt 


+00 
0< f(x) < | e-stdt = - 
0 T 


On en déduit im, Fa) =Ù. 
c) Notons 6 : (xt) + ET et appliquons le corollaire 5 de la page 688, pour 
1+4 


1 
T 


établir que f est de classe C? sur IR*.. 
e Pour tout t ER}, la fonction x ++ w(x,t) est de classe C? sur IR? et 
Ôp te tt 92% e-tt 
VIRLOERLKXIR: ti t —(x,t) — 
GER XIRE Gien & x (mt) 


1+8 
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Solution des exercices 


e Soit r E IR’ et pe [0,1]. 


bre! 


: oP 
La fonction t + TE (at) = = — 


ES est continue par morceaux, car 


continue, sur IR+. 


Comme DE À (-1)P#P-2e-2t 2 O (5), au voisinage de +0, elle est 


1++2 
intégrable sur cet intervalle, par comparaison aux intégrales de Riemann. 
; 2 2 —xt : 2 
e La fonction t + = CAE Ses est continue par morceaux, car conti- 


nue, sur IR+. 
e Soit [a,b] un segment inclus dans IR. On a : 


926 te tt 
(5 = <e 
0x? ‘ ? 1+42 


La fonction {++ e-%* est continue et intégrable sur IR} ; d’où l'hypothèse 


V(x,t) € [a,b] x IRY | 


ve 
de domination sur tout segment pour TE 


Par suite, f est de classe C? sur IR. avec : 


+00 22 +00 et 
Vx EIR* f” = TE (xt a= | dt. 
z € + J (x) : Ox? (æ, ) : 1 + t2 


On en déduit : 


” +00 Pet e?t 
IR* = © + ————— | dt 
Ve IR: f'(a)+ f(æ) ! (a 


+ — 
= | etdt = no 
0 L 


Vx EIRT f(x) + f(x) = = 


+00 1 


On peut donc conclure que : 


sin £ 
x+t 
sin £ 
t 
car, au voisinage de 0, on a sint æ't. 


Pour x > 0, la fonction t + 


est continue sur IR;. 


Pour x = 0, la fonction t + se prolonge en une fonction continue sur IR+ 


1 
Cela assure, pour x € IR}, l'existence de | 
0 


sin £ 


Fixons x > 0 et justifions la convergence de | dt, à l’aide d’une 


1 x+t 
intégration par parties : 


cost 17% 
* Le crochet |— existe et vaut SEL. 
br dls +æ 
cos t 1 1 
* On a, pour tout 4 21: |—— < ——> < =. 
(t+x) (+ x) u 
+ cost 
On en déduit la convergence absolue de l’intégrale | Ga F dt, par 
1 t+x 


comparaison aux intégrales de Riemann. 
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+00 d: 
Sin £ 
Par suite, l’intégrale [. 
1 x +t 


+ sint cos 1 + cost 
—_— dt = —— — sd, 
1 Tri 1+7 J1  (t+7x) 


+00 
On a donc établi la convergence, pour tout x > 0, de | 
0 


dt converge et l’on a : 


sin £ 

DEC 

e Pour tout x > 0, la fonction Ÿ : [tx, +oo[ — ]0,+oco|[, définie par d (u) = u—x, 
est une bijection strictement croissante, de classe Cl. D’après le théorème du 
changement de variable, on peut donc écrire : 


+00 . t 
a(&) = | ST dé 
0 


dt. 


TT 
_ sn) au = [7 SU x) 
= rs Vuaus | n du 


+® cos x sin u — sin æ cos U 
_ ————— 
à u 
En procédant comme dans l’étude précédente, on établit la convergence des 


+oo ,: +00 
_— sin u COS . 
intégrales | du et | du. On peut donc écrire : 
u u 

FA FA 


+® sinu +® cosu 
g (x) = cos x du — sin x du. 
HA u T 


u 


sin ü COS u 


Comme les fonctions ur = etur 


sont continues sur IR? , on déduit 


de l’exercice 11 de la page 399 que g est de classe C! sur IR? avec, pour 
tout + > 0 : 


’ : T sinu COS x sin x 
g'(x) = -sinx du — —— 
: u À 


TX cos u sin % COS æ 
— COST du + ——— 
7 u x 


| TX sin u T® cosu 
= —sinx du — cos x du. 
T u T 


uü 


La fonction g/ est de même de classe C! sur IR avec, pour tout x > 0 : 


- +% sinu sin? x 
g" (x) = —-cosx du + 
2 u œ 
T® cos u cos? x 
+ Sin Z u + 
e œ 
1 
(+2 


La fonction g est donc solution, sur IR, , de la même équation différentielle 
que f : 
(1 


1 
RS 
DA 
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Solution des exercices 


e Fixons x > 0 et effectuons une intégration par parties. 


2/2 
t 1 


1—cost 
De | t+zx t 


< St pour t > 0, on tire lim (He) —0,car st 
t—0 di 
au voisinage de 0. 


1—cost 
De | sure 


< = pour t>0,ontire lim (xt) = (0. 
t— +00 


t+x 


+oo 
— existe et vaut 0. On déduit alors du théo- 


Par suite, le crochet | . 


TS = coté 
’ 7 ù : ns 
rème d'intégration par parties la convergence de l’intégrale [l 


0 (t+x) 
+oo : +00 
sin { 1 — cost 
94 = | — a | — > dé 
0 t+x 0 (t+ x) 


Appliquons le théorème de continuité des intégrales à paramètre. 


et légalité : 


* Pour tout & > 0, la fonction x + Wen est continue sur IR:. 
* Pour tout x € IR}, la fonction t + nt est continue par morceaux sur IR* . 
* Ona: 
1 — cost 1—cost _ 1—cost 
V(z,t) ER XIRE 5 = 7 < —<— 
(+ x) (t+x) l 
La fonction p:t-+ St est continue sur IR . 
2 
Comme —— nm #72 = _ au voisinage de 0, la fonction & a un prolon- 


gement continu sur IR}, donc est intégrable sur 0,1]. 
On a p(t)=0 () , AU voisinage de +00 ; on en déduit, par comparaison 
aux intégrales de Riemann, l’intégrabilité de 4 sur [1, +. 
Ainsi @ est intégrable sur IR°. Cela fournit l'hypothèse de domination. 
On peut donc conclure que g est continue sur IR}. 
On a : 


F9 2 
Vrx>0 0<g(x)< — dt = |- 
o  (t+x) t+x 


On en déduit que lim g(x) = 0. 
T—+00 


Posons h — f — g. D’après les questions précédentes, la fonction h est continue 
sur IR} , de classe C? sur IR“ et est solution sur IRŸ de l’équation différentielle : 


y" +y = 0. 
On en déduit l'existence de (a,b) € IR? tel que 
Vzx>0 h(x) =acosx +bsinr. 
D’après l’étude précédente, on a lim h(x) = 0. Il en résulte en particu- 
T— +00 

lier que les deux suites (h(2nx)),.n et (A(F+2nx)),.n tendent vers 0; 
comme A(2nx) = a et A(5+2nx) = b, il vient a = b = 0, d’où hk = 0 
sur IR? puis sur IR}, par continuité en 0. 
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On a donc établi que les fonctions f et g sont égales sur IR}. 


F® dt 00 
Comme f (0) = [l Le [Arctan de _ _ on en déduit que : 
0 
+00 4: 
sin { 
[ao 7 
0 


12.21 1.(a) Soit x € J \ {0}. comme J contient 0, le segment d’extrémités 0 et x est 
inclus dans J et l’on peut écrire : 


(b) Notons g1 la fonction définie sur J par : 


1 
Ve d qua) =] f' (tx) dé 
0 


et appliquons à g1 le corollaire 5 de la page 688. 
Notons w:(x,t)r f'(tx) et fixons k € IN*. 


e Pour t€ [0,1], la fonction x + w(x,t) est de classe CF sur J et l’on a : 


Vp e [0,4] Vi(x,t)eJ x [0,1] ee (et) = Pf@+0 (tx) 


Ox? 
e Pour tout x € J et tout p € [0,Kk], la fonction : 
Po 
ss — +P f(p+1) 
tr Gur CAES 2 CE), 


est continue sur le segment [0,1], donc intégrable sur ce segment. 
e Fixons un segment [a,b] de J contenant 0. La fonction f(*+1) est continue 
sur ce segment, donc bornée sur ce segment ; posons M = sup Faus (u)| : 


uE[a.b] 
Notons que pour x € [a,b] et te [0,1], on a tx € [a,b] ; on en déduit : 
0e Uk FH) 
V(r,4) € fab] x (0,1) AE (e,0] = 7040 (6x)] < M, 
x 


ce qui fournit l'hypothèse de domination, puisque la fonction constante 
égale à M est intégrable sur l'intervalle borné [0, 1]. 


On peut donc conclure, d’après le corollaire précité, que g1 est de classe CF 
sur J, pour tout k € IN, c’est-à-dire de classe C® sur J, avec pour 
tout k € IN : 
1 
Vas J g{°) = | FF ED fé) dé. 
0 


Il est clair que g1 fournit un prolongement de g. 
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sh x 


= se prolongent 


2. D'après la première question, les fonctions x + Æ2£ et x 


en des fonctions de classe C® sur ]-5,5|. 
La deuxième fonction ne s’annule pas sur IR*, puisque la fonction sh ne s’y annule 
pas ; en 0 elle vaut lim (5£) — 1. 

æ—0 æ 


Par suite, le quotient de ces deux prolongements est de classe C® sur ]-?, 7 


tan x 
sh æ 


Cela veut dire que la fonction x + se prolonge en une fonction de classe C® 


sur IS. 
3. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre n à la fonction f 
sur le segment [0,x], on obtient : 


anti n! 


1 (x-t)" 
Vred\f0r hr) = | Et Fe (t) dt. 
0 
Le changement de variable t = ux donne : 


VreJ\{0} h(x)= | EE FH (ux) du. 


En procédant comme à la première question, on établit que À se prolonge en une 
fonction h1 de classe C® sur J, avec pour tout k € IN : 


1 il = nm 
VreJ hf) (4)= | CU uk ft) (ux) du. 
0 n! 


12.22 Notons que la fonction f, continue sur le fermé borné R = {a, b] x [c, d], est bornée: 
posons M = sup|f|. 
R 


e Montrons que H est de classe C1. 


d 
Pour cela, établissons la continuité sur [a,b] de l'application t + | f (ty) dy, 
C 


en appliquant le théorème de continuité des intégrales à paramètre. Les deux 
premières hypothèses sont facilement vérifiées, par continuité de f, et l’on utilise 
la fonction constante égale à M comme fonction de domination. 


d 
La fonction H est donc de classe C!, comme primitive de t+ | f (ty) dy, et 
Le 
l’on a : 


d 
Vx € {a, b] (= | F Cr; y) du. 


e Montrons que G est de classe C!, en appliquant le théorème de dérivation des 
intégrales à paramètre. 


Définissons g : [a, b] x [c, d] — IK par : 


V(&,9) € [a, 8] x [ed] sn = f renar 


* Pour tout x € [a,b], la fonction y + g(x,y) est intégrable sur [c,d], car 
continue sur ce segment (comme pour l'étude de À, on utilise le théorème 3 
de la page 680). 
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* Pour tout y € [c, d], la fonction x + g(x, y) est de classe CT, comme primitive 
de tr f(t,y), et l’on a : 


Vu) € la, x [ed SE (0) = fev). 


* Pour tout x € [a,b], la fonction y + 2 (x,y) est continue par morceaux 
sur [c,d], car f est continue. 

* On utilise de même la fonction constante égale à M pour l’hypothèse de do- 
mination. 


On en déduit que G est de classe C! et que : 


Vrela,b] G'(x) - | f (x, y) dy. 


Les fonctions H et G sont donc de classe Cl sur [a,b], avec H' = G' ; comme, de 
plus, H (a) = G(a) = 0, on a H = Get, en particulier, H (b) = G'(b), c’est-à-dire : 


[ [['rmo) œ= f (f'stmnas) dy. 
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Exercices 


Equations différentielles 
linéaires 


Dans ce chapitre, IK désigne IR ou €, Z un intervalle de IR d’intérieur non 
vide et n un entier naturel non nul. 

En première année ont été abordées : 

e les équations différentielles linéaires d’ordre 1 : 


y +a(t)y =b(t) avec a:1—1K et b:1—1K continues; 


e les équations différentielles linéaires d’ordre 2 à coefficients constants : 
y+ay +by=clt) avec (ab) ElK? et c:1—1IK continue. 

Les objectifs du cours de seconde année sont : 

e dans le cas de l’ordre 1, étendre l’étude à des systèmes différentiels ; 


e pour les équations d’ordre 2, étendre l’étude au cas de coefficients non 
constants. 


1 Systèmes différentiels linéaires d'ordre 1 


1 Systèmes différentiels linéaires d'ordre 1 
1 Définitions et notations 


Convention Dans la suite du chapitre, on identifie comme souvent M 1(1K) 
et IK”. Ainsi, on pourra écrire AX avec À € M,{IK) et X € IK”. 


éfinition 1 
e On appelle système différentiel linéaire du premier ordre toute 
équation différentielle de la forme : 


X' = A(t) X + B() (S) 
avec A:1— M,{IK) et B : I — IK" des applications continues. 


e Une solution du système différentiel (S) est une application déri- 
vable X : 1 — IK" vérifiant : 


Vter X'(t)= A(t) X(t) + B(#). 


Résoudre le système différentiel (S), c’est chercher toutes ses solutions. 


e On appelle système homogène associé à (S) le système différentiel : 
X°= A(t)X, (So) 


que l’on appelle aussi système sans second membre associé à (S). 


p.766| Exercice 1 Reprenons les notations de la définition précédente. Prouver que toute 


solution du système différentiel (S) est de classe C!. 


Écriture sous forme d’un système Un tel système (S) s’écrit sous la forme : 


Il 


x} aile) ti +6, dia) + bi(t) 


() 
Eh = Gnitt)æi + :: + ann(t)tn + bn), 


où les a; ;, appelées coefficients, et les b;, appelées seconds membres, sont 
des applications continues de 7 dans IK. 


Remarque Si n = 1, alors le système différentiel (S) s'écrit : 
ai = a1(t) ri + bi(t), 
et n’est alors rien d’autre qu’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 écrite 


sous forme résolue, comme déjà étudié en première année. 
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Exemple issu de la physique : particule chargée dans un champ magnétique 
Considérons une particule de charge q et de vitesse Ü placée dans un champ magné- 
tique uniforme B(t) (dépendant continäment du temps). 

Cette particule est soumise à la force de Lorentz : 


f=atAB(t), 
et donc, d’après le principe fondamental de la dynamique, en notant & son accélération 
et Mm sa masse : 


— 


a= LÿAB(E. 


Autrement dit, la vitesse Ÿ est solution l’équation différentielle : 


ra (280). (E) 


m 


Supposons désormais que le champ magnétique B (t) ait une direction constante et 


plaçons-nous dans une base orthonormée B de IR* telle que ce champ soit dirigé par 
le premier vecteur de B. 


Pour {€ IR, les composantes de T5 (t) dans la base B sont alors de la forme : 
m 
L at) 
Maty (2 0) =| 0 
0 
T1 (t) 
En notant alors X(t) — | zx2(t) | les composantes de x(t) dans la base B, on a : 
t3(t) 
0 
M TL f(t)) } = t 
at (2(9 A (LB) ) = | as) 
Le —a(t) zo(t) 


L'équation différentielle (E) se traduit alors par le système différentiel homogène 
suivant : 


Gil) = 0 
tft) =  a(t)xa(t) (5) 
xt) = —aft)xro(t). 


Problème de Cauchy 
e On dit qu’une solution @ du système différentiel (S) vérifie la condition 
initiale (to, Xo) € 1 x IK” si elle vérifie : 


p(to) = Xo. 


e On appelle problème de Cauchy le système différentiel (S) muni d’une 
condition initiale (to, Xo) € 1 x IK” : 


(E) : X'=A(G)X+B(t) et  X(to) = Xo. 


e Résoudre ce problème de Cauchy, c’est trouver toutes les solutions 4 
de (S) vérifiant la condition initiale (to) = Xo. 
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2 Propriétés linéaires : structure de l’ensemble des 
solutions 
Notation Pour À :1 — M,(IK) et X : 1 — IK”, notons A X l'application : 


AX : I — K” 
t + A(t)X(t). 


Avec cette notation, le système différentiel s'écrit : X'=AX+B.  ({(S) 
L'application (il a été vu à l'exercice 1 que les solutions sont de classe C1) : 
L : Cl(LIK") — CUIIK") 

X + X'—-AX 


est bien définie, c’est une application linéaire, et l’on constate que les systèmes 
différentiels (S) et (So) se formulent naturellement à l’aide de L : 
(S) : L(X)=B et Bols EI = 
Les propriétés générales des équations linéaires donnent alors les deux résultats 
suivants. 
roposition 1 2" 
e L'ensemble S, des solutions de l’équation homogène (So) est un sous- 
espace vectoriel de C!(1,1K") ; c’est le noyau de l’application linéaire L 
introduite ci-dessus. 


e Si y, est une solution particulière de (S), l’ensemble S des solutions de 


l'équation (S) s'écrit : 


S = Pp + So = {Pp + Po; Po € So}: 


Point méthode 
Résoudre le système différentiel (S) revient à : 
e résoudre le système homogène associé (So) ; 


e trouver une solution particulière 4. 


roposition 2 (Principe de superposition) 

Supposons que le second membre B de ($S) s’écrive : 
B=a;B1+a2B2 avec (ai,a2) ElK? et (B1,B2) E C(I,K")?. 

Si 1 et w2 sont respectivement solutions des équations : 


X'= A(t)X + Bit) et X’=— A(t) X + Bo(t), 


alors la fonction @1 1 + a2wy2 est solution de (S). 
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3 Théorème de Cauchy linéaire 


Dans cette sous-section, À et B désignent des applications continues sur 1 à 
valeurs respectivement dans M, (IK) et IK”. On considère le système différen- 
tiel linéaire du premier ordre : 


X' = A(t) X + B(t) (S) 


Théorème de Cauchy linéaire 


Le théorème suivant (admis) est fondamental. 


héorème 3 (Théorème de Cauchy linéaire, admis) 
Pour tout (to, Xo) € TX IK”, il existe une et une seule solution & du système 
différentiel (S) vérifiant la condition initiale w(to) = Xo. 
Autrement dit, le problème de Cauchy : 

(S): X'=A(G)X+B(t) et  X(to) = Xo 


possède une unique solution. 


Remarque La partie « existence » du théorème de Cauchy linéaire assure que 
l’ensemble S des solutions de (S) est non vide (car Z x IK" est non vide). 


p.766] Exercice 2 Soit 1 et 2 deux solutions distinctes de (S). Montrer que : 


VET it) À vor). 


p.766] Exercice 3 Montrer qu’une solution non nulle du système différentiel homogène (So) 


ne s’annule en aucun point de J. 


Remarque La partie « unicité » du théorème de Cauchy linéaire assure : 
e que deux solutions distinctes de (S) ne se « croisent » pas (cf. exercice 2) : 


e qu'une solution non nulle de (S9) ne s’annule pas (cf. exercice 3). 


p.766] Exercice 4 Soit A :1— M, (IR) et B : I — IR" continues, ainsi que to € 1. 


On considère le système différentiel : 
X' = A(t)X + B(t). (S) 


Montrer qu’une solution 4 : 1 — €" de ($S) est réelle (c’est-à-dire à valeurs 
dans IR”) si, et seulement si, w(to) € IR”. 
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Remarque Le théorème de Cauchy linéaire a été démontré dans le cours de 
première année pour les équations différentielles linéaires scalaires (4e. n = 1) 
du premier ordre en exhibant la forme explicite des solutions. 

Pour ces équations, de la forme : 


z'+a(t}x = b(t) avec a:1—1K et b:1 — IK continues, 


l’unique solution prenant la valeur x9 au point to € I est : 
t 
tr exp(—F(t)) (20 + | exp (F(u)) bu) du) 


où Fest la primitive de a sur Z s’annulant en to. 

Cette forme explicite ne s'étend malheureusement pas au cas où n > 2. En 
effet, on ne sait pas, en général, expliciter les solutions d’un système différentiel 
linéaire du premier ordre. 


to 


Résolution numérique : méthode d’Euler 


À défaut de savoir résoudre explicitement un système différentiel linéaire du 
premier ordre : 

(S): X’ = A(t) X + B(t), 
on dispose d’algorithmes de résolution numérique. 
La méthode d’Euler est l’un de ces algorithmes; elle repose sur l’approxi- 
mation à l’ordre 1 suivante (qui a du sens lorsque h est petit) : 


X(t+h) Re X(E) + hAX"(E), 
ce qui donne, comme X est solution du système différentiel : 
X(E+ R) & X (6) + A(AG)X(#) + B(E)). 
On construit ainsi une solution approchée Y pas à pas; on définit Y({t) en 
des temps de la forme t = tp +kh avec to le temps initial et k un entier, en 
posant : 
Y(to) = X(to) puis Y(t+h) =Y(t) +h(A()Y(t) + B()). 
Cette solution approchée Ÿ est alors renvoyée sous la forme d’une liste. 
La quantité h, strictement positive et « petite », est appelée le pas. 


Algorithme 1 : méthode d’Euler 
Données : tr Aft),tr B(t),t0el,zxo€elK",nEelIN,hk>O0 
Résultat : Y 


Y [to] <— X0 

to 

pour k = 1 à n faire 
VE + A] & IE + h « (AÏE x Yé] + Bt) 
té<t+h 

retourner Ÿ 
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4 Espace des solutions du système homogène 


héorème 4 
Soit to € L. Notons &S, l’espace vectoriel des solutions du système différentiel 
homogène (So) : X’ = A(t) X. L'application : 


Ôto : 7 


pe + wp(to) 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 


Démonstration. L'application Ô;, est évidemment linéaire, et elle est bijective puisque, pour 
tout Xo € IK”, le théorème de Cauchy linéaire assure l'existence d’un et un seul élément @ € So 
tel que (to) = Xo. [] 


orollaire 5 
L'espace vectoriel So est de dimension n. 


Point méthode 


Le fait de connaître la dimension de So se révèle utile lors de la résolution. 
En effet, si l’on dispose de n solutions 4@1,...,4%n de (So), alors pour obtenir 
que la famille (41,...,4wn) est une base de So et donc : 


So = Vect (1, .: 2, 
il suffit de montrer, au choix : 


e que la famille (w1,...,wn) est libre: 


e que la famille (w1,...,4%n) est génératrice (en montrant que toute 
solution de (So) s'écrit nécessairement comme combinaison linéaire 
de P1,-.. 2) 


Remarque Concernant la seconde option du point méthode ci-dessus, il n’est 
pas nécessaire d’avoir préalablement vérifié que &1,...,4%, sont solutions ; en 
effet, si w1,...,%n sont n applications dont toute solution de (Sg) est combi- 
naison linéaire, alors on a : 


So € Vect(y1,...,4n) 


et donc, comme on a dimSo = n, un argument de dimension permet de 
conclure que l’inclusion précédente est une égalité : 


Sn = Vecbli:se008 ): 


La famille (51,...,wn) est alors nécessairement libre et est une base de So. 
Cet argument sera utilisé à l'exercice 5 . 
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Exemple Reprenons l’exemple de la page 742 de la particule chargée dans un champ 


magnétique homogène. Supposons cette fois que le champ magnétique B soit constant. 
Le système différentiel obtenu à la page 742 s'écrit alors : 


UE) = 0 
(0) = am avec @ une constante positive. 
zs(t) = —ax(t) 
Constatons que les trois fonctions suivantes sont solutions : 
1 0 0 
p'tit | 0 paitr | sin(at) et pit cos(a t) 
() cos(at) — sin(at) 


D'autre part, le système étudié étant un système différentiel linéaire homogène de 
taille 3, l’espace So de ses solutions est de dimension 3. 

Puisque la famille (1(0),2(0),w3(0)) est libre, la famille (1,w2,w3) l’est 
aussi; c’est donc une base de $5. On a donc : 


So = Vect(1,#2,p3). 
p.766] Exercice 5 On souhaite résoudre le système différentiel homogène : 


! — ILE 
Le = 2%9 (S) 


LR NOTA ENT 


1. Soit f = (f1,f2) une solution de (S). 
(a) En additionnant les deux équations, montrer qu’il existe a € IK tel que : 
Poe = ce 
(b) En déduire que f € Vect(1,w2) avec : 
Cote Can) et Ge, ci 


2. Conclure la résolution. 


5 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre à 
coefficients constants 


Le système différentiel linéaire : 

X' = A(t) X + B(t) 
est dit à coefficients constants si la fonction A: 1 —> M,{K) est 

t —— A(t) 
constante. On identifie alors À à un élément de M, (IK) et l’on note l'équation : 
X'= AX +B(t). 

Plus particulièrement, on s'intéresse dans cette partie à des systèmes différen- 
tiels linéaires homogènes : 


X'=AX avec AE M,(K). (S) 
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L'objectif est de présenter une méthode de résolution d’un tel système diffé- 
rentiel. Nous traitons trois situations : 


e A est diagonalisable ; 
e A n’est pas diagonalisable dans € : 
e À est à coefficients réels, diagonalisable dans € mais pas dans IR. 


D'après le corollaire 5 de la page 746, on sait déjà que l’ensemble S des 
solutions définies sur IR de (S) est un IK-espace vectoriel de dimension n. 
Résoudre l’équation (S) revient donc à déterminer une base de $. 


Cas où À est diagonalisable 


Exercice 6 


1. Soit V un vecteur propre de À ; notons À la valeur propre associée. Montrer 
que la fonction @ : IR —> 1IK” est la solution du problème de Cauchy : 
UN 
X'=AX et  X(0)=V. 
2. Supposons la matrice À diagonalisable. Soit (V:,...,VA) une base de vecteurs 
propres de À et (A1,..., An) la liste des valeurs propres associées. 
Montrer qu’alors, en notant, pour tout k € [1, n] : 
ok: IR —> IK” 
NN 


la famille (1,...,4A) est une base de S. 


Comme le montre l’exercice précédent, le cas où À est diagonalisable se révèle 
particulièrement simple : l’ensemble S des solutions de (S) s’obtient directe- 
ment à partir des éléments propres de À. 


Point méthode (Conséquence de l'exercice précédent) 


Si la matrice À est diagonalisable, alors en notant (V1,...,V,) une base 
de vecteurs propres et (A1,...,À,) la liste des valeurs propres associées, on 
obtient une base (1,...,wn) de l’espace S des solutions de (S) en prenant, 
pour tout k € ]1,n] : 
GO REX 
1 et 175 


p.768] Exercice 7 Résoudre le système différentiel X’ = AX, avec À = 


= = 
= NE 
ND H 
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Remarques 

e Dans le cas où À est à coefficients réels, on peut s'intéresser aux solutions 
complexes ou réelles de l’équation. Lorsqu'il y a ambiguïté, on note Sc 
et SR pour éviter toute confusion. 

e Si À est diagonalisable dans IR et si (V1,...,VA) est une base de vecteurs 
propres réels, alors les application wx : t > et V, du point méthode 
précédent sont à valeurs réelles et l’on à : 

Sc = Vectc(®1,-..,Yn) et Sir = Vectr(®1,...,n). 
La seule différence entre Sc et Sr réside alors dans les coefficients des 
combinaisons linéaires (qui sont ou bien complexes ou bien réels). 


p.768] Exercice 8 Soit À € M, (IK). On suppose que À est diagonalisable et que toute 


valeur propre de À a une partie réelle strictement négative. Montrer que toute 
solution du système différentiel (S) : X’ = À X tend vers 0 en +oo. 


Cas où la matrice À est trigonalisable 


Exemple On souhaite résoudre le système différentiel X’ = AX, avec 


3 O0 —I 
A=| —-1 2 1 
1 0 1 


e L'étude des éléments propres de À indique que 2 est valeur propre triple de À. 
Comme À £ 213, on en déduit que À est trigonalisable mais pas diagonalisable. 
Notons N = A—213. On a : 


1 O0 —I 
N — —1 0 1 
1 O0 —I 
La matrice N est nilpotente d'indice 2. En posant : 
1 L 1 
Us —= 0 : U; —= —1 et U3 —= 0 ; 
0 1 
on à : 
NU; = 0, NU = U et N U3 = 0. 
1 1 1 
Ainsi, en notant P = —1 0 0 qui est inversible, on a : 
1 O I 
0 1 0 
NeP | 0 OM" 
0 0 0 
et donc : 


2 
A=N+21:=PTP ! ave T=| 0 
0 


© ND À 
ND © © 
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e En notant Y = P-IX,ona: 
X'= AX X'=PTP IX 


= PX'=TP 1x 


rs rTr (par linéarité de la dérivation). 
V1 
Résolvons le système différentiel Y’ = T'Y, qui, en notant Y = | y |, s'écrit : 
y3 
Yi = 2Y + y 
YO — 2y2 
Y3 — 2y3 
V1 
* Analyse. Supposons que ŸY = | 2 soit solution. 
Y3 


Les deux dernières équations mènent à l'existence de (k2,k3) € IR? tel que : 
VEEIR ylt)= ke et yalt) = k3 ei. 


La première équation y, = 2y1 + k2e?t apparaît alors comme une équation 
différentielle linéaire du premier ordre en y et mène à l’existence de k1 € IR 
tel que : 

VLEIR yi(t) = ke +hkote’t. 


On obtient alors : 


e?t t e?t 0 
VtE IR Y(t) = k: 0 + ko 7: alu + k3 0 
0 0 e?t 


* Synthèse. De l’analyse précédente il résulte que l’espace Sr des solutions du 
système différentiel Y’ = T'Y vérifie Sr € Vect(Y1, Y2, Y3) avec : 


e?t te?t 0 
:itr ù |. Bite |. et Y:itr 0 
0 0 Ca 


Or, on sait que dimSr = 3 ; la famille (Y1, Y2, Y3) est donc libre et en forme 
une base. 


e Finalement, en utilisant l’équivalence : 


K' = AX F'ETY ec X=Pr 


on obtient que l’espace des solutions du système X’ = AX est : 
Vect(X1, X2, X3) avec X: = PY., X2 = PY et X3 = PY3. 


De manière plus explicite, on a, pour tout t € IR : 


1 t+1 1 
Kb=e"| 1 |, bee") et X3(t)=e*| 0 
1 t 1 
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Point méthode 


La méthode de résolution utilisée dans l’exemple précédent peut être utilisée 

dès que la matrice À est trigonalisable : 

1. on trigonalise À, c’est-à-dire qu’on écrit À = PT P-! avec T triangulaire 
supérieure ; 

2. en posant Y = P-!X et en traduisant à l’aide de Y le système différen- 
tiel X’ = AX, on obtient le système différentiel Y’ = T'Y ; ce système 
différentiel est triangulaire et on peut le résoudre ligne par ligne, du bas 
vers le haut ; 


3. on obtient alors les solutions cherchées à l’aide de la relation X = PY. 


Remarque Dans la démarche précédente : 

e il n’est en aucun cas nécessaire de calculer P-!: 

e lorsque l’on trigonalise À, on cherchera à obtenir la matrice triangulaire la 
plus simple possible afin d'obtenir le système différentiel Y’ = T Y le plus 
simple possible. 


Exercice 9 Résoudre le système différentiel X’ = À X avec À — ( : : ). 


Remarque La technique consistant à obtenir un système différentiel plus 
simple par réduction de la matrice À peut aussi être utilisée dans le cas d’un 
système différentiel avec second membre de la forme X’ = AX+B(t) (cf. exer- 
cice 13.11 de la page 785). 


Cas où À € M, (IR) est diagonalisable dans M, (€) 


mais pas dans M, (IR) 
Si À € M, IR) est diagonalisable dans M,(€C) mais pas dans M, (IR), le pre- 
mier cas traité nous permet d’obtenir rapidement les solutions complexes, mais 
pas les solutions réelles. Donnons d’abord, via l’exercice suivant, un résultat 
utile pour la suite. 


p.770) Exercice 10 Considérons une application + : IR — C°. 


Montrer que, dans le C-espace vectoriel des fonctions de IR dans €°, on a : 
Vect(y,p) = Vect (Re(v),Im(w)). 
L'exemple suivant fournit une méthode pour obtenir, dans le cas où À est 
diagonalisable dans M,(C) mais pas dans M, (IR), les solutions réelles à 


partir des solutions complexes. 
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Exemple On souhaite résoudre le système différentiel (S) : X’ = AX, avec 
1 3 
= ( .. ) 


xA= X°+X+1=(X -j)(X —3). 


e Ona: 


La matrice À est donc diagonalisable dans M2(€) mais pas dans Ma(IR). 
cr 


ra Va 


e Après calculs, le vecteur V — ( 2 ) est vecteur propre associé à la 


valeur propre j. Comme À est à coefficients réels, on en déduit que le vec- 


— __3 + ; V3 2 
teur V — 2 1 2 est vecteur propre associé à la valeur propre 7. 


e La résolution dans € du système différentiel étudiée se termine alors facilement : 
une base de Sc est donnée par (X,X) avec X :tr eliV. 


e Comme la matrice À est à coefficients réels et le système homogène, le fait que X 
soit solution implique que les applications Re(X) et Im(X) sont également solu- 


tions : on obtient ainsi deux solutions à valeurs dans IR?. 
D'autre part, d’après l’exercice 10 de la page précédente, on a : 


Vect (X,X ) = Vect (Re(X),Im(X)). 


On en déduit que la famille (Re(X),Im(X)) est une base de Sc. En particulier, 
c’est une famille libre dans le C-espace vectoriel F(IR, €?), et donc a fortiori une 


famille libre dans le IR-espace vectoriel Æ(IR, IR?). Comme dimSr = 2, on en 
déduit que c’est une base de Sr (car c’est une famille libre d'éléments de SR). 


De manière plus explicite, la base (Re(X),Im(X)) est donnée par : 


et 


p.770| Exercice 11 Résoudre dans € puis dans IR le système différentiel X’ — AX avec : 


1 =1 % 
AMPLES 
0 0 I 
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Il Equations différentielles linéaires 


scalaires du second ordre 
1 Généralités 
éfinition 2 
Soit ap, a1 et b des fonctions continues de 7 dans IK. On appelle équa- 


tion différentielle linéaire scalaire du second ordre une équation de 
la forme : 


2" + a1(t) x’ + ao(t) x = b(t). (E) 


On appelle solution de l’équation différentielle linéaire (E) toute applica- 
tion 2 fois dérivable 6 : I — IK vérifiant : 


VEET (+) +a1(t) p(t) + ao(t) p(E) = b(#). 


e L'application b € C(1,1K) s’appelle le second membre de (E). 


e On dit que l'équation (E) est à coefficients constants si les fonctions &o 
et a sont constantes et qu’elle est homogène ou sans second membre 
si b est la fonction nulle. 


e On appelle équation homogène associée à (E), l'équation : 


2" + ai(t) x’ + ao(t)x = 0. (Eo) 


Remarque L’équation (E) dans la définition 2 est écrite sous une forme 
dite résolue, ce qui signifie que le coefficient devant x” vaut 1. 
Si une équation apparaît sous une forme non résolue : 

ag(t) x" + œ1(t) x’ + ao(t)x = b(t), 


alors : 
e si la fonction a2 ne s’annule pas sur 1, on divise par a2 pour se ramener 
à une forme résolue ; 


e sinon, le problème est plus délicat : quelques exemples de telles équations 
seront vus dans la partie III. 


p.771] Exercice 12 (Régularité des solutions) 


Soit p € IN. Montrer que si les fonctions ao, a1 et b sont de classe CP, alors toute 
solution de (E) est de classe C?+2. 


Remarque En particulier, puisque les applications ao, a1 et b sont a minima 
supposées continues, toute solution de (E) est au moins de classe C?. 
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2 Traduction sous la forme d'un système différentiel 


linéaire d'ordre 1 


Nous reprenons ici les notations de la définition 2 de la page précédente. 
Considérons les applications À : 1 = M,{IK) et B : I — IK” définies par : 


0 I 0 
(7, Lo) « s0-(5,). 


Les applications À et B ainsi définies nous permettent de traduire l’équation 
différentielle linéaire scalaire du second ordre (E) sous la forme d’un système 
différentiel linéaire d’ordre 1. 


roposition 62 
e Siv:1 — IK est solution de l'équation différentielle (E), alors l’applica- 


tion P:t— | e(t) | est solution du système différentiel d’ordre 1 : 


p'() 
X' = A(t)X + B(t). (S) 
e Réciproquement, toute solution du système différentiel (S) est de la 


forme ®:tr— ee | avec @ solution de l'équation différentielle (E). 


p'(t) 


Démonstration page 771 


Remarque d’approfondissement Le résultat précédent se généralise pour 
des équations différentielles linéaires scalaires d'ordre n (cf. exercice 13.9 de 
la page 785) dont l'étude ne figure pas au programme. 


La proposition 6 ramène ainsi l’étude des équations différentielles linéaires 
scalaires du second ordre à celle des systèmes différentiels linéaires du premier 
ordre. Les résultats des trois sections qui suivent sont donc des conséquences 
immédiates de ceux établis dans la partie I. 


3 Propriétés linéaires 


roposition 7 (Structure de l’ensemble des solutions) 
e L'ensemble S; des solutions de l’équation homogène (Es) est un sous- 
espace vectoriel de C?(1,1K). 


e Si wP est une solution de (E), alors l’ensemble S des solutions sur 7 de 


l'équation (E) est donné par : 


S = Pp + So = {Pr + po; po € So}. 
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roposition 8 (Principe de superposition) 
Soit (a1,a2) € IK? et (b1,b2) € CO(I,IK)? tels que b = à bi + a bo. 
Si 1 et w2 sont respectivement solutions des équations : 


z"+a(t}z+ao(t}xz = bit) et x” +ai(t)x' + ao(t)x = bo(t) 


alors la fonction @1 1 + à&242 est solution de (E). 


4 Problème de Cauchy 


Reprenons les notations de la proposition 6 de la page ci-contre. 

Le théorème de Cauchy linéaire pour les systèmes différentiels nous assure que 
pour tout couple (to, Xo) € I x IK”, il existe une unique solution ® au système 
différentiel (S) vérifiant la condition initiale : 


&(to) = Xo. 


(to) 
la forme &(to) — X0 revient à fixer les valeurs de (to) et g’/(to). Cela mène 
à la version suivante du théorème de Cauchy linéaire : 


: t _ 
Puisque ®(to) = | (to) | , on constate que fixer une condition initiale de 


héorème 9 (Théorème de Cauchy linéaire) 


Pour tout (t0,ro,x1) € I X IK x IK, il existe une et une seule solution @ 
de (E) vérifiant : 


{ p(to) = To 


p'(to) = x1 


Exemple Sans calculs, le théorème de Cauchy linéaire assure l’existence et l’unicité de 
la solution sur IR du problème de Cauchy suivant : 


x” +sin(t)æ"+cos(t}x =t et (e(0),#/(0)) = (1,0). 


En revanche, le théorème de Cauchy linéaire ne nous donne pas de forme explicite de 
la solution. 


5 Espace des solutions de l'équation homogène 
roposition 10 
Soit to € 1. L'application : 


So — lK? 
p ++ (p(to),s'(to)) 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 
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orollaire 11 
L'espace So des solutions de l’équation différentielle homogène (E9) est un 


sous-espace vectoriel de dimension 2 de C?(1,K). 


6 Cas des équations à coefficients constants 


Soit a et b deux scalaires et c : 1 — IK une fonction continue. On s'intéresse 
ici à l'équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants : 


2" +ax +bx=t(t). (E) 
On sait que l’espace solution $S de (E) est de la forme : 
S = yp + So 


où yp est une solution particulière et So est l’espace vectoriel des solutions 
de l’équation homogène associée : 


2" +ax +bx = 0. (Eo) 


Résolution de l’équation homogène 


Rappelons la méthode de résolution de l’équation homogène (F5), vue en 
première année. Pour des applications simples de cette méthode, on pourra 
traiter l’exercice 13.1 de la page 783. 


éfinition 3 


L'équation du second degré r? + ar +b = 0 est appelée équation caracté- 


ristique de (Eo). 


roposition 12 (Cas K=€) 2" 
e Si l'équation caractéristique a deux solutions distinctes r1 et r2, alors : 


t 


So = Vectc(pi,w) avec gite et wiitr e'?t, 


e Si l'équation caractéristique a une solution double r, alors : 


t'et pitmtert. 


So = Vectc(pi1,y2) avec mitre 


Principe de démonstration. Dans chacun des deux cas il est facile de vérifier : 


e que les fonctions 1 et 2 proposées sont bien solutions de (Eo) ; 


e que la famille (41,2) est une famille libre de C?(IR, IK). 


Comme on sait que l'espace solution So de (Eo) est de dimension 2, il en résulte que la 


famille (ç1,4w2) en est une base. Démonstration page 771 
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roposition 13 (Cas IK = 1R) 2222" 
Supposons a et b réels. 
e Si l'équation caractéristique a deux solutions réelles distinctes r1,r2, alors : 
So = Vectr(y1,y2) avec mit et et pit e"2t. 
e Si l'équation caractéristique a une solution réelle double r, alors : 
So = Vectr(gi,g) avec pitrret et pitrtert, 
e Si l'équation caractéristique a deux solutions complexes non réelles, et 
donc conjuguées, a +iB, avec (a, B) € IR x IR*, alors : 
So = Vectr(gi,p) avec w:itre%cos(Bt) et w2:tr e%sin(fBt). 


Démonstration page 772 


L'exercice suivant propose de démontrer les deux premiers cas des proposi- 
tions 12 et 13 en utilisant la traduction de l’équation (Eo) sous la forme d’un 
système différentiel linéaire homogène d’ordre 1. Il utilise le résultat de la 
proposition 6 de la page 754. 


Exercice 13 


1. Donner une matrice À € M(IK) permettant de traduire l'équation (Eo) sous 
la forme d’un système différentiel : De (So) 
2. Donner le polynôme caractéristique de la matrice À. 


3. Supposons que l’équation caractéristique possède dans IK deux solutions dis- 
tinctes r1 et r2. Résoudre le système différentiel (So) et en déduire le premier 
point des propositions 12 et 13. 


4. Traiter le cas où l’équation caractéristique possède dans IK une solution 
double r. 
Indication : trigonaliser la matrice À pour se ramener à un système différentiel 
plus simple à résoudre. 


Recherche d’une solution particulière 
La recherche d’une solution particulière n’est en général pas un problème facile. 
Le seul résultat au programme est le suivant, déjà vu en première année. Il 
concerne un second membre de la forme {+ et avec À € KK. 
roposition 14 2" 
Soit À € IK. Il existe une constante k telle que l’équation différentielle 
(Œ):2"+ax!+bx = e" possède une solution particulière de la forme : 


et ke’t 


si À n’est pas solution de l’équation caractéristique ; 
e tr ktet si À est solution simple de l’équation caractéristique : 


e t— kt2e si À est solution double de l'équation caractéristique. 


Démonstration page 774 
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Point méthode 


Lorsque le second membre est de la forme À sin(wt) ou À cos(wt), les for- 
mules d’Euler : 
iwt —iwt iwt LUE 
= Ce 
sin(ut) = —— et cos(wt) = ; 


permettent, via le principe de superposition, d’utiliser la proposition 14. 


L'exercice 13.1 de la page 783 propose deux utilisations de cette méthode. 


7 Quelques techniques classiques 


Les techniques qui suivent ne sont pas destinées uniquement aux équations 
mises sous forme résolue. Pour preuve, l'équation étudiée dans l’exercice 14 
n'apparaît pas sous forme résolue. 


Recherche de solutions < simples > 


Selon l’allure de l’équation, il peut être pertinent de rechercher une solu- 
tion sous une forme explicite : fonction polynomiale, exponentielle, trigono- 
métrique, ... 


p.775] Exercice 14 Recherche d’une solution polynomiale) 
Considérons sur IR l’équation homogène : 


(+26—1)x" + (8 —3)x — (24+2)x = 0. (Eo) 


1. Soit tr P(t) une solution polynomiale non nulle de (Eo). 
Montrer que deg(P) = 2. 


2. Obtenir alors toutes les fonctions polynomiales solutions de (Eo). 


Recherche de solutions développables en série entière 


Exemple Considérons sur IR l’équation homogène : 
(ŒE) : tx” +22 +tx = 0. 
Recherchons les solutions de (Eo) développables en série entière. 


e Dans un premier temps, supposons que @ soit une solution de (E) développable 
en série entière sur un intervalle de la forme ]-r,r| avec r > 0. 
Pour te ]-r,r|.0on a: 


+00 +00 +oo 
ait} = DS dE iQ + nant} et p”’(t) = . n(n — 1)ant"?, 
n=0 n=1 n=2 
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En reportant dans l'équation (E), on a, pour tout t € ]-r, rl : 


+oo +00 +00 
t n(n — la pc . honte hé Ds ant” = 0. 
n—=2 n=1 n=0 


Puis en réindexant les sommes pour obtenir dans chacune d’entre elles des {” : 


+00 +oo +00 
ÿ n(n + 1)an+1t" +2 Sn + ljan+1 7 + D Gu4t = 
n=1l n=0 n=1 


ce qui donne, en regroupant les sommes : 


+00 
2 a1 + >» ((n +1)(n +2)anr1 + dater = (. 


n=1 
Par unicité du développement en série entière, on peut identifier les coefficients : 
dy = 0 et Vn>1 (n+1)(n+2)ant1 + an-1 = 0. (x) 

Il en résulte facilement que : 


(PR 
ne 


VEN at & &, = 
n € An+1 e a2 Cn+1 


Par suite, on a : 
+oo 
… ne 2n 
EE = a D rt 
n=0 
e Réciproquement : 


—] }& 
* le rayon de convergence de la série entière >. C1) "vaut +o (on le 


2n+ 1)! 
montre par exemple par le critère de d’Alembert) ; 


+* la fonction : 
+00 
EL 2n 
NA ——— | 
He > (2n +1)! 


est telle que ses coefficients vérifient la propriété (+), et donc, d’après les calculs 
effectués dans la première partie du raisonnement, w1 est solution de (E) 
sur IR. 


* On peut simplifier l'expression de cette solution 1 en remarquant que : 


+00 
CS mou. à 
tEIR tot) = UT int 
VtE p1(t) 2 nt Di sin 
et donc finalement : 
in 
gi(0)=1 et  VEEIR* PO = 
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p.775] Exercice 15 Considérons, sur IR, l’équation homogène : 
(Eo) : 4tx” +22 —x = 0. 
1. Déterminer une solution w de (Eo) développable en série entière et véri- 
Hant (0) 
2. (a) Pour t € ]0,+oco[, exprimer w(t) à l’aide de la fonction ch. 


(b) Sauriez-vous « deviner » une autre solution de (Eo) sur ]0,+o! et ainsi 
terminer la résolution sur cet intervalle ? 


3. (a) Pour t € |-c,0|, exprimer w(t) à l’aide de la fonction cos. 


(b) Sauriez-vous « deviner » une autre solution de (Eo) sur ]—c,0[ et ainsi 
terminer la résolution sur cet intervalle ? 


Remarque 


L’équation (Eo) de l'exercice précédent n’apparaît pas sous forme résolue : sa 
résolution sur IR tout entier est proposée à l’exercice 21 de la page 765. 


Méthode de variation de la constante 


Considérons une équation différentielle linéaire du second ordre : 
(ŒE):2"+a(t)x +b(t)x = c(t). 


Si l’on dispose d’une solution non triviale w0 de l’équation homogène et que 
l’on souhaite trouver d’autres solutions, il peut être intéressant de les recher- 
cher sous la forme & = À avec À une fonction deux fois dérivable. En effet, 
on à alors : 


gp = \po+Ag 
gp” À 0 + 2) P6 + ÀPG 


et donc, puisque wo est solution de l’équation homogène, on a, après simplifi- 
cation : 


P°(E) + a(t)p'(E) + dE) (6) = vo(t) À°(6) + (220 (€) + a(é)po(#)) À(€) 


La fonction @ est alors solution de (E) si, et seulement si, la fonction \’ est 
solution de l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 : 


(E) : pot) y + (2v6(t) + a(t)po(t)) y = ct). 


Si l’on sait trouver une solution de l’équation (E), alors on peut en déduire 
une solution particulière de (E). 


760 


Il Équations différentielles linéaires scalaires du second ordre 


Exemple On souhaite résoudre sur |0,+oco! l’équation : 
2 
(E) : 2" + TT +z = 


sin £ 
D’après l’exemple de la page de la page 758, la fonction wo : tr — est solution 


de (E). Puisque l’ensemble S des solutions de (E) est un espace vectoriel de dimen- 
sion 2, pour terminer la résolution de (E), il reste à en déterminer une solution non 
proportionnelle à &o. 

Cherchons une telle solution sous la forme 4 — À avec À une fonction deux fois 
dérivable sur |0,+o!{. En injectant @ dans l’équation (E), on obtient que 4 est solu- 
tion si, et seulement si, À’ est solution sur ]0, +co[ de l’équation différentielle linéaire 


d'ordre 1 : 


= sin # cost 


Sur l’intervalle lo. 5 L l'équation (E) s'écrit : 


cos 


E) : y +2-—y=0. 
CEE sin £ L 
La résolution de (E) sur Jo, :| donne que la fonction £+> —— . est solution. 
sin 
cos £ T 1 
En posant alors ÀA(t) = —— po tout 4€ [0, =, 0 ad =: 
n posan rs À(t) ni pour tou 5 n (t) . 


Par suite, la fonction définie par : 


(6) = Xbo(t) = 


est solution de l’équation (E) sur l'intervalle Jo. 5 | On peut alors vérifier que cette 


fonction peut en fait être considérée sur l'intervalle ]0,+o[ tout entier et qu’elle 
est solution de (E) sur cet intervalle. Comme elle est non proportionnelle à la pre- 


: . sin © ; ' | ’ . : 
mière solution w:tr . cela termine la résolution, car l’équation est homogène 


d'ordre 2 : 
sin £ cost 
S = Vect (1 PUR À 


Remarques Dans l’exemple précédent : 
e pour résoudre l'équation différentielle (E), on s’est d’abord restreint à l’in- 


T —— .. COSt . 
tervalle lo 3 | : cela nous à permis d’obtenir l’expression Ne et l’on a 


pu ensuite vérifier que cette expression définissait une solution de (E) sur 
tout l'intervalle ]0, +oo! : 


sin £ 
e sachant que la fonction t + Es était déjà solution, on aurait pu raison- 


cos Ÿ — " 
nablement penser que la fonction t + . pouvait également l’être et 


donc la tester directement. 
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p.777) Exercice 16 Résoudre sur |0,+c! l'équation différentielle : 


1 
(Œ) : 2 +=x ——7 


Indication : on pourra commencer par constater que la fonction tr t est solution 
de l’équation homogène. 


Changement de variable 

Certaines équations différentielles sont telles que si t + x(t) est solution, 
alors une fonction de la forme u + x(#(u)) est solution d’une équation plus 
simple (idéalement, une équation à coefficients constants). La résolution de 
cette équation plus simple peut permettre d’en déduire les solutions de l’équa- 
tion initiale. Lorsque l’on utilise une telle technique, on dit qu’on « effectue le 
changement de variable t = Ou). » 


Exemple Considérons, sur ]0, +co!{, l'équation différentielle linéaire d'ordre 2 : 
(E) : x" +3tzx + 4x = cos(int). 


Nous allons mettre en place le changement de variable t = e". 
Raisonnons par analyse-synthèse. 


e Analyse. Soit f une solution de (E). 
* Considérons la fonction : 
g : IR — IR 
u + f(e). 


Comme f est deux fois dérivable sur |0,+oo[, g est deux fois dérivable sur IR 
et l’on a, pour tout u € IR : 


g'(u)=e"*f(e") et g'(u) =e"f(e") + (e“)?f'(e"). 
On constate alors que, pour u € IR : 
g'{u) +2g'(u) + 4g(u) = (e")°f"(e") +3e" fe") +4 fe"). 
La fonction f étant solution de (E), on obtient, pour tout u € IR : 
g"(u) + 2g'(u) + 4g(u) = cos(u), 
et donc la fonction g est solution sur IR de l’équation différentielle : 
(Œ) : y/+2y + 4y = cos(u). 


Cette équation est une équation différentielle linéaire scalaire d'ordre 2 à co- 
efficients constants, avec second membre, que l’on sait résoudre. Après l’avoir 


résolue, on en déduit qu’il existe (a, b) € IR? tel que, pour tout u € IR : 


3 2 
g(u) = ae“ cos (V3 u) + be" sin (V3 u) + su + gsnu. 


762 
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* Revenons sur la fonction f. Pour tout t € ]0, +, on a : 


jte fier) =ÿjidie). 
Par suite, on obtient l’expression suivante de f(t) pour t € ]0,+oo! : 
b — n 2 
JU = cos (V31nt) + ” sin (V3 Int) + Te cos(In t) + TE sin(In t). 

e Synthèse. Réciproquement, on peut vérifier que toute fonction f de la forme ci- 
dessus est bien solution de (E). 

Remarque culturelle On appelle équation d’Euler une équation différen- 

tielle linéaire de la forme : 
DES ET RS ER h(t) avec an #0. 

e Comme dans l’exemple précédent, une telle équation peut être ramenée, 
par un changement de variable en { = e", à une équation différentielle 
linéaire à coefficients constants. 

e Pour résoudre l’équation homogène, on peut aussi chercher les solutions 
de la forme t — {* avec à € €. Dans le cas de l’équation de l’exemple 
précédent, on obtient que la fonction t + {* est solution de l’équation 
homogène si, et seulement si, à = —1+i3, et l’on obtient finalement, en 
prenant les parties réelle et imaginaire, que les deux fonctions réelles : 


j cos(1/3 In t) : sin(V31nt) 
(A (A 
forment une base de l’espace solution de l'équation homogène, car il s’agit 


d’une famille libre de solutions. 


Exercice 17 Résoudre sur IR l’équation différentielle : 


fe) RAP Gene as 


Indication : changement de variable t = tan u. 


IT Exemples d'équations différentielles 


linéaires non résolues 
1 Exemples d'équations du premier ordre 


Etant donné une équation différentielle linéaire du premier ordre : 

ai(t) x’ + ao(t)x = b(t), 
si la fonction a; ne s’annule pas sur l’intervalle 7 de résolution, alors on peut 
diviser par ai(t) pour se ramener à une équation sous forme résolue : on sait 


alors que l’ensemble solution est de la forme yp + So, l’espace vectoriel S, des 
solutions de l’équation homogène étant de dimension 1. 
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En revanche, si la fonction a s’annule, la situation est plus délicate. Le plan 
d'étude d'équations non résolues sera en général le suivant : 
Point méthode 


Pour résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre de la 
forme a(t) x’ + ao(t)æ — b(t) lorsque la fonction a possède des points 
d'annulation : 


e on commence par résoudre l’équation sur tout intervalle sur lequel a; ne 
s’annule pas ; 


e on cherche ensuite, par analyse-synthèse, les solutions sur l’intervalle en- 
Cr 


Terminologie Étant donné un sous-intervalle J de I, on dira qu’une fonc- 
tion f : 1 — IK est solution de (E) sur J pour signifier que la restriction de f 
à J est solution de (E). 


Pour une équation différentielle linéaire du premier ordre non résolue : 
e l’ensemble S des solutions de l’équation homogène est un espace vectoriel, 
mais n’est pas nécessairement de dimension 1 ; 


e la structure de l’ensemble des solutions est la même que dans le cas d’une 
équation résolue : S = wp + So, où yP est une solution particulière ; 


e l'existence et l’unicité de la solution à un problème de Cauchy n’est plus 
assurée : il peut ne pas y avoir de solution, ou en exister une infinité. 


p.779) Exercice 18 Considérons sur IR l’équation différentielle : 
UE) Di ==". 
1. Donner les solutions de (E) sur ]0,+oo![ et sur [—co, O[. 


2. Si y est une solution de (E) sur IR, prouver que 4 est de la forme : 


AE +E sit<0 
il = à avec (À,u) € IR?. 
at ns sit>0 Qu) 


3. Conclure. 


p.780] Exercice 19 Résoudre sur IR l’équation différentielle : 


CE) TEE = 0. 


Exercice 20 Résoudre sur IR l’équation différentielle : 


(E) : (1—t}z -x=t 
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2 Exemples d'équations du second ordre 


Point méthode 


Pour résoudre une équation differentielle linéaire du second ordre de la 
forme a2(t)x” + ai(t)x’ + ao(t)x = b(t) lorsque la fonction a2 possède 
des points d'annulation : 


e on commence par résoudre l’équation sur tout intervalle sur lequel a2 ne 
s’annule pas ; 


e on cherche ensuite, par analyse-synthèse, les solutions sur l’intervalle en- 
Her 


Pour une équation différentielle linéaire du second ordre non résolue : 
e l’ensemble S des solutions de l’équation homogène est un espace vectoriel, 
mais n’est pas nécessairement de dimension 2 : 


e la structure de l’ensemble des solutions est la même que dans le cas d’une 
équation résolue : S = wp + So, où yP est une solution particulière ; 


e l'existence et l’unicité de la solution à un problème de Cauchy n’est plus 
assurée : il peut ne pas y avoir de solution, ou en exister une infinité. 


p.781] Exercice 21 {Suite de l’exercice 15 de la page 760) 


Considérons l’équation différentielle : 
(Eo) : dtx” +2x —x =0. 
On a vu à l'exercice 15 que : 


e sur |—-c,0{, les solutions sont données par : 
tr À cos (V—t) + À sin(v—t) avec (A,)) € IR? : 
e sur |0,+oco|{, les solutions sont données par : 


te pu ch(Vt)+uosh(Vt) avec (y1,12) € IR?. 


Résoudre l'équation (Eo) sur IR. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 Soit X : Z — IK" une application dérivable vérifiant : 
VtEeT X'(t) = A(t)X(t) + B(t). 
Puisque les applications À, X et B sont continues car dérivables, l'application : 
te A(t)X(t) + B(t) 


est continue, et donc X’ l’est aussi. Ainsi X est de classe C!. 


Exercice 2 S'il existe to € Î tel que w1(to) = g2(to), alors les applications 41 et w2 
sont toutes deux solutions du problème de Cauchy : 


X'=A(G)X+B() et  X(to) = p1(to) = pa(to): 


et donc, par propriété d’unicité, on à @1 = 2. 


Exercice 3 Soit w : 1 — IK” une solution de (So). Supposons que @ s’annule en un 
point to € 1. Alors @ vérifie la condition initiale (to) = 0. Or, la fonction nulle 
est également une solution de (So) vérifiant cette condition initiale. Par unicité de 
la solution de (So) vérifiant une condition initiale donnée, on en déduit que @ est la 
fonction nulle. 


Exercice 4 


e Si est une solution réelle de (S) alors on a : 
VtEeT o(t)EelR”, 
et donc en particulier @(to) € IR”. 

e  Réciproquement, soit @ une solution du système (S) telle que w(to) € IR”. 
L'application 5:tr v(t) est aussi une solution de (S) puisque, pour tout t € 1, 
en conjuguant la relation w’(t) = A(t)v(t) + B(t), on obtient, puisque les ma- 
trices A(t) et B(t) sont à coefficients réels : 


p'(e) = A(t)v(t) + B() = AG) v(+) + BG) 
autrement dit : 


p'(t) = A()p(E) + B(E). 


Comme (to) € IR”, on a w(to) = (to) = (to). Les fonctions & et ÿ sont donc 
solutions de (S) et vérifient la même condition initiale en to. Par unicité de la 
solution vérifiant un problème de Cauchy, on à w = %, ce qui signifie que 4 est à 
valeurs dans IR”. 

Exercice 5 


1. (a) On a, en additionnant les deux équations : 


(fi + fa) = 3(f1 + fo), 


donc f1 + f2 est solution de l’équation différentielle linéaire du premier 
ordre y = 3y. On en déduit qu'il existe a € IK tel que : 


VEEIR fi(t) + fa(t) = ae’. 
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(b) En remplaçant fo(t) par ae%t — fi(t) dans la première équation du système, 
on trouve : 
fit) = —fi(t) + 2ae*, 
donc f: est solution de l'équation y! + y = 2ae*!. 
Il existe donc un scalaire b tel que : 


VEEIR fi(t) = be + Let: 


2 
puis : 
vVt € IR 2) = be”? a A 
On a alors : 
VÉEIR f(t)=b(et, et) + ? (e5t,e5t), 


donc f est combinaison linéaire de w:tr (et, —e-t) et w:itr (et, et). 


2. Il s’agit d’un système différentiel linéaire homogène de taille 2, donc l’espace des 
solutions So est de dimension 2. D’après la question précédente, on a : 


So € Vect(y1, #2). 
On a donc nécessairement dim Vect(w1,42) = 2 et : 
So = Vect(y1, #2). 
La famille (41,42) est donc base de So. 
Exercice 6 
1. La fonction 6 :t+ exp(At)V est dérivable sur IR, et l’on a, pour t € IR : 
DENT =" = AV = AT Av). 
Comme de plus @(0) = V, 4 est bien solution du problème de Cauchy : 
X'=AX et  X(0) =. 
Par unicité de la solution d’un problème de Cauchy, c’est la seule. 
2. D'après la première question, les fonctions 4%1,...,w, sont solutions de l’équa- 


tion (S). Comme dim(S) = n, pour conclure que (ÿ1,...,wn) est une base de $, 
il suffit de prouver la liberté. Soit (u1,...,un) € IK” tel que : 


0] 
D Hir Pr = 0. 
k=1 


En évaluant en t € 1 quelconque, on obtient, par définition de 4 : 
nm 
», Uk ext V4 = 0. 
k=1 


Comme la famille (V1,...,V,) est libre, on en déduit que pour tout k € ]1, nl] : 


ik et =0 et donc ir = 0. 
70 
D'où la liberté de la famille (41,...,@n). 
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Exercice 7 
e La matrice À est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable. Obtenons ses 
éléments propres. 


1 1 1 
On a A=1I+J avec J = 1 1 1 
1 1 1 


La matrice J est de rang 1. Son noyau est donc de dimension 2. Plus précisément, 
une base de Ker J est donnée par (V1, V2) avec : 


1 1 
4 — —] et 72 —= 0 
0 —] 
On a Tr(J) = 3 ; comme 0 est valeur propre de multiplicité 2, on a 3 € sp(J). 
1 
On constate que Va = | 1 est vecteur propre associé. 
1 


La matrice J est donc diagonalisable et (Vi, V2, V3) est une base de vecteurs 
propres associée au triplet (0,0,3) de valeurs propres. 

e Par suite, À est diagonalisable, et (V1, V2, V3) est une base de vecteurs propres 
associée au triplet (1,1,4) de valeurs propres. Il en résulte qu’une base de l’espace 
des solutions du système différentiel étudié est (X1, X2, X3) avec : 


1 1 1 
Xsteel 1 EL ste 0 ét Xsrtiser | 1 
0 —] 1 
Exercice 8 Soit (V1,...,VA) une base de vecteurs propres de À ; notons À1,..., An 


les valeurs propres associées. L'espace solution du système différentiel (S) est alors : 
S = Vect(1,...,Wn) avec Vkell,n] w:tr et V,. 
Pour k € [1,n], on a Re(Ax) < 0, done et — 0 et donc xt) — 0. 
t—+oo t—+o0 


Par suite, toute combinaison linéaire de 41,...,4n, c’est-à-dire toute solution de (S), 
tend vers Ü en +co. 
Exercice 9 
e Le polynôme caractéristique de la matrice À est : 
xa=X?-12X 1:36 (X 6), 


donc 6 est valeur propre double de À. Comme À £ 61, la matrice À n’est pas 
diagonalisable. En revanche, comme y1 est scindé, À est trigonalisable. 
Notons N = A —61,. On a: 


(11) 


En notant m=( _; ) et um = (5 }roua: 
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Tr : 
Donc, en posant P — ( _1 1/2 Jon a: 


oi 
N=P(; Je 


: _ {6 1 
A=PTP avec r=(, de 


et donc : 


En notant Y = P-!X,on a: 
X'=AX X'=PTP IX 


= PX'=TP x 
= Y'=TY. 


Résolvons le système différentiel Y’ = T'Y, qui, en notant Y = ( e ) , S'écrit : 
2 


Oy1 + Yo 
/ —_ 
V2 — 


* Analyse. Supposons que ŸY — ( : ) soit solution. 
2 


La dernière équation mène à l’existence de k2 € IR tel que : 
VEEIR yo(t) = ko et. 
La première équation y} — 6y1 + k2e?! apparaît alors comme une équation 


différentielle linéaire du premier ordre en y et mène à l’existence de k1 € IR 
tel que : 


VEEIR yi(t) = ki et + koteft, 
On obtient alors : 


6t 6t 
VHEIR (D = h ( . }+8( ss ) 
* Synthèse. De l’analyse précédente il résulte que l’ensemble Sr des solutions 
du système différentiel Y’ = T'Y vérifie Sr € Vect(Y1, Y2) avec : 


niutm() et rite (lu ). 
Comme on sait de plus que dim Sr = 2, la famille (Y1,Y2) en est une base. 
Finalement, en utilisant l’équivalence : 
X'=AX V'=TY qué XP), 
on obtient que l’espace des solutions du système X’ = AX est : 
Vect(X1,X2) avec X1=PY et X2 = PY2. 


De manière plus explicite, on a, pour tout t € IR : 


X1(t) = ( . ) et X2(t) =" ( L 
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Exercice 10 


e Ona Vect(y,w) © Vect (Re(y),Im(y)) du fait des deux relations : 
g& = Re(v) +i Im(s) et ÿ = Re(o) — iIm(y). 


e  L’inclusion réciproque Vect ( Re(w),Im(y)) € Vect(y,9) vient des relations : 


p+rp pp 
R = — t I _ | 
e(g) - e m(p) = —> 
Exercice 11 
e Pour xeC,ona: 
xæ— 1 1 —2 
Ya(t) = 2 æ+l 3 
0 0 zæ—1 
et donc, en développant par rapport à la dernière ligne : 
EL zæ—1 1 : 2 : .. | 
XA(x) = (x —1) Dh = (De +1)=(x—-1)(x+i)(x —à). 


La matrice À est donc diagonalisable dans € mais pas dans IR. 
e Après calculs : 


1 
* le vecteur V1 = | 4 est vecteur propre associé à la valeur propre 1 ; 
2 
1+i 
* le vecteur V2 — 2 est vecteur propre associé à la valeur propre i ; 


() 
par suite, comme À est à coefficients réels, le vecteur V2 est vecteur propre 
associé à la valeur propre —i. 
e Ainsi, une base de l’espace Sc des solutions à valeurs complexes est donnée 
par (X1,X2, X2) avec : 
Kite et Notes en Te. 
e Comme Vect (X2, X2) = Vect (Re(X2),Im(X2)) (cf. exercice 10 de la page 751), 
on à : 
Vect (X1, X2, X2) = Vect (X1, Re(X2),Im(X2)), 
et donc la famille (X1, Re(X2),Im(X2)) est une base de Sc. Puisqu’elle est formée 
d'éléments de SR, c’est une base de Sr (c’est en effet une famille libre de deux 
éléments appartenant à Sk, et l’on à dim SR = 2). 


De manière plus explicite, la base (X1, Re(X2), Im(X2)) est donnée par : 


1 cost — sint 
Ati=e id Re(X2)(t) = 2 cost 
2 0 
et 
cost + sint 
Im(X2)(t) = 2sint 
0 
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Exercice 12 Supposons que les fonctions ao, a1 et b soient de classe C?. 
Soit @ : 1 — IK une solution de (E). Raisonnons par l’absurde en supposant que & ne 
soit pas de classe CP*?. Comme 4, en tant que solution de (E), est 2 fois dérivable, il 
existe & € [1,p+1] tel que w soit de classe C* mais pas de classe C*+1, La relation : 

p=b— av —- av 

mène alors à une contradiction car : 
e le membre de gauche, w”, n’est pas de classe C*-1 : 
e le membre de droite est de classe C*-1 car : 


* les fonctions ao, a1 et b sont de classe CP donc C*-! ; 
* les fonctions 4 et w/ sont de classes respectivement C* et C*-T. 


Proposition 6 
+ os p() 
e Soit w: 1 — IK une solution de (E). Notons D :{r— 2 J' 


Pour tout te [,ona: 


? !(t (4 
EU En ) TN ( “ant 00 ) | 


Puisque 4 est solution de (E), on a : 
PE) = —ao(t)p(E) — a1(E)p(t) + b(E). 
Par suite, ® est solution du système différentiel : 


X'= A(t)X + B(t). (S) 
e _ Réciproquement, soit ® : Z — IK? une solution du système différentiel (S). 


Pi(t) ) , la relation &'(t) — A(t) D(t) + B(t) s'écrit : 


En écrivant ®(t) — . (+) 
2 


. = D) 
®(t) 


I 
& 
© 
PS 
H 
— 
K} 
Ha 
TS 
ŒS 
— 
& 
en 


(4) P2(t) + b(t). 
Ainsi, en posant 4 — 1, ® est de la forme t + ( . ) et 4 est solution de (E). 


Proposition 12 Tout d’abord, il est facile de vérifier que si r € € est une solution de 
l'équation caractéristique, alors la fonction 6 : {+ e'f est solution de (Fo), puisque : 


p" + ag'(t) + by(t) = pret + are"? + bei 
= (r? + ari +bjeñit, 
———, ——” 
=0 
e Premier cas : deux solutions distinctes r1 et r2. 


* Comme r; et r2 sont solutions de l'équation caractéristique, et d'après le calcul 
ci-dessus, les fonctions 41 et 42 sont solutions de (Eo). 
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* Liberté de la famille (1,42). Soit (A1, 2) € C? vérifiant A1 + À2wo = 0. 
En dérivant, on a alors A1 + À295 = 0. On a donc, pour t € I : 
{ Arerte = sers = 0 


riAse"tt Se: PE ra)oe"?t = 


ce qui s'écrit matriciellement : 


erit er2t À _ 
rie"1t re”?! À En 
rot 


€ 


Comme r1 £ r2, la matrice : 
Te 2 


t ) est de déterminant non nul, donc 


inversible. 
On en déduit que À1 — À2 = 0. D'où la liberté de la famille (41,2). 
e Second cas : une solution double r. 
*x Comme r est solution de l'équation caractéristique, la fonction (1 : t + e't est 
solution de (Eo). Intéressons-nous à w2 :t+ te'"!. Pour tEI,ona: 


pn(t) + awi(t) + boat) = (r?t + 2r)e"t + a(rt + 1)e't + bte’ 


= (r? + ar + bte"! + (2r +a)e't, 
— ——” y” 
—0 —=0 
donc 2 est solution de (Eo). 
* Liberté de la famille (1,42). Soit (A1, 2) € C? vérifiant A1 + À2go = 0. 

On a: 

El LT de + Aster! —= (Xi + Mtje' = 0 
et donc, puisque l'exponentielle ne s'annule pas : 

VtET ÀAj+ht = 0. 

En évaluant en deux valeurs distinctes de { (rappelons que l'intervalle JT a été 
supposé non réduit à un point), on obtient À1 = À2 = 0. 
D'où la liberté de la famille (41,2). 


Proposition 13 
e Les deux premiers cas se traitent de la même manière que dans le cas IK = €. 
e  Plaçons-nous dans le troisième cas : supposons que l'équation caractéristique ait deux 
racines complexes non réelles à +18 et à — if avec (a, 8) € IR x IR*. 
L'espace des solutions de (Fo) à valeurs complexes est alors : 


Soc = Vect(p,ÿ) avec pit el Ti Z et cos(Bt) + isin(Bt)). 
Les fonctions 41 = Re(sy) et 42 — Im(y) sont alors deux solutions de (Es) à valeurs 
réelles, et elles vérifient de plus : 
Vectc(p1,4#2) = Vecte(p,5) = Soc; 


donc (41,42) est une base de Soc. 

La famille (41,42) est donc libre dans le C-espace vectoriel F(7,C), donc a fortiori 
libre dans le IR-espace vectoriel F(7,1R). 

Comme dim So = 2, on en déduit que (41,42) est une base de So. D'où le résultat. 
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Exercice 13 


1: 


On notant À — ( . a ) , l'équation (Fo) se traduit par le système différentiel 
suivant : 
X'=AX. (So) 
Le polynôme caractéristique de la matrice À est donné par : 
L —] 2 
IK = — b. 
Vx € XA(x) 5 . x” + ax + 


Remarque. On retrouve l’équation caractéristique de (Eo) : résoudre l’équation 
caractéristique revient à chercher les racines du polynômes 1. 

Dans le cas où l’équation caractéristique a deux solutions distinctes r1 et ro, 
le polynôme caractéristique YA est scindé à racines simples r1 et r2. Dans ce 
cas, la matrice À est diagonalisable. Soit V1 et V2 des vecteurs propres de A 
associés respectivement aux valeurs propres r1 et r2. D’après le point méthode 


de la page 748, l’espace $& des solutions du système différentiel (S) est : 
So = Vect(®1, Do) avec Pi:tre"tiV et Doit et Ve. 


Puisque af : ) — ( É ): le vecteur ( ' ) n’est pas vecteur propre de À. 


Par suite, les vecteurs V1 et V2 ont une première composante non nulle. Quitte à 
les multiplier par un scalaire, on peut supposer qu’ils s’écrivent : 


n=( : ) et = . ) avec (a1, a) € IK?. 
(621 a2 


Les solutions du système ($S) sont de la forme : 
D = A1D1+)2D2 avec (1,2) € IK?, 


et l’on a : 


A e"tt + li er2t 
Œ(t) LL ( \ @] erit “E X @2 er2t 


) avec (A1, ) € IK?. 


Ainsi, d’après la proposition 6 de la page 754, les solutions de (Eo) sont les fonc- 
tions de la forme : 


g(t) = XMe't+)2e"2{ avec (A1,2) € IK?, 
autrement dit : 


So = Vectx(pi,w2) avec witre"tt et (wait et. 


Supposons que l’équation caractéristique possède une solution double r. Dans ce 
cas, la matrice À possède r comme unique valeur propre. 
Comme À £ rl,la matrice À n’est pas diagonalisable, mais elle est trigonalisable 


a 
car son polynôme caractéristique est scindé dans IK[X]. On à r — =. et l’on 


1 _. 0 
constate que le vecteur ( : ) est vecteur propre associé à r. Le vecteur ( 1 ) 
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complète ce vecteur propre en une base de IK? et l’on a : 


A=PTP | avec P = 0 et T=(" ° avec a € IK \ {0}. 
Tr 1 0 r 
Si l’on note Y = PIX, alors X est solution de (So) si, et seulement si, Y est 


solution du système différentiel Y’ =TY : 
! — 
{ 91 ru +rag ayant écrit YŸ — ( ol ) 
Ya — TU2 V2 


La résolution de la seconde équation donne : y2(t) = Àe'! avec À € IK. 
La première équation apparaît alors comme une équation différentielle linéaire 
d'ordre 1 en y1 : 


yi(t) — ryi(é) = ae’, 
et la résolution donne : 
yi(t) = yet + ate'. 
e Ainsi, les solutions du système différentiel Y’ = T'Y sont données par : 


rt rt 
Fi = ( id ed ) avec (À,u) € IK?. 


e La relation X — PY donne alors les solutions du système différentiel (So), 
dont on récupère la première composante pour obtenir les solutions de l’équa- 
tion différentielle (Eo) : 

te pe't+ate't avec (À,u) € IK?. 


On a donc : 
So = Vect (tr e"f,tr ate't) 


ou encore, puisque & £ 0 : 


So = Vect(te"t,tr te’). 


Proposition 14 
e Supposons que À ne soit pas racine de l'équation caractéristique. 
La fonction w :t+ et est deux fois dérivable et : 


VEEIR p"(t)+aw'(t) + bot) = (X7 + ax +b)e". 


Par suite, en posant k — la fonction t + ke”! est solution de (E). 


1 
X+aÀ+b 
e Supposons que À soit racine simple de l'équation caractéristique. On a alors : 

X+aï+b=0 et 2 +a £ 0. 


At 


La fonction w:tH te est deux fois dérivable et : 


VER (té) +ag'(t) +bç(t) = ((X7 + ax + b)t + (2 + a)) e" 


= (21+a)e". 


Par suite, en posant k — , la fonction t+ ktet est solution de (E). 


1 
21+a 
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e Supposons que À soit racine double de l'équation caractéristique. On a alors : 
X+a+b=0 et  2\+a=0. 
La fonction w:t t2et est deux fois dérivable et : 


VEEIR g'(t) +ag'(t) +bo(t) = ((X + ax +b)t? + 2(2X + a)t +2) e* 


= 2e, 


2 


; . [A 
Par suite, la fonction t à En 


est solution de (E). 


Exercice 14 
1. Notons n le degré P, de telle sorte que, comme P est non nul, P s'écrit : 
P=anyX"+...+a0 avec an Z 0. 


En reportant dans l'équation (Eo), on constate que le polynôme : 


Q=(X?+2X —-1) P"+(X?-3) P'—(2X +2)P 
est le polynôme nul car il vérifie : 
VtEIR Q(t) =0. 


Or, le polynôme Q s'écrit : 


Q=(n—-2)anX"Tt +... — (202 + 3a1 + 200). 
Comme a, £ 0, on a nécessairement n — 2. 


2. D'après la question précédente, on peut rechercher les solutions polynomiales non 
nulles de (Eo) sous la forme t+ P(t) avec P de la forme : 


P = œX? +a1X + ap avec a2 £ 0. 


En reportant dans l’équation (Eo) et, par unicité des coefficients, on obtient 
que t+> P(t) est solution de (Eo) si, et seulement si : 


(021 —= 0 
An —  —2. 
Par suite, et comme la fonction nulle est également solution, les solutions polyno- 


miales de (Fo) sont les fonctions : 


te X(F—1) avec ÀEIR. 


Exercice 15 


1. e Dans un premier temps, supposons que @ soit une solution de (Eo) dévelop- 
pable en série entière sur un intervalle de la forme |-r,r| avec r > 0. 
Pour {€ |-r,r|,on2: 


+00 +00 +oo 
p(t)= Sant" pH =S nant et w"(t) = D n(n—1jant" 2. 
n=0 n=1 n=2 
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En injectant dans l'équation (Eo), on à, pour tout t € ]-r, rl : 


+00 +00 +00 
At . n(n — 1)a» nan », nat >. ant" = 0. 
n—2 n=1l n=0 


puis en réindexant les sommes pour obtenir dans chacune d’entre elles des 
termes en {” : 


+00 +00 +00 
AS nn+lansit +29 (n+1l)anrit" — dant" = 0, 
n=1 n=0 n=0 
ce qui donne, en regroupant les sommes : 
+oo 
(2 a1 — ao) + ÿ ((2r + 2)(2n + Ljany1 — ant" = 0. 
nl 


Par unicité du développement en série entière, on peut identifier les coefficients : 
VneIN (2n+2)(2n + 1)an+1 — an = 0. (x) 
Il en résulte facilement que : 


1 
VnEIN ay = —— Go, 
*_ (@n)! ! 
ce qui donne : 
+00 a 
t a — =": 
p(t) 0 . Cn)! 
n=0 
Réciproquement : 
t”? 
* le rayon de convergence de la série entière >. En vaut +oo (on le montre 
n)! 


par exemple par le critère de d’Alembert) : 


* la fonction 4 : IR —> IR 
+00 a 
t__- 
DE 


est telle que ses coefficients vérifient la propriété (x), et par suite, d’après 

les calculs effectués dans la première partie du raisonnement, & est solution 

de (Eo) sur IR. Comme de plus (0) = 1, cela répond à la question. 
Pour t{ > 0, on a : 


+oo VE 2n 
es. sal = (V5). 
n=0 : 
Il est naturel de tester la fonction t + sh (V4), dont on constate qu’elle est 
solution de (Eo) sur ]0, +. 
e D'une part, les fonctions t+ ch (VE ) et tr sh (VE ) forment une famille 


libre dans l’espace F0, +oo|, IR). En effet, si (A1, À2) € IR? vérifie : 
V>0 Xch(vt)+ish(v#) =0, 


alors en considérant la limite quand t — 0*,on obtient À = 0, puis À2 = 0 
en prenant n'importe quelle autre valeur de t. 
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e D'autre part, sur l'intervalle ]0, +c!, l'équation (Eo) se met sous forme 
résolue : 


/ 
(Eo) : æ”+—-——=0 


Par suite, sur cet intervalle, l’espace solution est de dimension 2. 
Ainsi, les deux fonctions t + ch (vt) et tr sh (V4) forment une base de 
l’espace solution. 
3.(a) Pour t<0,ona: 


n=0 


(b) De même, on peut vérifier que la fonction t + sin (V—Et ) est solution de (Eo) 
sur |—c0,0[. On conclut, par les mêmes arguments qu’en 2b, que les fonc- 
tions t+ cos (—{) et tr sin (Y—f) forment une base de l’espace solution 
de (Eo) sur ]—-c,0!. 


Exercice 16 La fonction w0 :t+ t est solution de l’équation homogène. 
Cherchons une solution particulière sous la forme & = À 9 avec À une fonction deux 
fois dérivable sur ]0,+c!. En injectant dans l’équation (E), on obtient que 4 est 
solution de (E) si, et seulement si, À’ est solution de l’équation différentielle linéaire 
d'ordre 1 : 


— 4nt 
qui s’écrit sous forme résolue : 

— 3 4nt 

COS RE en 


Les solutions de l'équation (E) (obtenues en résolvant l'équation homogène puis en 
appliquant la méthode de variation de la constante vue en première année) sont les 


fonctions : 


Int 1 k 
m2 + avec kElR. 


En primitivant, on obtient que la fonction $ — À est solution de (E) si, et seulement 
si, À est de la forme : 


A) = in tint £ +£ avec (k,0) € IR?. 
En conclusion, les solutions de (E) sont les fonctions : 
te tin t-tint+ : +£t avec (k,£) € IR. 
On distingue dans cette forme des solutions : 
e une base de l’espace des solutions de l’équation homogène : (: Ritter :) ; 


e une solution particulière : t++tIn?t—tInt. 
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Exercice 17 


Analyse. Soit f une solution de (E). 


x Considérons la fonction : 


Ge JS = R 


Comme f est deux fois dérivable sur IR, g est deux fois dérivable sur ] L. 


Fixons u € ]-5 z |. On a, en notant t = tan : 


g'(u) = (1+4) FC) 
et 
g'Qu) = (1 +67) MCE) +26 (1 +67) F'(E), 
et l’on constate que : 
g'(u) +2g'(u) + glu) = (1 +47)? F6) +2 (+ 1)(1 +47) F6) + FE). 


En utilisant le fait que f est solution de (E), on obtient : 


g'(u) +2g'(u) + g(u) = 0, 
et donc fonction g est solution sur IR de l’équation différentielle : 
(Œ) : &+9x/+x=0. 


Cette équation est une équation différentielle linéaire scalaire homogène 
d'ordre 2 à coefficients constants que l’on sait résoudre. On en déduit l’exis- 


tence de (a,b) € IR? tel que, pour tout u € IR : 
g(u) = (au +b}e” *. 
* Revenons sur la fonction f. Pour tout {€ IR, on a : 
f(t) = f(tan(Arctant)) = g(Arctant). 
Par suite, on obtient l’expression suivante de f(t) pour t € IR : 


f(t) = (a Arctant +b)e7 Arctant, 


Remarque Pour obtenir l'expression de f(t) à partir de celle de g(u), on à 
exprimé uw en fonction de t, ce que l’on a pu faire car le changement de va- 
riable t — tan u est bijectif. 


Synthèse. Réciproquement, on peut vérifier que toute fonction f de la forme ci- 
dessus est bien solution de (E). 


Remarque Pour justifier la partie synthèse sans calculs, on peut remarquer que, 
d’après la partie « analyse » du raisonnement, on a : 


— Arctant a Arctant 


So € Vect(p1,p2) avec mi=tre et Ywi:tr Arctan(t) 


Comme l’équation est linéaire homogène d’ordre 2 et peut être mise sous forme 
résolue, on à dim So = 2. L’inclusion précédente est donc une égalité. 
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Exercice 18 


1: 


ne 


Sur les intervalles ]—-co,0[ et ]0,+co{, l'équation se met sous forme résolue. 


e Sur |—-c,0|, les solutions sont les fonctions : 
tn A + avec ÀEIR. 
e Sur 0, +], les solutions sont les fonctions : 
ts pt ie avec HE IR: 


Soit & une solution sur IR de l'équation (E). 
Elle est solution sur |—-c,0!|, donc il existe À € IR tel que : 


VD: DO=XPFLF. 
De même, w est solution sur ]0, +, donc il existe y € IR tel que : 
M0 vÜ)=pr Lt. 


En exploitant le fait que 4 vérifie l’équation en 0, on obtient w(0) = 0. 
On a donc la forme recherchée pour 4 : 


À LÉ St<Û 
g(t) = 


HÉ LE st>0. 


Remarque Pour obtenir w(0) = 0, plutôt que d'évaluer l'équation en 0, on aurait 
pu évoquer la continuité de @ en 0 et obtenir (0) — 0 par passage à la limite. 


Réciproquement, soit @ : IR — IR une fonction de la forme : 


avec (À, u) € IR?. 


gt) = 


APE i<0 
ni gt> 0 


Montrons que est solution de (E) sur IR. 
e Cette fonction w est dérivable sur IR* et est manifestement solution de l’équa- 
tion (E) sur les intervalles ]—oo, 0[ et ]0,+oo|. 
e On voit rapidement que w est de plus continue en 0. 
e Pour tout t < 0, on a w'(t) = 2At + 342. On a donc w'(t) = 0, ce qui 
t—0— 


prouve que 4 est dérivable à gauche en 0 avec 4°(0) = 0 d’après le théorème 
de limite de la dérivée. 
De même, on montre que & est dérivable à droite en 0 et que w/,(0) = 0. 
Comme 4,(0) = v(0), la fonction 4 est dérivable en 0 et (0) — 0. 

e Enfin, on a l'égalité 0w’(0) —24(0) = 0, donc & vérifie l'équation différentielle 
en 0. 

La fonction 4 est donc solution de (E) sur IR. 
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Exercice 19 


e Tout d’abord, l'équation se met sous forme résolue sur les intervalles |—co,0! 
et ]0,+oo! : 


x sur ]—00,0[, les solutions sont £+> Àe-l/t avec XÀEIR; 
1/t 


* sur |0,+o!, les solutions sont {+ ue avec € IR. 


e  Recherchons par analyse-synthèse les solutions de (E) sur IR. 
* Analyse. Soit @ une solution de (E) sur IR. 
x Tout d’abord, w est solution de (E) sur l'intervalle ]—-co, O[ et sur l’inter- 
valle ]0,+oo[, donc il existe (À, u) € IR? tel que : 


VEEIRY pti=ahe Mt et  VEEIR* pit}=ue li 


x De plus, & est dérivable sur IR et donc continue. En particulier, & est 
continue en 0, et donc possède une limite finie à gauche en 0. 


Comme lim e-!{/t= +, on a nécessairement y = 0. 
t—0— 


La fonction & vérifie donc : 


D si 4<0 
VER #0 = { del gi t>0. 


* Synthèse. Réciproquement, supposons & de la forme ci-dessus. 
x La fonction & est dérivable sur IR* et vérifie l’équation sur |]—oco,0![ 
et ][0,+oo!|. 
x Puisque w(t) = 0 pour tout t < 0, la fonction @ est dérivable à gauche 
en 0 et p°,(0) — 0. 


e-1/t 


x Puisque w'(t) = y pour tout { > 0, on a, par croissances compa- 


t2 
rées, p'(t) —+ 0. Comme w est continue en 0, on déduit du théorème de 
t—0 
limite de la dérivée que & est dérivable à droite en 0 avec 4/,(0) = 0. 
x Comme 4°(0) = (0), la fonction 4 est dérivable en 0 et (0) = 0. 
x Enfin, il est facile de constater que & vérifie l’équation en 0. 
Par suite, & est bien solution de (E) sur IR. 


Exercice 20 


e Tout d’abord, on constate que l’équation se résout facilement sur les inter- 
valles ]—co, 1[ et ]1,+o0[ où elle se met sous forme résolue : 


* sur |—-0o,1|, les solutions sont : 


\+t 
tn —— ER; 
EE) avec ÀEÏIR; 
* sur |1,+o!, les solutions sont : 
u+t 
LE — € IR. 
EE) avec 
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e  Recherchons par analyse-synthèse les solutions de (E) sur IR. 


* Analyse. Soit & une solution sur IR. 
x Tout d’abord, w est solution de (E) sur l'intervalle |—co, 1[ et sur l’inter- 


valle ]1,+oo[, donc il existe (À, u) € IR? tel que : 


À+t? u+t? 


x De plus, & est dérivable sur IR et donc continue. En particulier, @ est 
continue en 1, et donc possède une limite finie en 1. 
Cela impose d’avoir À = y = —1. On obtient : 


2-1 t+1 
F0 5 2 
et donc, par continuité en 0 : 

t+1 

VEEIR y(t) = — 
* Synthèse. Réciproquement, il est immédiat que la fonction : 

= —— 
Li 2 


est solution de (E) sur IR. C’est donc l’unique solution de (E) sur IR. 


Exercice 21 


e Analyse. Soit @ une solution de (Eo) sur IR. 


* Comme 4 est solution de (Eo) sur les intervalles ]—co,0[ et 10, +, il existe 
des réels À1, À2, 1 et 2 tels que : 


__ f À cos (V—t) + sin (V=t) si t<0 

RES { lach(V?) + jedh(V?) si t>0 

* La fonction est continue sur IR, donc en particulier continue en 0. 
On à ainsi : 


w(0) = img = lim w, et donc (0) = À = y. 
de 


* La fonction & est dérivable sur IR, donc en particulier en 0. 


x Pour tout { > 0, on a : 


pa sh (V4) | we ch (V5) 
2 VE 2 Vt 


Si u2 n’était pas nul, alors on aurait w/(t) —+ +00 (selon le signe de 2). 
t—0 


p'(t) = 


Cela impliquerait, d’après le théorème de la limite de la dérivée, que le taux 


d’accroissement de w en 0 tendrait vers +oo en 0Ÿ, ce qui contredirait la 
dérivabilité à droite de & en 0. Donc 2 = 0. 


781 


Chapitre 13. Équations différentielles linéaires 


x Pour tout { < 0, on a : 
a = À sin (V—t) : À2 COS (+) 
2 /—t 2/—t 


Si À2 n’était pas nul, alors on aurait w'(t) —> + (selon le signe de A2). 
t—07 


Cela impliquerait, d’après le théorème de la limite de la dérivée, que le taux 
d’accroissement de & en 0 divergerait vers +o en 07, ce qui contredirait 
la dérivabilité à gauche de & en 0. Donc À2 = 0. 


* On obtient que : 
Acos (Vi) si t<0 
(t) = 
À ch (VE) si t2>0 
et donc finalement : 


oo 


PL 
n=0 ° 


e Synthèse. Réciproquement, toutes les fonctions de la forme précédente sont solu- 
tions de (Eo) : ce sont les solutions développables en série entière déjà obtenues à 
l'exercice 15 de la page 760. 
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13.1 


13.2 


13.3 


13.4 


13.5 


x 13.6 


Exercices 


S’entraîner et approfondir 


Ordre 2 à coefficients constants 

Résoudre dans IR les équations différentielles suivantes : 
1. (E) : x” — 3x +2x = sin(t), 

2. (E) : zx” —2x+x = ch(t). 


Résoudre sur 1 = ]-1,1/[ l’équation réelle : 
4(1-+#)7" dir +x=0. (E) 
On cherchera des solutions développables en série entière. 
Équation d’Airy 
On considère l’équation différentielle : 
(E) : y" —xy =0 
Montrer, sans chercher à les expliciter à l’aide des fonctions usuelles, que toutes les 


solutions de (E) sont développables en série entière sur IR. 


Soit p : 1 — IK une fonction de classe C! et q : I — IK une fonction continue. 
Montrer qu’il existe une fonction a : 1 — IK, deux fois dérivable et ne s’annulant pas, 
telle que l’équation différentielle : 


(E) : à” +p(t)x" + q(t)x = 0 


a 
se traduise, sur la fonction 2 = —, en une équation du type : 
a 
(Œ) : z/+r(t)z=0 avec r : I — IK continue. 


Soit g:IR — IR une fonction de classe Cf, croissante et bornée. 
On souhaite prouver que toute solution sur IR de l’équation différentielle : 


(Œ) : y'+y=39 
est bornée. Soit f une telle solution. 


1. Montrer qu'il existe (k1,k2) € IR? tel que pour tout { € IR : 


Ho 0 (a ” | | cos(uylt)du) L60s(Ô (e _ | | sn(u)g(udu). 
à: Monter due fete 


Soit f : IR; — IR de classe C! telle que f’ + f tend vers 0 en +. 
Montrer que f et f’ tendent vers 0 en +co. 


Indication : on pourra poser g = f' + f, et voir alors f comme une solution de 
l’équation différentielle y’ + y = g. 
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13.7 Soit Î un intervalle d'intérieur non vide de IR. On s'intéresse à une équation diffé- 
rentielle linéaire homogène du second ordre : 


(Eo) : x” +ai(t)x' +ao(t)xz —=0 avec a1:1—1IK et ao:1—1K continues. 


Soit 41 et w2 deux solutions de (Eo). On appelle wronskien de la famille (41,42) 
l'application : 


Wade + ik 


p1(t) pli) 
af 5 26) 


1. Montrer que le wronskien W,,.., est solution sur 7 de l’équation différentielle 
linéaire homogène d’ordre 1 : 


x! + ai(t)x = 0. 


2. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) (w1,Y2) est une base de So ; 
Gti) ser  W(t) £0;: 
(iii) Ver W(t)Æ0. 
3. Application. Justifier que les fonctions w1 : t + cos(t) et ÿ2 :t > t ne sont pas 
solutions sur IR d’une même équation différentielle linéaire homogène de la forme : 


x + ai(t)x! +ao(t)x = 0 avec ai et ao continues sur IR. 


x 13.8 Soit q : IR — IR continue. On considère l’équation différentielle : 
(E) : y” +a(t)y = 0. 
Soit u et vu deux solutions de (E) linéairement indépendantes. 


1. Notons Z, l’ensemble des zéros (t.e. des points d'annulation) de u. 
Montrer que tout point de Z, est isolé, c’est-à-dire que l’on a : 


Vo Zu 1>0 ZaNlto-r,to+r] = {to}. 


2. Soit to un point d'annulation de u. Supposons que u s’annule sur l’intervalle 
lto, +oo[. Montrer qu'il est licite de considérer {1 le plus petit point d'annulation 
de u sur l'intervalle lo, +oo!. 


3. (a) Montrer que la fonction W = uv’ — uv est constante et n’est pas l’application 
nulle. 
On pourra utiliser les questions 1 et 2 de l’exercice 13.7. 
(b) Montrer que, sur l'intervalle to,t1[, v s’annule une et une seule fois. 
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13.9 Soit Z un intervalle de IR d'intérieur non vide, n un entier naturel non nul, ainsi 
que &@0,...;:4n-1 des fonctions continues de 7 dans IK. 


On s'intéresse à l’équation différentielle suivante : 
n—1l 
ær) + >» ag(t) 0) = 0. (E) 
k=0 


Une telle équation différentielle est dite linéaire scalaire homogène d’ordre n. 
1. (a) Soit w € C"(I,IK). Trouver une application À : 1 — M,{(IK) permettant de 
traduire l’équation (E) à l’aide d’un système différentiel linéaire d’ordre 1 : 


X'= A(t)X. (S) 


On donnera rigoureusement le lien entre les solutions de (E) et celles de (S). 
(b) En déduire que l’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel de 
dimension n. 
2. Dans cette question on suppose que les fonctions ao,...,4n-1 Sont constantes. 
(a) Montrer que, pour À € IK, la fonction f\ : t + e* est solution de (Eo) si, et 
seulement si, À est racine du polynôme : 


n—1 
P=XTES ax" 
k=0 
(b) En déduire que si le polynôme P est scindé à racines simples À1,...,À,, alors 


l’ensemble S des solutions de (Eo) est : 
So = Vect (fx,..., fa). 
13.10 Considérons un système différentiel linéaire homogène : 
(So) : X’=A(t)X avec A:1— M, (IK) continue. 


On note So l’espace des solutions du système différentiel So. 
Soit w1,...,wn des solutions de l’équation homogène (So). 
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) la famille (w1,...,4n) est une base de Ss ; 
(ii) il existe to € Z tel que la famille (p1(#0),..., #n(to)) soit une base de IK” ; 
(iii) pour tout 4€ I, la famille (q1(t),...,@n(t)) est une base de IK”. 


13.11 Résoudre dans IR le système différentiel : 


x = x + 8y + e! 
mir, 
y = 27 + y 
On pourra écrire sous la forme X' = AX + Bt) et réduire la matrice À pour se 
ramener à un système plus simple. 


TO — 
13.12 Résoudre dans IR le système différentiel (S) : 4 y = 2z 
z' n à 
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13.13 


13.14 


13.15 


x 13.16 


13.17 


13.18 
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Résoudre le système réel : 
x — x — ty + te 
BE 2 (1) 
YO = ET + y 
On pourra chercher une équation différentielle vérifiée par x + iy. 


Soit p € IR. Trouver toutes les fonctions trois fois dérivables sur IR à valeurs réelles 
vérifiant : 


VEEIR fO)(E) — f(t) = ePt. 
Soit À une matrice symétrique réelle telle que sp(A) € IRŸ et & une solution réelle 
non nulle sur IR du système différentiel : 
X = AX 
Montrer que l’application { + |[y(t)|| est une bijection de IR sur IR (la norme ||:|| 


désignant la norme euclidienne canonique sur IR"). 


Soit n e IN* et A:1R— M, (C) continue et périodique de période T > 0. 
Montrer que le système différentiel homogène 


(S) : X'= A) X 
admet une solution non nulle © pour laquelle il existe À € € tel que : 
VtEIR p(t+T)=Av(t). 
On considère l'équation différentielle (E) : y” = x4y. 
1. Montrer qu'il existe une unique solution f telle que f(0) = f'(0) = 1. 


1 
2. On admet que — est définie et intégrable sur IR}. Montrer que la fonction : 


J 


+00 
giar fn [ Te 


est aussi solution de l'équation (E). 
3. Montrer le résultat admis à la question précédente. 


On définit les fonctions f et g sur IR? ainsi : 


+00 —tr +00 : t +oo t 
f(x) = | rt et g(x) = (/ at) COST — (/ at) sin x. 


1. Établir, pour tout x > 0, la convergence des intégrales : 


+00 &: +00 
sin t cos £ 
| a | de 


1 
2. Montrer que f et g sont solutions de l’équation différentielle y” + y = =. 


3. En déduire que f = g et déterminer la valeur de | — dt. 
0 
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Solution des exercices 


13.1 Les deux équations de cet exercice sont des équations différentielles linéaires d’ordre 2 
à coefficients constants. On cherche à les résoudre sur IR tout entier. 


1. + L’équation caractéristique r? — 3r +2 = 0 possède deux solutions distinctes : 1 
et 2. Ainsi l’espace des solutions de l’équation homogène est : 


So = Vect(t + et,tr e?t), 
it Lit 
2i 
Donc, si w1 et w2 sont respectivement solutions des équations : 


e Le second membre s'écrit sin(t) = 


(E1) : x” — 3x + 2x = e* et (E2) :2"— 3x +2r=e *, 
P1 — P2 
2i 
* Comme à n’est pas solution de l’équation caractéristique, l'équation (E:1) 
possède une solution de la forme t + ke! avec k € €. On obtient que : 
143 ie 

10 


alors la fonction ÿ = est solution de (E). 


pit 


est solution. 
* On observe que la fonction 42 = ÿx est solutions de (E2). 
On obtient finalement comme solution de (E) la fonction 4 définie par : 


g(t) = Im (p1(t)) = cos(t) + = sin(t). 


e En conclusion, les solutions de (E) sont les fonctions : 
3 1 
Te cos(t) + 10 sin(f)+det+uet avec (Xu)E IR?. 


2. e L'équation caractéristique r? — 2r + 1 = 0 possède 1 comme solution double. 
Ainsi l’espace des solutions de l’équation homogène est : 
So = Vect(tr+ e!,tr te). 


et+e-t 


e Le second membre s'écrit ch(t) — - 


. Donc, si 41 et w2 sont respecti- 
vement solutions des équations : 
(E1):æx"—-92x +x—e et (E2) : x” 2x +r—e"t, 


@1 + 2 


alors la fonction ÿ = est solution de (E). 


* Comme 1 est solution double de l'équation caractéristique, l'équation (E:) 
possède une solution de la forme + kt?et avec k € IR. On obtient que : 


12 
pit se 


est solution. 
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* Comme —1 n’est pas solution de l’équation caractéristique, l'équation (E2) 
possède une solution de la forme t + ke avec k € IR. On obtient que : 
: 1 —t 
pitt 1 € 
est solution. 
On obtient finalement comme solution de (E) la fonction 4 définie par : 
2 
@lt) = et + set 
e En conclusion, les solutions de (E) sont les fonctions : 


1 
tr a + (\+ut+ —) el avec (À,u) € IR?. 


13.2 °e Commençons par chercher les solutions de (E) développables en série entière. 
* Analyse. Soit @ une solution de (E) sur ]—-1,1], somme d’une série en- 
tière ÿ'a,t” de rayon de convergence R > 0. 
Pour te ]-1,1[N]-R,R|, on a : 
4(1— €) p"(t) — 4tp'(t) + w(6) = 0, 
ce qui donne, en remplaçant w(t), w'(t) et w”(t) par leurs développements en 
série entière et après arrangement du calcul : 


+00 

ÿ (An + 2)(n + Ljanz2 — (An? — lan) # = 0. 

n=0 
Par unicité du développement en série entière, l’égalité précédente se traduit 
par le fait que pour pour tout n € IN : 


Afn +2)(n + 1)an+2 = (2n — 1)(2n + 1) ax (x) 


c'est-à-dire 

(n +2)(n + 1) an+2 = É — n) È —n— 1)an 

(a—n)(a—n—1) 
(n + 2)(n +1) 


On obtient ainsi, en distinguant les valeurs paires et impaires (et en utilisant 
les coefficients binomiaux généralisés) : 


1 
ou encore, en notant & = 9 ! An+2 = ds. 


An — 


(2n)! 2n 
: _(a=1)a-2):"(@-2n+1)a-2n), =} a }o 
no (2n + 1)! 7 _a\2n+1) 


Il en résulte que pour tout { € ]—1,1[N]-R, R[, on a w(t) = ao pi(t)+ _ pa(t) 
a 


+00 4 +00 _. 
c te a et ÈS DURE 
TC. 2, a . 2, Fe % o 
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* Synthèse. Réciproquement, les fonctions 41 et w2 sont bien définies sur ]—1,1{, 
car le rayon de convergence des séries entières considérées vaut 1 (grâce à la 
règle de d’Alembert) et leurs coefficients vérifient la relation de récurrence (x). 
Ainsi, w1 et y2 sont bien solutions de (E) sur ]—1,1|. 

L'équation (E) est d’ordre 2, à coefficients continus, et se met sous forme réso- 
lue sur l'intervalle ]—-1,1[; on a donc dimSg — 2. On sait de plus, d’après la 
proposition 10 de la page 755, que l’application : 

D: Se — IR? 

pe + (y(0).#/(0)) 

est un isomorphisme. 
On a de plus (w1(0),w1(0)) = (1,0) et (y2(0),w2(0)) = (0, 1/2). 
Autrement dit, on à w1 = #!((1,0)) et 2 = #!((0,1/2)). Comme la fa- 
mille ((1,0),(0,1/2)) est une base de IR?, il en résulte que (41,42) est une base 
de Sr, ce qui conclut la résolution de (E) : 


SE = Vect((p1,42). 


Remarque On peut simplifier le résultat en remarquant que pour t € ]-1,1! : 


(1 + 2) = > OORACECCE De-ar(e) 2 


autrement dit : 
(gi+p)(t)= VI+é et (1 pol(t) = VI —-# 


Les fonctions tr VI1+tet tr V1 —+{ étant linéairement indépendantes, on a : 


S = Vect (+ Eat » VI). 


Remarquons tout d’abord que l'équation (E) est une équation linéaire scalaire 
homogène d’ordre 2, à coefficients continus, et écrite sous forme résolue, donc 
son ensemble S de solutions est un espace vectoriel de dimension 2. Aïnsi, pour 
prouver que toutes les solutions sont développables en série entière sur IR, il suffit 
de prouver qu’il en existe deux linéairement indépendantes. 

Soit f : IR — IR développable en série entière sur IR s’écrivant, pour tout x € IR : 


+00 
JE) = D, PA 
n=0 


Pour tout x E IR, on a, après simplification : 
+oo 
f(x) — x f(x) = 2a2 + >, ((n + 3)(n + 2)ants — an)r" TT. 
n=0 
Par unicité du développement en série entière, une telle fonction f est donc solu- 
tion de l'équation (E) si, et seulement si, la suite (a,) vérifie : 
a2 = 0 et VneIN (n+3)(n +2)an+3 — an = 0. (x) 
On peut constater qu’une telle suite (a,) est entièrement caractérisée par ses deux 
premiers termes ao et a1 et que tous les termes de la forme a3»+2 sont nuls. 
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e Nous sommes alors en mesure d’expliciter deux solutions linéairement indépen- 
dantes w1 et w2 développables en série entière sur IR. 


* Considérons la suite (a,) définie par : 
An 
ao, &1,@2) = (1,0,0 et Vn EN Qu = —————— 
(ao, cu, a2) = (1,0,0) 7 fn+3)n+2 
On a alors : 
Vn EIN Ggn+1 = Ggn+2 = 0. 


Posons, lorsque c’est possible : 


+00 +oo 
Bd) = y Ant? = ) QanTT. 


La relation de récurrence vérifiée par la suite (a,) donne, pour tout x € IR* : 
ES ES D 2 

(3n + 3)(3n +2) n+00 
La règle de d’Alembert assure alors que la série entière Sant" a un rayon 
de convergence valant +oo. La fonction w1 est donc bien définie sur IR, et est 


donc une solution de (E) développable en série entière sur IR. 
* De la même manière, si l’on pose : 


An x" 


Pn 
; Pas = (0. 1;:0 et VEN nr = ————, 
(Bo; B1, B2) = ( ) n Pn+3 m+3)n+2 
alors la fonction 42: IR —= IR 
+00 
ZT —> S Hume 
n=0 


est une solution de (E) développable en série entière sur IR. 
* On a (41(0),w1(0)) = (1,0) et (2(0),w2(0)) = (0,1). 
Autrement dit, on à g1 = # 1((1,0)) et w2 = # 1((0,1)), où w est l’isomor- 
phisme : 
D: Se — IR? 

p + (p(0),#(0)). 
Comme la famille ((1,0),(0,1)) est une base de IR?, il en résulte que (41,42) 
est une base de Sr, ce qui conclut la résolution de (E) : 

SE = Vect(1,42). 


13.4 Soit 4 : 1 — IK une fonction. Si a : Z — IK est une fonction deux fois dérivable ne 
s’annulant pas, alors la fonction Ÿ — _ est deux fois dérivable si, et seulement si, 
l’est, et l’on a alors : L 
p'=œvY+ay et D =" D+20o d + aŸ". 
On obtient alors que @ est solution de (E) si, et seulement si, 4 vérifie : 
VtET a(t)d"(t) + (2a/(t)+p(ta(t))d'(t) + (a/(t)+p(t) a (6)+a(ba(t))4(t) = 0. 
Choisissons alors pour & une solution non nulle de l’équation d’ordre 1 : 


t 
y +20, 20 
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Une telle fonction à ne s’annule pas sur J et, puisque p est de classe C! sur I, @ 
est de classe C? sur Z. Alors, les solutions & de l'équation : 
(Œ) : 2° + p(t) x + q(t)x = 0 
sont toutes les fonctions 6 :t+ a(t)d(t) où Ÿ est solution de l’équation : 
a! + a! + a 
z'+r(t}z=0 avec r — En  . 
a 

Comme p et q sont continues et a de classe C?, la fonction r est continue. 


13.5 1. L'espace des solutions de l’équation homogène (Eo) : y” + y = 0 est : 
So = Vect(sin, cos). 


Considérons la fonction : 
(A t 
pit sin(t) | cos(u)g(u)du — cos(t) sin(u)g(u)du. 
0 0 


Si l’on montre que w est solution de (E), alors on pourra affirmer que l’ensemble 
des solutions de (E) est : 


S = + Vect(sin, cos), 


ce qui donnera l’expression souhaitée pour f. 
La fonction & est dérivable sur IR et l’on a, pour {€ IR : 


t t 
w'(Ee) = cosf) | cos(u)g(u)du + sin(t) À sin(u)g(u)du. 
0 0 
La fonction ’ est donc encore dérivable sur IR et l’on obtient après simplification : 


VEEIR p(E) = —p(t) + g(), 
ce qui prouve que @ est bien solution de (E). 
2. Comme les fonctions sin et cos sont bornées sur IR, il suffit de montrer que la 
fonction 4 est bornée sur IR. Pour tout t € IR, on a : 


t t 
lp()| < | sin(u) g(u) du! + [ cos(u) g(u) du. 
0 0 
Pour conclure que 4 est bornée, il suffit donc de prouver que les fonctions : 
t t 
tr k sin(u) g(u) du et tr [l cos(u) g(u) du 
0 0 


le sont. Cela revient, en prenant les parties réelle et imaginaire, à prouver que la 
fonction suivante est bornée : 


t 
hit / e"" g(u) du. 
0 


Pour tE IR, on a, en intégrant par parties : 
t na 
h(t) = | — ie" g(u)| 0 + [ e"" g'(u) du 
0 


t 
= ig(0) — ie" g(t) + : [ et g'(u) du. 
0 
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Comme g est croissante, sa dérivée g’ est à valeurs positives. Comme g est bornée, 
les fonctions : 


[sat = ate) - 260) &t #0 [l g' (bat = g(0) — g(a) 


le sont aussi, et donc, comme elles sont respectivement croissante et décroissante, 
elles possèdent une limite finie en +oo et —o respectivement. Il en résulte que 
la fonction g' est d’intégrale convergente sur IR, donc, comme elle est à valeurs 


positive, elle est intégrable sur IR. 


La fonction t + et g'(t) est aussi intégrable sur IR, puisque de module égal à g/, 


et donc la fonction : 
t 
t - | e"" g'(u)du 
0 


est bornée. Ainsi, l'expression obtenue précédemment pour h(t) prouve que la 
fonction h est bornée. 


13.6 Comme f + f/ — 0, pour obtenir les deux limites f —> 0 et f” — 0, il suffit d’en 
+00 +00 +00 
prouver une seule. Montrons que f — ( 
OO 
Notons g = f + f’. La fonction f est alors solution de l’équation différentielle : 
(E) : y +y=g. 


En résolvant l’équation (E), on obtient l’existence d’une constante a € IR telle que : 
(A 
VeIR, f(tfl=ae t+e"t | e“ g(u) du. 
0 


t 


t 
Comme ae t —= 0, il reste à prouver que e7* | e“qg(u) du —= 0. Notons H(t) 
t— +00 0 t— +00 


cette quantité et prouvons que H à 0 en revenant à la définition de la limite. 
(ee) 
Soit € > 0. Montrons qu’il existe to > 0 tel que : 
Vé>to |[H(G)|<e. 


Comme g 7 0, il existe t1 > 0 tel que : 
OO 


Vu>zt [g(u)| < 


Pour t>t,ona: 


HU =" [ e"g(u)du + e”* [ e“g(u)du. 


ti 
=Hi(t) =Ha(t) 


e Ilest clair que H\(t) en 0. Donc, il existe to > t1 tel que : 
— +00 


Vt>to [Mt] < 


DIM 
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Solution des exercices 


e Pour t >to,ona a fortiori t > t1, donc : 


Vu € [t1,t] le“ g(u)| _ Sc 


puis, par inégalité triangulaire et croissance de l'intégrale : 


t t 
< | e“tolau= | © eau = © (et — 1) 
2 2 


ti 


t 
| [l e“g(u)du 
ti 


et donc |HA(t)| < = 


rS 


Il en résulte que pour tout t > to : 


D'où le résultat. 


13.7 1. L'expression obtenue pour la dérivée du wronskien de (41,42) est : 


2. 


/ LL 1 1 
Ve — P1V2 — P1 P2, 


et donc, puisque w1 et w2 sont solutions de (Eo) : 


me. = 1 ( — 192 — ao 2) — (— a1 1 — ao pi) v2 
— —@i (gi Pa — pi po) 


— 41 Wii ,p2) 


et donc W,,,, est solution de l'équation x’ + ai(t)x = 0. 
e (iii) — (ii). Évident. 
e (ii) — (i). Par la contraposée. Supposons que (41,42) ne soit pas une base 


de So. Comme So est de dimension 2, cela entraîne que 41 et w2 forment 
une famille liée. 


. pi(t) ) ( pa(t) ) : 
Les applications t{ + et tr forment alors elles aussi 
( pi(t) pot) 


une famille liée, et l’on obtient la négation de l’assertion (ii) : 
g1(t) (it) | 
ter W)= 1, 
o=-|56 20 
(i) —+ (ii). Supposons que (1,42) soit une base de So. Soit to € J. 


Par le théorème de Cauchy linéaire, on sait que pour tout (a,/3) € IK?, il existe 
une solution 4 de (Eo) vérifiant : 


Cr )= CG): 


Comme (1,2) est une base de So, on peut écrire d = À: + uyp2, ce qui 
donne, en évaluant en to : 


(en )+e (te 


793 


Chapitre 13. Équations différentielles linéaires 


3. 


13.8 1. 


Il en résulte que la famille formée par les vecteurs ( ‘ : ) et ( P2(#o) ) 
160 


forment une famille génératrice et donc une base de IK?. 

Le déterminant de cette famille, qui n’est rien d’autre que W(to), est donc non 

nul. 
Si une telle équation différentielle existait, alors les fonctions t + cos(t) et tt, 
puisqu'elles ne sont pas proportionnelles, formeraient une base de l’espace So des 
solutions. Et alors, d’après la question précédente, leur wronskien W ne s’annu- 
lerait pas sur IR. Or ce wronskien est donné par : 


WE) = pi(t) p2(t) — pit) pot) = cost +t sint, 
et le théorème des valeurs intermédiaires assure que W s’annule en au moins un 


point de l'intervalle rl puisque w(:) = | > 0 et W(r) = —1 < 0. 


Soit to € Za. Comme u(to) = 0 et que u n’est pas l’application nulle (car sinon 
la famille (u,v) serait liée), on à u’(to) £ 0. En effet, si u/(to) était nul, alors u 
et l’application nulle seraient solutions du même problème de Cauchy : 


y'+q(t)y=0 et (y(to),y/(to)) = (0,0) 
et alors la partie « unicité » du théorème de Cauchy linéaire donnerait u = 0. 


Comme la fonction u est dérivable sur IR, elle l’est en particulier au point to, 
d’où : 


/ 
É n (Fo) 
t£to 
autrement dit, comme u(to) = 0 : 
ut) 
rer _ u (to). 


tÆto 
Comme w’(to) 0, la limite précédente assure qu’il existe r > 0 tel que : 
VtEe IRNlto-—r,to+rl\{to} u(t) #0. 
Cela prouve le résultat souhaité car un tel r > 0 vérifie : 
Zu n [éo T, to + r| — {to}. 
Notons À l’ensemble des points d'annulation de u sur |to, +! : 
A — VAS N Jto, +oo|. 
Montrons que À admet un plus petit élément. L'ensemble À est une partie non 
vide (car u s’annule sur Jto,+o]) et minorée (par to) de IR, donc possède une 
borne inférieure. 
Notons t1 = inf(A) et montrons que {1 € A. Pour cela, il suffit de justifier que À 
est une partie fermée de IR. D’après la question précédente, on peut considé- 
rer r > 0 tel que Zy N[to — r,to + r] = {to}. On a alors : 
À = Zu N [éo + r, +ool. 
Puisque Z, = u!({0}) et que u : IR — IR est continue, Z, est une partie fermée 


de IR. Comme l'intervalle [to + r, +oo[ est également une partie fermée de IR, À 
apparaît comme l'intersection de deux parties fermées de IR, donc l’est également. 
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Solution des exercices 


3.(a) + La question 1 de l'exercice 13.7 de la page 784, dans le cas de l’équation 
différentielle (E) considérée ici, donne W7’ = 0. Comme on travaille sur un 
intervalle, il en résulte que l’application W est constante. 

e Comme les solutions u et v sont linéairement indépendantes, elles forment 
une base de l’espace des solutions de l’équation homogène (E), la question 2 
de l'exercice 13.7 de la page 784 assure que l’application W ne s’annule pas, 
et donc n’est pas l’application nulle. 

(b) Montrons que la fonction v possède un et un seul point d'annulation sur l’in- 
tervalle ]to, t1|. 

e Existence D’après la question précédente, la fonction W = uv’ — u! v est 
constante et n’est pas l’application nulle, donc il existe k € IR* tel que : 

VEEIR u(t)v'(t) —u'(t)u(t) = k. (x) 
Comme u(to) = 0, et u n'étant pas la fonction nulle, on a w’(to) # 0. 
De même, comme ut) = 0,on a uw’(t1) £ 0. D'autre part, u ne s’annulant 
pas sur l’intervalle ]to, t1|, elle y garde un signe constant d’après le théorème 
des valeurs intermédiaires. 
On est donc dans l’une des deux situations suivantes : 
* Premier cas : VtE Ïto,t1l u(t) > 0. On a alors : 


ut) 


Meltotil + >0 


U(T 

puis, comme u’(to) = Jim ; 0 
à — 

Et ï 


, on à w’(to) > 0 et donc w/(to) > 0 


car (to) £ 0. 
De la même manière, on obtient w/(t1) < 0. 
* Deuxième cas : Vt € ]to,t1[ ut) < 0. Alors, de même que précédem- 
ment, on obtient uw/(to) < 0 et u/(t1) > 0. 
Dans les deux cas, la relation (x), évaluée en {9 et en t1, impose d’avoir : 
u(to) u(t1) < (. 
Le théorème des valeurs intermédiaires assure alors que la fonction v s’an- 
nule au moins une fois sur l'intervalle Jo, t1[. 

e Unicité. À ce stade de l’exercice, on peut affirmer qu'entre deux zéros 
consécutifs de u la fonction v s’annule au moins une fois. Les rôles de u 
et v étant symétriques, on en déduit qu'entre deux zéros consécutifs de v 
la fonction u s’annule au moins une fois. Donc, si v possédait plusieurs 
points d'annulation sur l’intervalle ]to,t1[, alors la fonction u devrait aussi 
s’y annuler, ce qui est contradictoire avec la définition de t1. 


13.9 1.(a) Pour t € I, notons : 


0 1 
(0) 
A(+) = . 
0 .. 0 1 
—ao(t) —ai(t) —Qn-1(t) 
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2: (4) 
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et considérons le système différentiel linéaire d’ordre 1 : 


S) : X/— A(fX. 
(5) (£) 0 
Soit ® une application de 7 dans IK”. Notons ®(t) — : 

Pn(t) 
L'application ® est dérivable et solution du système différentiel (S) si, et 
seulement si : 


pi — (2 
Po — 3 
/ L 
Pn—1 — Pn 
D, —æ aplt)@u re 0 1(t) 1; 


ce qui équivaut au fait que w1 est n fois dérivable, avec : 


Vkef2,n] vx = ep") et pt) + an-1(t) pin +... + ao(t) gi = 0. 


Autrement dit les solutions du système différentiel (S) sont les applications de 
p(t) 
la forme D :t : avec @ solution de (E). 


pt (E) 
Notons SE et Ss les ensembles des solutions de (E) et (S) respectivement. 
On sait d’après le cours que Ss est un espace vectoriel de dimension n. 

e L'espace SE des solutions de (E) est un espace vectoriel car il contient la 
fonction nulle et est stable par combinaisons linéaires (le caractère linéaire 
de l'équation permet d’obtenir que toute combinaison linéaire de deux so- 
lutions de (E) est encore solution). 


p(t) 
e En notant ® l’application t+ , il résulte de la question pré- 
pt (€) 
cédente que l’application linéaire Se — &Ss est bien définie et bijec- 
p + ® 


tive. On en déduit que les deux espaces Sk et Ss ont même dimension, et 
donc dimSE = n. 


L’équivalence cherchée vient du fait que pour t € IR, on a : 


vVkefo,n] f{°7(4) = XF et 


et donc : 


n—1 n—1 
G() Fe N. ay 19 = Xet + Sa XE et — P(à) et . 
k=0 k=0 Z0 


Solution des exercices 


(b) Supposons que P possède n racines simples À1,...,Àn. 
e Il la été vu à la question 1b que l’ensemble S des solutions de (E) est un 
espace vectoriel de dimension n. 


t 


e D’après la question précédente, toutes les fonctions fx, : t + ext sont 


solutions de (Eo). On a donc : 


Vect Css sa A) C So. 


Comme dim So = n, pour prouver que l’inclusion précédente est une égalité, 
il suffit de prouver la liberté de la famille (fx,,..., fx, ). 


nm 
Si l’on considère une combinaison linéaire Ÿ[ axfx, égale à l’application 


k=1 

nulle, alors, en dérivant p fois et en évaluant en 0 pour tout p € [0,n—1], 
il vient : 

n 

Vp e [0,n-—1] So = Ù 

k=1 
Il apparaît un système homogène de Vandermonde et, puisque À1,...,ÀÂn 
sont deux à deux distincts, la matrice de Vandermonde associée est inver- 
sible, ce qui assure @1 = ::- = a» = 0. 


D'où la liberté de la famille (fx,,..., fx, ). 


13.10 e L’implication (iii) — (ii) est évidente. 
e (ii) = (i). Supposons (ii). Soit to € Î tel que la famille (@1(t0),...,Yn(to)) 


nm 
soit une base de IK”. En évaluant en to une relation du type ÿ° ÀAxywx = 0, on 
k=1 


obtient ÿ° Axypx(to) = 0 et donc, par liberté de la famille (1(t0),...,n(to)), 
k=1 


on à À =: — À, = 0. 
Par suite, la famille (41,...,wA) est libre. Comme c’est une famille à n éléments 
et que dimSo = n, c’est une base de So. 


e (i) — (iii). Supposons que (w1,...,4n) soit une base de So. Fixons t € I et 
montrons que (1(t),...,%n(t)) est une base de IK”. Comme dim So = n, il suffit 
de prouver le caractère générateur. Soit a € IK”. Le théorème de Cauchy linéaire 
assure l’existence (et l’unicité) d’une solution & de (Eo) vérifiant la condition 
initiale w(t) — a. Comme (w1,...,4n) est une base de So, cette solution w 


s'écrit y = >. Akxyx avec (11,...,Àn) € IK”. On a alors : 
k=1 


a= q(t) = D x pn(t). 
k=1 


D'où le caractère générateur de la famille (@1(t),...,@n(t)). 
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13.11 


13.12 


Chapitre 13. Équations différentielles linéaires 


Le système différentiel (S) s'écrit matriciellement, en notant X = ( : ) | 


X'=AX+B() avec a={, . et s@= (5 ). 


L'étude des éléments propres de À prouve que À est diagonalisable et que : 


: _ _f 2 —-2 _ a 0 
A=PDP avec p=(° 1) et D=|; La J: 


En notant Y = P-!X, on a alors : 
X'=AX+B() = X = PDP *X+8B(t) 
PIX '=DPTX4P BE 
= Y'=DY+PT!B(t). 


Si l’on trouve les solutions Ÿ du dernier système différentiel ci-dessus, alors, via la 
relation X = PY, on en déduira les solutions du système initial. On a : 


et 
1 1 2 pi 

1 2 —1 _ 4 
P (2 ;) ét. PF BO = . 
4 


En notant Y — ( . ) , le système différentiel Y’ = DY + P-1B(t) s'écrit : 
2 


/ _ 5 + C4 
V1  — V1 4 
t 

E 
y2 = —3y2 — Fi 


Ce système est constitué de deux équations linéaires d’ordre 1 que l’on sait résoudre. 
Les solutions obtenues sont : 


ee : + ki et : + ke " avec  (k1,k2) € IR? 


ce qui donne les solutions du système initial : 


t =, 
ait ES jme (7 )sRett ( 1) avec  (k1,k2) € IR?. 


e Première méthode. Le système différentiel (S) se traduit matriciellement : 


x 0 1 O0 
X'=AX avec X—=| y et ÀA=| 0 O0 1 
& 1 O0 O0 


L'étude des éléments propres de À montre que : 


* sp(A) = {1,5,7} (avec j = ); 
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Solution des exercices 


* une base de vecteurs propres associée à (1, 7,7) est (V1, V2, V2) avec : 


V = 1 et V2 = 
1 


SJ S. M 


Ainsi, une base de l’espace Sc des solutions complexes de ($S) est (X1,X2,X2) 
avec : 

XitthelV et XoitmelV 
et une base de l’espace SR des solutions réelles est (X1,Re(X2), Im(X2)). 
Explicitons Re(X2) et Im(X2). Pour t E IR, on a : 


il it 
Mb=e tete] 4 [2e-5| (+2) 
e += Lit) 
ce qui donne : 
co (4) an (9) 
Re(A)(1) = e À | cos (+27) | et La(Xe)(#) = e À | sin (13242) 
Fee (tÈ-2) sin (8-2) 


Deuxième méthode. Sans traduire matriciellement le système (S), on peut re- 


x 
marquer que | y | est solution de (S) si, et seulement si : 
F 
DST Ver Et et. 
x 
x! 


Autrement dit, les solutions sont de la forme | | avec x vérifiant x” = x. 


x”! 


Reste alors à résoudre l’équation x” — x. Commençons par la résoudre dans € 
(il restera alors à prendre les parties réelles des solutions complexes pour obtenir 
les solutions réelles). 
Comme il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 3 homogène, 
ses solutions forment un espace vectoriel de dimension 3 (cf. exercice 13.9). 
Remarquons que les trois applications : 
mit et; pr:trreit et p3:treit 
sont solutions. Il suffit alors de prouver la liberté de la famille (@1,4%2,w3) pour 
pouvoir affirmer que c’est une base de l’espace des solutions complexes. 
Liberté de (1,4%2,w3). Remarquons que w1,4w2,4w3 sont de classe C® et sont 
des vecteurs propres pour l’application dérivation : 
CR(IR,€) —> C(IR,C) 
LR S 
associés respectivement aux trois valeurs propres deux à deux distinctes 1, j et 7. 
La famille (w1,4w2,4w3) est donc libre. 
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13.13 + Analyse. Soit 4 = (1,2) une solution de (S). 
On constate que la fonction Ÿ = 41 + ia vérifie : 
VEEIR Ÿ'(t)=(1+it)y(t) +tef. 
En résolvant l’équation scalaire d’ordre 1 (résolution de l’équation homogène puis 
recherche d’une solution particulière par la méthode de variation de la constante) : 


2 '=(1+it)z+te!, 
on obtient l’existence d’une constante à € € telle que : 


#2 
VtEIR y(t) = a exp (t415) +ie. 


Puisque w1 = Re(wd) et 42 = Im(w), on obtient (en écrivant a sous forme algé- 
brique à = a +ib) : 


t 0 cos (£ — sin(à 

er | 20 |- +aet | (7) + be! (7) 
po(t) et sin (£) cos (£) 

e Synthèse. De la partie « analyse » du raisonnement il résulte que : 
S Cp + Vect(1,42) 
avec 

0 t FOË (5) t — sin (5) 

pp(t) — i » P1 (t) — € . [42 et pa(t) — € 42 
€ sin (5) COS (5) 


Comme on sait que S est un sous-espace affine de dimension 2, il en résulte que 
l'inclusion précédente est une égalité. 


13.14 Il s’agit de résoudre l’équation différentielle linéaire d’ordre 3 : 
(E):y"-y=e" 
dont le caractère linéaire assure que sa résolution revient à la résolution de l’équation 
homogène et l’obtention d’une solution particulière. 


e Résolution de l’équation homogène (Eo) : y” — y = 0. 


J 
En notant X — f' |, l’équation (Æo) se traduit matriciellement (cf. exer- 
” 
cice 13.9 de la page 785) : 
0 1 0 
(EM) : X'=AX avec A=!| 0 O0 1 
1 O0 O0 


Le polynôme caractéristique de la matrice À vaut : 
xA= X°—1=(X —1)(X —3)(X —3). 


Par suite, la matrice À est diagonalisable, avec sp(A) = {1,9,3}. Une base de 
vecteurs propres est donnée par : 


1 1 1 
U; = 1 ; U, — J et U =U, = 3 
1 J J 
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Solution des exercices 


Par suite, une base de l’espace des solutions complexes de l’équation (EM) est la 
famille (X1, X2, X2) avec : 

XiitmelUi et  X2:tr el U.. 
En appliquant la technique exposée page 751, on obtient alors une base de l’espace 
des solutions réelles de l'équation (EM) : (X1,Re(X2),Im(X2)). En considérant 
les premières composantes de ces fonctions à valeurs dans IR°, on obtient finale- 


ment une base de l’espace des solutions de l'équation (Eo) : Sp, = Vect(f1, f2, f3) 
avec : 
34 ae 
Hits frite ete (2) et ste e sin (5). 
e Obtention d’une solution particulière. Cherchons une solution particulière sous la 
forme f:t1+ g(t)ePt avec g une fonction de classe C* sur IR. 


La formule de Leibniz donne : 
VEEIR fO(E) = (9 %)() + 3pg/(€) + 3° g'(t) + p°g(t)) e?!. 
On obtient alors, pour tout t € IR : 


FO — FO = et 99 (0 + 3pg" (0 + 3n°g'() + (pŸ— gt) =1 


* Cas p £ 1. On peut alors prendre pour g la fonction constante égale à 31? 
D — 
ept 


pl 


ce qui nous fournit comme solution particulière f :t+ 
* Cas p = 1. La relation (x) s'écrit alors : 


F9 FO =e > 990 +39"(6) + 39/6) = 1. 


t 
On constate que la fonction g:t- 3 convient, ce qui donne comme solution 


_—. ee 

particulière f :t+ = 
13.15 Comme A est symétrique réelle, il existe une base orthonormée (V1,...,V,) de vec- 
teurs propres de A. Comme sp(A) € IR? , les valeurs propres associées À1,..., An 


sont toutes strictement positives. 
Pour tout k € [1,n], notons : 


Xg: IR ——= IR" 
t + et, 


La famille (X1,..., X,) est alors une base de l’espace So des solutions de X’ = AX. 
Il existe donc (a1,...,an) € IR" \ {(0,...,0)} tel que : 


D — Sax X%. 
k=1 
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Chapitre 13. Équations différentielles linéaires 


Pour {€ IR, on a, puisque (V1,...,V,) est une base orthonormée de IR" : 


nm 2 nm 
) age riV, — ) où 2, 
k=1 k=—1 


Les ax n'étant pas tous nuls et les À4 étant strictement positifs, la fonction {+ |[y(t) 
est strictement croissante et tend vers +oo en +oo et vers Ü en —c. 

Puisque la fonction { + |lp(t)||? est de plus continue, elle réalise une bijection 
strictement croissante de IR sur IR. En composant par la fonction u + Ju, 


le = 


ls 


bijection strictement croissante de IR vers IR' , on obtient le résultat souhaité. 


Considérons l'application Ÿ qui à une fonction X : IR — €” associe la fonction : 
U(X): IR — C” 
t + X(+T) 
Comme À est T-périodique, si X est solution de (S), alors Y(X) l’est aussi car pour 
tout t € IR : 
XV =X GET) =ARETIXGET) 
= At) X(t+T) (T-périodicité de À) 
= A(t) Y(X)(#) (par définition de Ÿ) 
Ainsi, l'application Ÿ induit un endomorphisme ® de l’espace S des solutions de (S). 
Comme S$ est un C-espace vectoriel non nul de dimension finie (il est de dimension n), 


cet endomorphisme induit ®& admet au moins une valeur propre À € €. Un vecteur 
propre associé à cette valeur propre À est une solution non nulle & de (S) vérifiant : 


Y(o)= AY, c'est-à-dire VEIR pt+T)= Av(t). 


13.17 1. L’équation différentielle (Æ) est une équation linéaire du second ordre, à coeffi- 


cients continus, et apparaissant sous forme résolue. Elle est définie sur IR. 
Le théorème de Cauchy linéaire assure alors qu’il existe une unique fonction solu- 
tion f :IR— IR vérifiant f(0) = f’(0) = 1. 


2. e En écrivant : 
FR dé ET. # 4 
Î HO -] HO . HO 


1 Med 
et comme la fonction {+ —— est continue, il apparaît que x + . —— 
ft)? 2 Ji 
1 
est une fonction de classe C! sur IR et a pour dérivée la fonction x + — FPS 
“+ 


Ainsi, par opérations sur les fonctions de classe C!, la fonction g est de 
classe C! sur IR et l’on a : 


VER dsl] 7 


FER LE 1 
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Solution des exercices 


e À nouveau par opérations sur les fonctions de classe C1, la fonction g’ est de 
classe C! sur IR et l’on a : 


+00 
VrEelR g'(x) = f'(e) | as 


Comme f est solution de l’équation différentielle (E), on obtient finalement : 


+00 
VrelR g’(x) = ctf(e) | Pa — 


ce qui prouve que g est aussi solution de (E). 


e Commençons par prouver que la fonction f ne s’annule pas sur IR}. 
Raïsonnons par l’absurde en supposant le contraire. Notons : 


a=inf{x elR+ | f(x) =0}. 
Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (x) 
de points d'annulation de f tendant vers a. Par continuité de f, on a alors : 


jia)=lm/(r:) Le fa)æd 
Par définition de a, la fonction f ne s’annule pas sur l'intervalle [0, a{. 
Comme f(0) = 1 et par continuité de f, on déduit du théorème des valeurs 
intermédiaires que : 

Vze [0,al f(x) > 0. 

Alors, comme f est solution de (E), on obtient : Vr € ]0,a[ f(x) > 0. 
La fonction f’ est donc croissante sur l’intervalle [0, a] et donc : 

Vx € [0,al f'(x) > f'(0) =1 > 0. 
La fonction f est donc à son tour croissante sur [0, a], ce qui est contradictoire 


avec le fait que f(0) = 1 et f(a) — 0. Nous avons donc prouvé que f ne 


. x il ; is 
s’annule pas sur IR}, ce qui assure que la fonction — est bien définie sur IR}. 


1e 


1 
e Montrons maintenant que F est intégrable sur IR. 


* Puisque f est continue, ne s’annule pas sur IR} et vérifie f(0) = 1 > 0, 
on déduit du théorème des valeurs intermédiaires que : 


Vx EIR+ f(x) > 0. 
Alors, comme f est solution de (E), on obtient : Vx € IR f(x) > 0, 
donc la fonction f’ est croissante sur IR}. On à donc : 
Vrelks fl)>zfi(0= 1: 
* L’inégalité des accroissements finis donne alors : 
Vz ElR+ f(x) > f(0)+z=1+x. 
a 
f@) (+z} 


+2} Vx+o — prouve que la fonction x + 
æ 


(1+x 


1 
est intégrable sur IR}. Par comparaison, la fonction F l’est donc aussi. 


On en déduit : Vx € IR} 


1 


L’ équivalent +) 
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13.18 1. Soit x > O0. 
1 


+ Les fonctions u : t + —cost et vu : t + + sont de classe CT sur [r,+ool 


. + : à 
et, puisque uv 0, le crochet [uv] converge. Par suite, le théorème 
OO 


d'intégration par parties assure que les intégrales : 


+00 +00 : +00 +00 
sin £ cost 
| uv = — dt et | uv’ = dé 
sont de même nature. Pour tout t E [x,+oo|, on a | LE - Z. Donc, par com- 
paraison avec une intégrale de Riemann, la seconde intégrale est absolument 
+oo d: 
sin £ 
convergente, donc convergente. Ainsi, l’intégrale | + converge. 
T 


er 
e La convergence de l’intégrale ;. Fa se montre de la même manière. 


ta 


2. e Considérons l'application h: IRT X IR; — IR 


eTtz 

1+82 

* Pour tout t € IR}, la fonction x + A(x,t) est de classe C? et l’on a, pour 
tout (x,t) € IR? x IR+ : 


(xt) 


one i) di ; ALT !) Fe te 

—(x,t) = —— e (xt) = ————. 

Ox 1+12 Ox? 1+4 

* Pour tout x € IR* , les fonctions + h(x,t), tr S(x,t)ette Ph (x,t) 
sont continues par morceaux. On a de plus, par croissances comparées 
(ear 5 > 0): 


1 OR 1 
EE) ee (5) * ao ne (5): 
ce qui assure l’'intégrabilité sur IR; des fonctions t + (xt) 
6] 

et tr 2(x,t). 
* Hypothèse de domination sur tout segment pour _. Soit [a, b] un segment 

inclus dans IR. On a : 
t2 e”ta 
1+82 


®h 
V(x,t) € [a, b] X IR+ Sue (it) < 


t? e” ta 


1+42 


par croissances comparées (car a > O0), (t) — (): ce qui assure son 
t— +00 


La fonction v:tr est continue par morceaux sur IR} et vérifie, 


intégrabilité. 


Par suite, le théorème de dérivation des intégrales à paramètre assure que la 
fonction f est de classe C? sur IR, et qu'on a, pour tout x > 0 : 


+00 t2 —tx 
f(x) = | | 
0 


1++2 
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Solution des exercices 


On constate alors que, pour tout x > 0 : 


+00 
f'e)+ #0 = | etat = 1, 


pa 


donc f est solution de l’équation différentielle y” + y = À 


+00 +00 
t t t 
Vx > 0 | dt = | Va dt, 
œ 1 u 1 


e En écrivant : 


. sin £ . % gin ft 
et comme la fonction t + NE est continue, on constate que æ + SE. 
. 1 ” —— sin æ L 
est une fonction de classe C” sur IR° et a pour dérivée x — - De même, 
COS L COS x 
la fonction x + on En. est de classe C! et a pour dérivée x ——. 
x 


Ainsi, par opérations sur les fonctions de classe C1, la fonction g est de 
classe Cl et l’on a, pour tout x > 0 (après simplification de deux termes) : 


+00 t +00 
JE) = -(/ ar) sin z — (/ at) COS x. 


De même, par opérations sur les fonctions de classe C!, la fonction g/ est de 
classe C? sur IR? et l’on a, pour tout x > 0 : 


g"(æ) = -g() +2, 
ce qui prouve que g est aussi solution de l’équation différentielle y” + y — L. 
e Comme f et g sont solutions sur IR? de l’équation différentielle y” + y — 1, 
leur différence est solution de l’équation homogène y” + y = 0. 
On en déduit qu’il existe (a, b) € IR? tel que : 
Ve elR, jlx)= gx) =acose+bsinx. (x) 


e Prouvons que f et g tendent vers 0 en +co. 
* Pour f,on constate que pour tout æ > 0 on a : 


/\ 


et? +00 
VW = 0 0< 5 <e Fe et donc perte) | et dt = — 


On en déduit que lim f = 0. 
+oo 
* Pour g, puisque les fonctions sin et cos sont bornées, il suffit de montrer 


que : 


T—+00 


+00 +00 
t cos L 
| es | de = ÿ 
x u , t 


x La première limite s'obtient en écrivant : 


sin t sin £ sint 
| Le 4 du | TE qe 
x l 1 l 1 u 
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* sint +®% gint 
— dt — — dé. 
Î LA æ—+oo | t 


x La seconde limite s’obtient de la même manière. 
e Puisque f et g tendent vers 0 en +, la relation (x) donne : 


a cos x + bsin x mn 0. 
æ—+00 


Si le couple (a,b) est différent de (0,0), alors on peut écrire : 


a cos x + bsinx = Va? + b2 sin(x +4) 


avec @ vérifiant sing = 7 et cosy = Æ- En évaluant cela aux 
points Zn = 5 — 4 +2nT, on constate que cette quantité ne tend pas vers 0 
en +00. 

On en déduit que a = b = 0, et donc les fonctions f et g sont égales. 


e Les fonctions f et g étant égales, on a en particulier lim EE lim 9. 


Mont __— js tiell bat | dt T 
* Montrons, par caractérisation séquentielle, que lim f — — = — 
,P q , que lir en 
Soit (x,) une suite à valeurs dans IR? tendant que 0. On a : 
+00 e7tTn 
VneIN (an) = | ha) de avec ha) = 


x Pour tout n € IN, la fonction h, est de par morceaux sur IR}. 


4x Pour tout & € IR}, on à haut) — 
nm 


. CF: donc la suite de fonc- 
— +00 


tions (h,) converge simplement vers la fonction {+ 


re 
x Enfin, on a : 
1 
V(n,t) EIN XIRT RÉ < ——-: 
(2,5 MOI 
1 
La fonction & + ——— étant intégrable sur IRT, cela nous 


1 +42 
fournit  _s. de domination, et permet de conclure que 


+00 
— 
fn) | 1+ me 
sin 


+00 
* Comme d’autre part lim = | = dt (intégrale faussement impropre 
0 


en 0 et dont la convergence résulte donc de la question 1), on en déduit : 
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Calcul différentiel 


Dans ce chapitre, p est un entier naturel non nul. L'espace vectoriel IR? est 
muni d’une norme, notée en général || |. On note B = (e1,...,e») la base 
canonique de IR?. Enfin, Ü est un ouvert non vide de IR?. 

Ce chapitre et le suivant ont pour but d'étendre si possible aux fonctions de 
plusieurs variables réelles, c’est-à-dire aux fonctions définies sur une partie 
de IR? , certains concepts de l’analyse des fonctions de la variable réelle : conti- 
nuité, dérivabilité, tangente, étude d’extrema, etc. La continuité a déjà été, 
pour l'essentiel, étudiée au chapitre 5. Ce chapitre est consacré aux fonctions 
de classe C! et C?. Le chapitre suivant, lui, sera dédié aux applications du 
calcul différentiel. 


Introduction informelle 


Considérons une fonction f à valeurs 
réelles définie sur un ouvert U non vide 
de IR?. Son graphe : 


G= {(æ,v, f(æ,9)) : (x,y) € U} 


est alors une surface de IRŸ. 

Pour étudier f, il est naturel de chercher 

à s'appuyer sur nos connaissances concer- T 
nant les fonctions de la variable réelle. 

Le plus simple est sans doute d’étudier les applications partielles, c’est-à-dire 
les applications f; : y f(x,y) et g:xr f(x,y). D'ailleurs, la représenta- 
tion des applications partielles est l’un des points de vue adoptés par certains 
logiciels informatiques, pour représenter les surfaces. 


Introduction informelle 


Continuité 


La démarche qui consiste à étudier les applications partielles est instructive, 
mais non exempte de pièges. Par exemple, il est facile de vérifier que si f est 
une fonction continue, alors toutes ses applications partielles sont continues, 
et l’on pourrait facilement penser que la réciproque est vraie. Mais il n’en n’est 
rien. 


Exercice 1 Soit f : IR? — IR une fonction. 


1. Démontrer que si f est continue, alors toutes ses applications partielles sont 
continues. 


2. En considérant l'application f définie sur IR? par : 
Lu : 
A) nee si (x,y) # (0,0) ; 
0 sinon, 


démontrer que la réciproque est fausse. 
Indication. Considérer x + f(x, x). 


De manière générale, pour les limites et la continuité on se reportera au cha- 
pitre 5. De plus, dans certains cas, on peut considérer la méthode ci-dessous. 


Point méthode 


Soit U un ouvert de IR? contenant (0,0) et f : U \ {(0,0)} — IR une 
fonction. Pour établir l’existence d’une limite en (0,0), il est parfois utile 
d'évaluer f(r cos 0, r sin 4). 


D 1 LE 
admet-elle 


Exercice 2 La fonction définie sur IR? \ {(0,0)} par f(x, y) = = ns - 


un prolongement continu sur IR? ? 


Dérivées partielles 


Pour appréhender le comportement d’une fonction au voisinage d’un 
point (a,b), il est là encore naturel de s’intéresser aux variations de ses appli- 
cations partielles. Cela conduit à calculer les dérivées de ses applications par- 


Ô Ô 
tielles. Si elles existent, ce sont les dérivées partielles de f, notées 2 et %, 
T y 
que le lecteur aura déjà rencontrées au cours de ses études dans d’autres dis- 
ciplines. 
Les dérivées partielles constituent un outil pratique, mais à elles seules elles 
ne permettent pas de généraliser la notion de fonction dérivable de manière 


satisfaisante. L'exercice suivant permet de comprendre pourquoi. 
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p.832| Exercice 3 En prenant l’exemple de l'exercice 1 de la page précédente, montrer 
qu’une fonction peut avoir des dérivées partielles en (0,0), c’est-à-dire que les ap- 


plications x+ f(x,0) et y+ f(0,y) sont dérivables en 0, et pourtant ne pas être 
continue en ce point. 


Étude dans une direction ; 
Plus généralement, toujours dans l’optique 
d'appréhender le comportement d’une 
fonction au voisinage d’un point m € U, 
on peut s'intéresser à f dans une direc- 


tion donnée. Cela signifie étudier au voi- 7 

sinage de 0 la fonction t ++ f(m + tv), - V4 

où v € IR?. Pour que cela soit pertinent, on 

il faut pouvoir faire l’étude suivant toutes y 


les directions. C’est possible puisqu'on ne 
s'intéresse qu’à des fonctions définies sur des ouverts. 


Plans tangents 


Nous savons qu’une fonction f : 1 — IR définie sur un 


intervalle d'intérieur non vide de IR est dérivable en a € I 
si, et seulement si, elle admet un développement limité à 
l’ordre 1 en a. Ce développement limité implique que parmi 
O à x toutes les droites passant par (a, f(a)), la tangente, qui est 
la droite d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a), est celle qui 
approche le mieux le graphe de f en a. 
Soit f : U — IR une fonction de classe C!, notion qui sera précisée plus loin. 
Si (a,b) EU, alors f admet un développement limité à l’ordre 1 en (a,b), 


c'est-à-dire qu'il existe (a, 6) € IR? tel qu’au voisinage de (ab) on ait, en 
notant ce je b)e 


f(æ,y) = c+ ax — a) + By — b) +o((x — a, y — b)). 


Cela signifie grosso modo que parmi tous les plans de 
l’espace (tels que vus en terminale), le plan d’équation 
z=c+a(x — a) + By — b) 
est celui qui approche le mieux le graphe de f en (a, b). 
C’est le plan tangent au point (a,b,c) à la surface S 

d’équation z = f(x, y). 

Par ailleurs, si l'est un arc tracé sur S, il est alors 
intuitif que la tangente au point (a, b,c) de paramètre to 
à T sera incluse dans le plan tangent au point (a,b,c) 
à la surface S. 
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1 Fonctions de classe C! 


| Fonctions de classe C! 
1 Dérivées partielles 


éfinition 1 
Soit je [1,p]. 


e Pour toute fonction f : U — IR" et j € [1,p], la j-ème application 
partielle en a = (a1,...,a») est l'application de la variable réelle : 


LES Hess dn): 


e La j-ème dérivée partielle de f en a est, si elle existe, la dérivée 
en 0 de la j-ème application partielle de f en a, que l’on note : 


sl a). 


dr) 


Ô;f(a) ou 


Si f admet une j-ème dérivée partielle en tout point, l’application définie 
sur U par x d;f(x) est la j-ème dérivée partielle de f. 


Remarques 
e Puisque U est un ouvert de IR?, les applications partielles sont définies au 
voisinage de 0. 


e La j-ème dérivée partielle de f : U — IR est définie en a € U si, et 
seulement si, la fonction t+ f(a1,...,a;_1,t,a;}1,...,a,), qui est définie 
au voisinage de a;, est dérivable en a;. 


e Lorsqu'une fonction de plusieurs variables est définie par une expression 


0 
du type f(x,y,z,...), alors on peut noter la première dérivée partielle CE, 
x 


() Ô 
la deuxième , la troisième , etc. Cela est cohérent avec l’ordre usuel 
y Z 


sur les lettres de l’alphabet. 
Plus généralement, si f : U — IR est définie par une expression où les 


variables sont notées u1, ..., u, (ou toutes autres lettres), on pourra 
() 0 
noter Li nr CR les dérivées partielles. 
Ou] OUp 
Exemples 


1. Soit f la fonction définie sur IR? par f(x,y) — In(x?+y?+1) : fixons (x,y) € IR?. 
Par opérations sur les fonctions dérivables, l'application t + In(t? + y? +1) est 


2x 
donc à: f(x, y) = a +y +1 


2t 
dérivable, de dérivée t + PEL 


811 


Chapitre 14. Calcul différentiel 


2. Si f est la fonction définie sur IR? par f(x,y) = 2° + 2x4y° + 5y, alors les 


applications SL et SL sont définies sur IR? et, pour tout (x,y) € IR? l’on a : 
Of 2 3:58 Of 4,2 
——(x,y) = 3x" + 8x et ——(x,y) = 6x 5. 
3x y) y ET y) y + 
3. Si f est l'application définie sur IR? par : 
bts) = HiTo de, 
alors la j-ème dérivée partielle en x = (x1,...,%p) € IRP est : 
of : j—1 51, .j+1 
De, Pr ample aies, 


p.832] Exercice 4 Soit N une norme sur IR?. En considérant les applications partielles 
de W en 0, montrer que les dérivées partielles de W ne sont pas définies en 0. 


Exploitation des symétries 
Si f : U — IR est définie sur un ouvert U € IR? stable par l’applica- 
tion (x,y) + (y,x) et vérifie : 


V(z,y) EU  f(x,y) = f{u,x), 
alors f(x, y) est définie si, et seulement si, di f(y, x) l’est et : 


df(r,y) = di f(y,x). 
Soit (x,y) € U. Pour tout t tel que (t,y) € U, on a f(t,y) = f(y,t), 
donc tr f(t,y) est dérivable en x si, et seulement si, {+ f(y,t) est dérivable 
en æ et leurs dérivées sont alors égales, ce qui donne f(x,y) = df(y,x), 
que l’on peut également écrire : 


Ô Ô 
Ut) = (ya). 


On obtient de la même façon, dans le cas où V(x,y) EU  f(x,y) = —-f(y,x), 


A 07 __ of 
l'égalité 9%) —_ (ua). 


Exemple Soit f la fonction défini IR? es ET 
p it f nction définie sur par f(x,y) PRE ET 


Un calcul simple donne : 
: y? + 2ry — x? +1 


2 Of 
V(x, y) € IR Êx (x, y) (x2 + y? + 1)? 


Puisque f(x,y) = —f(y,x), pour tout (x,y) € IR?, on a : 


of y? — 2xy — x? —1 
Be — + = ——— ———— 
V(,y) € GDS TUE Tr 
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Calcul de dérivées partielles 

Soit f:U —IRet g:U — IR deux fonctions, j € [1,p] et a € U. On suppose 

que les j-ème dérivées partielles de f et g sont définies en a. Les règles de 

dérivation des fonctions de la variable réelle donnent facilement les propriétés 

ci-dessous. 

e Soit À € IR. Les fonctions f + g et Àf ont une j-ème dérivée partielle 
en &, avec : 


dj(f +g)(a) = djf(a) +bjg(a) et  d,(AF)(a) = A; f(a). 
e La fonction fg admet une j-ème dérivée partielle en a et : 
d;(Fg)(a) = d;f(a) g(a) + (a) d;g(a). 


e Siv:1—1IR est une fonction dérivable et si f(U) C I, alors wo f admet 
une j-ème dérivée partielle en a et : 


dj(p ° f)(a) = w'(F(a)) 8; f(a). 


e Sila fonction f ne s’annule pas, alors la fonction 1/f admet une j-ème dé- 
rivée partielle en a et : 
0;f(a) 


PQ) 


d;(1/f)(a) = 
2 La classe C! 
éfinition 2 
Une fonction f : U — IR est dite de classe C! si toutes ses dérivées 


partielles sont définies et continues sur U. 


Notation  C!{U,IR) désigne l’ensemble des fonctions de classe C! définies 
sur Ü et à valeurs réelles. 

Exemples 

1. Une fonction constante est de classe C!. En effet, il est immédiat que toutes les 


dérivées partielles d’une telle fonction existent et sont nulles. La fonction nulle 
étant continue, la conclusion suit. 


2. Cas d’une projection. Soit à € [1, p] ; notons 7; : x + x;, qui est l’application qui 
donne la i-ème composante d’un élément de IR?. Le calcul donne aisément : 


LÉ St=7; 
VjEÏlp] VrelR ôjmi(x) — { 0 Se 


On en déduit que les fonctions 0,7; sont définies sur IR? et constantes. Les fonc- 
tions constantes étant continues, 7; est de classe C1. 


3. Plus généralement, le cas d’une application linéaire. Soit (a1,...,a,) € IRP et : 
© IRP — IR 
Css) + or os. 


Le calcul donne immédiatement que pour tout j € [1,p], on a dju = a;. Les 
dérivées partielles de uw sont donc définies sur IR? et constantes. Là encore en 
remarquant que les applications constantes sont continues, il vient que «x est une 
fonction de classe C!. 
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Remarques 

e Si f E C'(U,IR) et si V CU est un ouvert non vide, alors la restriction y 
est une fonction de classe C!. 

e Contrairement aux fonctions de la variable réelle, pour lesquelles la notion 
de fonction de classe C! s’applique aux fonctions définies sur un intervalle 
d'intérieur non vide non nécessairement ouvert, ou plus généralement sur 
une réunion d’intervalles d'intérieur non vide, la notion de classe C! pour 
les fonctions de plusieurs variables ne s’applique exclusivement qu’à des 
fonctions définies sur des ouverts. 


e On dit qu’une fonction f : U — IR" est de classe C! si toutes ses appli- 
cations composantes sont de classe C!. 


Exercice 5 


1. Démontrer que A2 :æ + |x|l2 est une fonction de classe C1 sur IRP \ {0}. 


2. La fonction N3 est-elle de classe C! sur IR? ? 


Exercice 6 


Les fonctions M : x + |xll1 et NM : x + [rl sont-elles de classe C! 
sur IR? \ {(0,0)} ? 


Indication. Considérer t+ N(1,t) et tr N(1,t). 


3 Théorème fondamental 


emme 1 

Soit f : U — IR une fonction de classe C! ; supposons que 0 EU. 

Si f(0) = df(0) = --: = d,f(0) = 0, alors on a au voisinage de 0 : 
CR) = o(h). 


Démonstration (non exigible) page 833 
héorème 2 (« Théorème fondamental du calcul différentiel ») 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. 
Alors au voisinage de 0 on a : 


f(a+h) = f(a) + h;0;f(a) +o(h). 
ji 


Principe de démonstration. Démonstration page 834 


Appliquer le lemme précédent à la fonction : 


gihh f(a+h)-f(a)- SR; 6f(a). 
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Rappelons que nous avons déjà remarqué qu’une fonction peut avoir des déri- 
vées partielles en tout point sans pour autant être continue (cf. exercice 1 de 
la page 809). Cependant, le corollaire suivant montre que si toutes les dérivées 
partielles sont continues, alors la fonction est elle-même continue. 


orollaire 3 
Soit f € C'(U,IR). La fonction f est alors continue. 


Démonstration. Soit a € U. D'après le théorème 2 de la page précédente, on a : 


p 
f(a+h)= f{a)+Ÿ h58;f(a)+o(h) — f(a). 
j=1 
Cela prouve que f est continue en a. Il s'ensuit donc que f est une fonction continue. (| 


4 Opérations algébriques sur les fonctions de classe C! 
Combinaisons linéaires 
roposition 4 


Soit f et g deux fonctions de C!(U,IR) et À € IR. 
Les fonctions f + g et Àf sont de classe C. 


Démonstration page 834 


orollaire 5 
L'ensemble C{(U,IR) est un sous-espace vectoriel de C(U, IR). 


Démonstration. Le corollaire 3 donne l'inclusion C'(U, IR) € C(U,IR). 
La fonction nulle, qui est constante, est de classe C! (cf. page 813). 


Par ailleurs, d'après la proposition 4, l'ensemble CCE IR) est stable par combinaisons linéaires. 
La conclusion suit. Ü 


Produit 


roposition 6 
Soit f et g deux fonctions de C!(U,IR). La fonction fg est de classe C!. 


Démonstration page 834 


orollaire 7 
Toute fonction polynomiale sur IR? est classe C!. 


Principe de démonstration.  Démontrer que les fonctions IR? — IR 
(92 
(t1,...,%p) + ft. xp" 


sont de classe C', où (a1,...,ap) € IN?. Démonstration page 835 
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Remarque En particulier la restriction à un ouvert non vide de IR? d’une 
fonction polynomiale est de classe C!. 


Composition par une fonction de la variable réelle 


roposition 8 (Composition) 
Soit f : U — IR et @ : 1 — IR deux fonctions de classe C! telles 
que f(U) CT, où I est un intervalle d'intérieur non vide de IR. 

La fonction wo f est alors de classe C!. 


Démonstration page 835 


Exemple Soit f € C'(IR, IR). 
La fonction définie sur IR? par g(x,y) = f(x? + xy + y?) est de classe C!. 


Remarque La conclusion de la proposition 8 reste vraie si l’on suppose seule- 
ment que 1 est une réunion d’intervalles d'intérieur non vide. C’est en parti- 
culier le cas lorsque Z est ouvert non vide de IR. 


orollaire 9 (Inverse) 


Soit f : U — IR une fonction de classe C! ne s’annulant pas. 
La fonction 1/f est alors de classe C!. 


Démonstration. Avec la remarque précédente, il s'agit du cas particulier de la proposition 8 
avec la fonction 4 : x ++ 1/x définie et de classe C! sur IR*. [0 


orollaire 10 (Quotient) 
Soit f et g deux fonctions de C!(U,IR), la fonction g ne s’annulant pas. 


La fonction f/g est alors de classe C!. 


Démonstration. Il s'agit d'une conséquence immédiate du corollaire précédent et de la propo- 
sition 6 de la page précédente. ( 
Exemples 


1. Toute fonction rationnelle sur Ü , c’est-à-dire toute fonction définie sur U qui est 
le quotient de deux fonctions polynomiales, est de classe C!. 


2. Si f :IR — IR est une fonction de classe C!, alors la fonction (x,y) + f (4) 


est de classe C!, en tant que composée de f et d’une fonction rationnelle, donc 
de classe C!. 
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Pour montrer qu’une fonction est de classe C! 


Point méthode 

Pour démontrer qu’une fonction f : U — IR est de classe C! : 

e on cherche d’abord à utiliser les théorèmes généraux de manipulations 
des fonctions de classe C! : 


e si ceux-ci ne s'appliquent pas, on peut chercher à montrer que toutes les 
dérivées partielles de f sont définies et continues sur U. 


Exemple Par les théorèmes généraux, la fonction f : (x, y) e*In (Ge + Qu? + 1) est 
de classe C! sur IR?. En effet, les fonctions (x, y) ++ x? +2y? +1 et (x,y) ++ x sont 
polynomiales, donc de classe Cl. Puisque les fonctions exp et In sont de classe C1, 
par composition et produit, f est une fonction de classe C!. 


Exercice 7 Soit f: IR?\{(0,0)} — IR 
4 4 


2 +y 
(y) > en 


1. La fonction f est-elle de classe C1 ? 


2. Démontrer que f admet un prolongement à IR? de classe C!. 


Il  Différentielle 


Retour sur le théorème fondamental 

Développement limité 
Soit Î un intervalle de IR, ainsi que a un point de Z et g : 1 — IR. 
Rappelons que dire que g a un développement limité à l’ordre 1 en a, 
signifie qu'il existe à € IR tel qu’au voisinage de 0 on ait : 


g(a+h) = g(a)+ha +o(h). 
En se rappelant que les applications linéaires de IR dans IR sont exactement 
les applications de la forme h + ha, avec a € IR, dire que f admet un 
développement limité à l’ordre 1 en a signifie donc qu'il existe v € £L(IR, IR) 
telle qu’au voisinage de 0 on ait : 

g(a+h) = g(a) + v(h) +o(h). 


Réécriture du théorème fondamental 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. 
Le théorème « fondamental » de la page 814 affirme qu’au voisinage de 0 
on à : 


f(a+h) = f(a) +3 h;0;f(a) +o(h). (x) 


JL 
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Afin d'écrire la propriété (+) de manière plus condensée, définissons l’ap- 
plication linéaire : 


u: IR — TIR 
p 
h = Ÿ h;0;f(a). 
j=1 
Dans ces conditions, la propriété (x) se traduit par : au voisinage de 0 
l’on a : 
f(a+h) = f(a) +u(h) +o(h). 
Il est facile de vérifier que l’application u est linéaire. 
Les considérations ci-dessus mènent à dire que le théorème « fondamental » de 


la page 814 implique qu’une fonction de classe C! admet un développement 
limité à l’ordre 1 en tout point. 


1 Différentielle en un point 


éfinition 3 

Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. 

La différentielle de f en a est l’application linéaire de IR? dans IR définie 
Dar : 


p 
he SJ h;0;f(a). 


f=1 


Notations 
e La différentielle de f en a se note df(a). 


e La valeur en h € IR? de la différentielle de f en a se note df(a) -h. 


Cette notation, qui désigne (df(a))(h), est utilisée pour alléger les écri- 
tures. 


Remarques 

e Le théorème « fondamental » de la page 814 peut donc s’énoncer comme 
suit. Si f : U — IR est une fonction de classe Cl et a € U, alors au 
voisinage de 0 l’on a : 


f(a+h) = f(a) +df(a)-h+o(h). 


e Lorsque f : U — IR est de classe C!, l’application : 


df: U —+ L(IRP,IR) 
a + df(a) 


est la différentielle de f. 
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Exemples 

1. Soit f : U — IR une fonction constante. Elle est donc de classe C! et toutes ses 
dérivées partielles sont nulles. Il s’ensuit que df = 0. 

2. Soit 1e [1,p] et m :x re x; l'application qui donne la i-ème composante d’un 
élément de IR?. D’après l’exemple 2 de la page 813, r; est de classe C! et : 


1 sii=j; 
D TT: = ) 

Viéllpl, VeelRr delle) = { + 

Ainsi : 
Vr EIRP VAEIR? d(x)-h = h; = mi(h). 
3. Cas d’une application linéaire. Soit (a1,...,ap) € IRP et : 
Uü : IR — IR 
(ess) ef die re, 


D’après l’exemple 3 de la page 813, l'application u est de classe C! et : 
Vz EIRP VhelIRP du(x)-h= ah +... +ah, = u(h). 
4. Soit (a1,...,ap) € IRP et : 


q : IR — IR 


(t1,...,2p) + ri +... + apr? 


" 
L'application polynomiale q est de classe C! sur IR? et : 


Vz EIR? VhelRP dg(x)-h=2a@tih +---+2a,tphp. 


Calcul de différentielles 


Soit f:U — IR et g:U — IR deux fonctions de classe C!, ainsi que a EU. 
La définition de différentielle en un point, les opérations sur les fonctions de 
classe Cl et les règles de calcul de dérivées partielles données page 813 per- 
mettent aisément d'établir les formules suivantes. 

Différentielle d’une combinaison linéaire. Soit (À,y) € IR?. On a : 


d(à j +ug)(a) = Adf(a) + u dg(a). 
Différentielle d’un produit : 
d(fg)(a) = g(a) df(a) + f(a) dg(a). 


Différentielle d’une composée. 
Soit w : I — IR est une fonction de classe C!. Si f(U) CI, alors : 


d(wo f)(a) = &'(f(a)) df(a). 


Différentielle de l’inverse. Si la fonction f ne s’annule pas : 


d/9)(0) = - TE 
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2 Dérivation le long d’un arc 


Dans cette section, TZ est un intervalle d'intérieur non vide de IR. 


héorème 11 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et y:1 = U. 

Si y est dérivable en to € T, alors, en notant a = (to), la fonction f o7 est 
dérivable en to et : 


(f o y)'(to) = df(a) : y/(to). 


g(t) — g(to) 


— to 
tend vers to à l'aide du « théorème fondamental ». Démonstration page 836 


On peut traduire le théorème 11 de la manière suivante. Si f : U — IR est 


Principe de démonstration. En notant g — fo, évaluer la limite de lorsque { 


une fonction de classe Cl et si t + (æ1(t),...,æp(t)) est une fonction dé- 
rivable sur un intervalle d'intérieur non vide 1 à valeurs dans Ü, alors la 
fonction g:tr f(rit),...,xp(t)) est dérivable et, pour tout t € I : 


> (Pan) 


Notons que la commutativité de la multiplication, on a également : 


Cette deuxième formule, moins « naturelle », est néanmoins utile lorsque l’on 
cherche à calculer des dérivées partielles successives. Dans la suite de ce livre, 
nous privilégierons l’une ou l’autre expression selon le contexte. 


Exemple Considérons une quantité physique qui dépend du temps et de l’espace. Cela 
peut être modélisé en introduisant une fonction f: IR XxIR — IR 

(x,y,2,t) Feet 
La position dans l’espace d’un point matériel au cours du temps est donnée par une 
fonction + : tr (æ(t),y(t),z(t)). Posons h:tr f(x(t),y(t),z(t),t). Si f est de 
classe C! et y dérivable, alors la fonction À est dérivable et : 


TOO CONES OP CODEEUE 


On écrit de manière plus simple, en omettant le point en lequel les dérivées partielles 
de f sont évaluées : 
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orollaire 12 
Soit y:1—U et f : U — IR deux fonctions de classe C!. 


La fonction f o y est alors une fonction de classe C!. 


os Démonstration page 837 
Interprétation de df(a) -h 


Nous l’avons déjà remarqué, pour appréhender le comportement de f : U — IR 
en à, il est souvent intéressant d'étudier f en a dans toutes les directions, 
c’est-à-dire considérer les fonctions {+ f(a+th). 
Fixons h € IR? \ {0}. Puisque U est un ouvert, il existe un réel r > 0 tel 
que B(a,r) CU, et donc l'application : 
yitra+th 

est définie sur 1 — Tr Tr L Si f est de classe C!, alors, d’après le théo- 
rème 11 de la page ci-contre, la fonction f o y est de classe C! et : 

(fo 7)" (0) = df(a) : A. 
Ainsi, de manière imagée « df(a)-h est la dérivée de f en a dans la direction 
donnée par h ». 
Remarque Même si f n’est pas supposée de classe C!, il est possible que la 
fonction t+ f(a+th) soit dérivable en 0. Dans ce cas, sa dérivée en 0 est 
appelée dérivée de f en a selon h et notée D; f(a). Ainsi, si f est de 
classe C!, on a D;f(a) = df(a):h. 


Exercice 8 Soit f : IR? — IR la fonction définie par : 


x° + y 
si ) 0,0 5 
MEN lRNNT ) ENNrE i (x, y) À (0,0) 
0 sinon. 


1. On suppose que f est de classe C! sur IR?. Calculer d/f(0,0). 
2. Pour (a,b) € IR? \ {(0,0)}, calculer D(,4,f(0, 0). 


3. Conclusion ? 


Point méthode 


Pour démontrer qu’une fonction f : U — IR n’est pas de classe C!, il peut 
être utile : 


e soit de trouver h tel que t+ f(a+th) ne soit pas dérivable en O0, 
e soit de raisonner par l’absurde en exploitant les dérivées en 0 de la fonc- 


tion t- f(a+th), pour certaines valeurs de a E U et h € IR. 


L'exercice 8 illustre ce point méthode. Cependant, l’étude dans toutes les di- 
rections n’est pas toujours suffisante pour conclure (cf. l'exercice 14.4 de la 
page 845). 
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3 Caractérisation des fonctions constantes sur un convexe 


roposition 13" 
Soit f : U — IR une fonction de classe C!, ainsi que (a, h) € U x IR? tel que 
le segment [a, a + h] CU. On a : 


il 
f+h) = (0 = | df(a+th):hdt. 


Démonstration. Puisque [a,a+h] CU, l'application + :t++ a+th est définie sur [0, 1] à va- 
leurs dans U. La fonction + est de classe C!, avec y’ — h. D'après le théorème 11 de la page 820, 
la fonction définie sur [0,1] par g(t) — f(a + th) est de classe C' et g'(t) = df(a+th)-h 
pour tout £ € [0,1]. Ainsi : 


a+ fQ)= ado = [da | arç+u-nar Q 


héorème 14 
Supposons que ÜU soit un ouvert convexe non vide. 


Une fonction f : U — IR est constante si, et seulement si, elle est de classe C! 


et df = 0. 


Principe de démonstration. Démonstration page 838 


Utiliser la proposition 13 pour le sens non trivial. 


Attention Le résultat précédent ne s'étend pas à un ouvert U quelconque. 
Par exemple, la fonction f définie sur U = IR* X IR par f(x,y) = 1 si x > 0 
et f(x,y) = —1 sinon, est non constante alors que df = 0. 


4 Règle de la chaîne 


héorème 15 (Dérivation en chaîne) 


Soit U un ouvert non vide de IR? et f : U — IR une application de classe C!. 
Soit également V un ouvert non vide de IR et : 
CE V  — IR? 

Cisssso do) + Gina mluisees de), 


Si les fonctions z1,..., æ, sont de classe Cl et si g(V) CU, alors h = fog 
est une fonction de classe C!. De plus, pour tout a € V, en notant b = g(a), 
on à alors pour tout à € [1, a] : 


dh(a) = D dix; (a) 8; f(b). 
j=1 


Principe de démonstration. À l'aide du théorème 11 de la page 820, calculer pour à € [1,q] 
la dérivée en a; de l'application t+ f(æi(a, 0m 0). Lola bus ,ag)) : 


Démonstration page 838 
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Exemple Commençons par traiter un cas particulier. 

Soit f : U — IR une fonction de classe C! sur un ouvert U de IR?. Soit également x 

et y deux fonctions de classe C! sur un ouvert V de IR?, telles que g(V) CU, où 

l’on a posé g(u,v) = (x(u, v), y(u, v)) . Le théorème 15 de la page ci-contre donne que 

la fonction À: (u,v) + f(æ(u,v), y(u,v)) est de classe C! et, pour tout (u,v) € V : 
(uv) = SE (uv) CL (ru, v), y(u, v)) + Sue) SL (eu v) y(u,v)) 


Oh Ox ) ) 
Su (uv) = 3o (4 v) CODEC) + 30 (4) SL (eu v) vu 0). 


En omettant les points où sont évaluées les dérivées partielles, on peut réécrire ces 
relations de manière très condensée : 


Oh Or Of  Oy Of Oh _ Of Ox Of y 

Ou du 0x Ou Oy Ou Or Ou  Oy Ou 

Oh Oôr0f dyof 6h 0f0r Of dy 

Ov Ov Or Ov dy Ov Or Ov Oy dv 
Remarques 
e Plus généralement, le théorème 15 de la page précédente s'écrit de façon 


plus agréable avec la notation BE 


En effet, avec les hypothèses du théorème 15 de la page ci-contre : 


oh Pr; Of 
ne = D Ge pe C) C9) 


=1 


e On retient la relation (+), dite règle de la chaîne, sous la forme concise 
ci-dessous, où les points où sont évaluées les dérivées partielles sont sous- 
entendus : 


Oh 6x; Of 


ou encore 


Ou; E fi Ou; ot; 


Cette notation est certes abusive, mais elle est très efficace. Il faut simple- 
ment ne pas perdre de vue, pour chaque dérivée partielle, le point où elle 
est évaluée. 

Exemples 

1. Soit f : IR? —+ IR une fonction de classe C! et g : IR? —+ IR définie par : 

g(r,0) = f(rcosb,r sin 6). 

Par opérations sur les fonctions de classe C!, les applications (r,cos 0) — r cos 0 
et (r,cos®) + rsin@ sont de classe Cl. Par conséquent la fonction g est de 


classe C! et pour tout (r,0) € IR?, on a : 


g_. of  . of 09. of of 
nr 0 et 56 — PERS Pt 
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2. Soit (a,b,c,d) € IR* et f : IR? — IR une fonction de classe C!. On pose g la 


fonction définie sur IR? par : 


glu, v) = f(au + bu, cu + dv). 


Les applications (u, v) + au + bu et (u,v) + cu + du sont polynomiales sur IR?, 
donc de classe CT. Par suite la fonction g est de classe CT et, pour tout (u,v) € IR? , 


On à : 
0g Of Of 09, 01 . Of 
= ÿ, — hi. 
Où ‘Or 0y : Ov ° Ox Li 0y 
Exercice 9 Soit f : RU IR une fonction de classe C!. 


(uv) > f(u,v) 
On pose g : (x,y) + f(x+y, xy). Calculer en tout point (x, y) les dérivées partielles 
de g en fonction de celles de f. 


5 Gradient 

Dans cette section, IR? est muni de son produit scalaire canonique noté (.|.). 
éfinition 4 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. 
Le gradient de f en a, noté Vf(a), est le vecteur de IR? défini par : 


Vf(a) = (@.f(a).….0,f(a)). 


roposition 16 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. Alors : 


VREIR df(a):h=(Vf(a)|h). 


Démonstration. En effet, pour tout h € IR?, on a : 


(VS(a) 1h) = D ;f(a) hi = df(a)-h. 0 


On peut ainsi traduire le « théorème fondamental » de la page 814 en termes 
de gradient de la manière suivante. Si f : U — IR est une fonction de classe C! 
et a EU, alors, au voisinage de 0 l’on a : 


f(a+h)= fa) +(Vf(a)|h)+o(h). 
De même, le théorème 11 de la page 820 peut se traduire en termes de gra- 
dient de la manière suivante. Si f : U — IR est une fonction de classe C! 


et y: 1 — IR un arc de classe C! à valeurs dans U, alors, pour € I ,ona 
en posant a = y(to) : 


(f o y)'(to) = (V (a) | vo) ). 
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Exemple Un certain nombre de lois physiques s'expriment en termes de gradient. C’est 
par exemple le cas de la loi d'Ohm dans sa forme locale, de la première loi de Fourier 


sur la conduction thermique ou encore de la première loi de Fick. 


Remarque Lorsque f et g sont des fonctions définies sur un ouvert et & une 
fonction réelle de la variable réelle, toutes de classe C!, on obtient les relations 


suivantes, qui ne sont que des reformulations des calculs de différentielle : 


VO F+ug)=AVf+uVy 
V(fg)=gVf+fVg 
V(pof)={(v'of)Vf 


Utilisation en physique 


Un certain nombre de lois physiques s'expriment en termes de gradient. Rap- 


pelons quelques exemples. 


Forme locale de la loi d’Ohm Une modélisation possible d’un matériau 
conducteur soumis à un champ électrostatique, consiste à donner une par- 
tie À C IR* et deux fonctions V : À — IR (le potentiel électrostatique) 
et y: À — IR} (la conductivité électrique). La forme locale de la loi d'Ohm 


lie, sous certaines conditions, le vecteur densité de courant j : À — IR et 


le gradient du potentiel par la relation : 


JTE IV T 


Conduction thermique Pour étudier, dans un matériau continu, le flux 
thermique à travers une surface quelconque à un instant donné, on in- 
troduit le vecteur densité de flux thermique jo : À — IR. Si le matériau 
est soumis à un champ de température T : À — IR, la première loi de 


Fourier affirme : 
jo = —AVT, 


où À: A — IR, est la conductivité thermique. 


IT Fonctions de classe C? 
1 Dérivées partielles d'ordre 2 


Les dérivées partielles d’une fonction f : U — IR, lorsqu'elles existent en tout 
point de U sont des applications de U dans IR. On peut donc s'intéresser à 


leurs dérivées partielles éventuelles. 
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éfinition 5 
Soit (5, j) € [1,p]°. 
Lorsqu'elle existe, la fonction 0;(0;f) est appelée dérivée partielle de f 
OT 
OMOT; 
On appelle dérivée partielle d’ordre 2, une dérivée partielle par rapport 
à un couple d'indices. 


selon les indices (i,j) et notée 07, f ou 


Remarque Pour éviter des confusions, on dit parfois qu’une dérivée partielle 
au sens de la définition 1 de la page 811 est une dérivée partielle d’ordre 1. 


2 La classe C? 


éfinition 6 
Une application f : U — IR est de classe C? si toutes ses dérivées partielles 
d'ordre 2 existent et sont continues sur U. 


On note C?(U,IR) l’ensemble des applications de classe C? de U dans IR. 


Remarques 
e En d’autres termes, la fonction f est de classe C? si toutes ses dérivées 
partielles d’ordre 1 sont définies et de classe C1. 


e On convient que les fonctions de classe C° sont les fonctions continues. Dans 
ce contexte, on peut noter C°(U,IR) l’ensemble des fonctions continues 
définies sur U à valeurs réelles. 


e Ilest clair que la restriction à un ouvert V € U d’une fonction de classe C? 
est également de classe C?. 


e La définition de fonction de classe C? coïncide avec celle donnée en première 
année pour les fonctions de la variable réelle définies sur un intervalle ouvert 
et, par extension, aux fonctions de la variable réelle définies sur une réunion 
d’intervalles ouverts. 


Exemples 
1. Les fonctions constantes sont de classe C?. En effet, toutes leurs dérivées partielles 
sont nulles, donc de classe C. 


2. Le laplacien d’une application f € C?(U,IR) est : 


CM Cu 
Su D 


Une application est dite harmonique si elle est de classe C? et si son laplacien 
est nul. 
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I vient de la définition et du théorème fondamental le résultat suivant. 


roposition 17 
Si f € CUIR), alors f est de classe C!. 


Démonstration page 839 
Exercice 10 {Approfondissement) 


Soit D = [0,1] xXIR+. On dit que la fonction f € C(D, IR) est solution du problème : 
Don 


CE EU ÿr2 et f(0,t) = f(1,t) =0, 
si f est de classe C? sur D = 10/1 AIR Et selle vériies 
Cri nié E - 
V(z,t) e D (et) gaz (rt) et MAS IR TO = 0 


Déterminer les solutions non nulles du problème (P) qui sont de la forme : 


fi(t)r p(x)v(). 


Remarque Le problème traité à l’exercice précédent est un cas particulier de 
recherche de solutions d’une équation aux dérivées partielles, dite équation de 


diffusion. 
Pour plus d'informations sur ce problème, voir l’exercice 15.19 de la page 904. 


3 Opérations sur les fonctions de classe C? 


Les théorèmes opératoires sur les fonctions de classe Cl se généralisent sans 
difficulté aux applications de classe C?. 


roposition 18 
Soit f et g deux applications de U dans IR de classe C?. 


Pour tout (X,u) € IR?, l'application À f + y g est alors de classe C?. 


Démonstration page 840 


Remarque Il s’ensuit que C?(U,IR) est un sous-espace vectoriel de C!{U, IR). 


roposition 19 
Soit f et g deux applications de U dans IR de classe C2. 


L'application fg est alors de classe C?. 


Démonstration page 840 
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roposition 20 


Les applications polynomiales sur IR? sont de classe C2. 


Démonstration. C'est une conséquence du fait que les dérivées partielles d'une application 
polynomiale sont elles-mêmes des fonctions polynomiales. ÛÜ 


héorème 21 


Soit V un ouvert non vide de IR? et f : V — IR une application de classe C?. 
Soit également U un ouvert non vide de IR? et : 
9 : U — IR? 
(isiweaud) Es (dites 0e jui), 


Si les fonctions g1,..., g, sont de classe C? et si g(U) C V, alors f og est 


une fonction de classe C2. 


Démonstration page 841 


Exemple Soit f : IR? — IR de classe C2. L'application g : (x,y) + f(x +y, xy) est 
alors de classe C?. 


orollaire 22 


Soit f : V — IR une application de classe C?, où V est un ouvert non vide 
de IR. 


Soit également ÜU un ouvert non vide de IRT et g : U — IR une fonction de 
classe C? telle que g(U) € V, alors f o g est une fonction de classe C?. 


Démonstration. 
Il s'agit du cas particulier du théorème le théorème 21 dans le cas p = 1. ( 


roposition 23 


Soit f : U — IR une fonction de classe C? ne s’annulant pas. 


La fonction 1/f est également de classe C?. 


Démonstration. 
C'est un cas particulier du corollaire 22, en considérant g : IR* — IR définie par g(x) = 1/x. [Ü 


Exemples 
1. La fonction (x, y)  In(x? + y? +1) est de classe C?. 


2. Toute fonction rationnelle sur IR? est de classe C? sur tout ouvert où elle est 
définie. 
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4 Théorème de Schwarz 


héorème 24 
Soit f : U — IR une fonction de classe C?. On a alors : 


of ®f 


Vénel eee 
u 1 1 ul 


Démonstration (non exigible) page 841 


L'existence de dérivées partielles « croisées » ne suffit pas pour démontrer 
qu’elles sont égales. 


p.842) Exercice 11 Soit f l'application définie sur IR? par 


D 2 
feu) = | res Si (61) # (0,0); 


0 sinon. 


1. Démontrer que f est de classe C!. 
ef Cns 


2. Calcul 
no Ox0y OyOx 


(0,0) et (0,0). 


Un exemple : champs de vecteurs dérivant d’un potentiel 

Supposons de plus IR? muni du produit scalaire canonique. 

Un champ de vecteurs sur U est une application de ÜU dans IR?. Le gradient 
d’une fonction de classe C! sur U à valeurs réelles est un exemple de champ 
de vecteurs. 

On dit qu’un champ de vecteurs V sur U dérive d’un potentiel s’il existe 


une fonction f de classe C! de U dans IR telle que V = Vf. La fonction f 
est alors un potentiel de 


Dans le cas où A est de classe C!, c’est-à-dire que ces applications compo- 
santes sont de classe Cl, et dérive d’un potentiel, on a d’après le théorème de 


Schwarz, en notant (V1,...,V,) les composantes de 
OV; OV; 
ÿ 2 1 2 3 — v. 
(3) € [1,p] Don (x) 


p.843) Exercice 12 Le champ de vecteurs (x,y) + (xy?,—xy) dérive-t-il d’un potentiel ? 


p.843) Exercice 13 Déterminer un potentiel pour le champ de vecteurs défini sur IR? par : 


— 
Vru)= (Cry, x Eu) 
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Le théorème de Schwarz fournit simplement une condition nécessaire pour 
qu’un champ de vecteurs dérive d’un potentiel. Les exercices 14.13 et 14.14 
(page 847) montrent que la réciproque est vraie dans le cas où U — IR?, mais 
fausse en général. 


Calcul des dérivées partielles d'ordre 2 de fonctions composées 


Considérons des fonctions x; : V — IR de classe C?, avec j € [1,p], définies 
sur un ouvert V de IR, telles que l'application ® : ur (xi(u),...,x(u)) 
soit à valeurs dans un ouvert U. 
Pour toute fonction f € C{(U,IR), par composition, la fonction g = f o ® est 
de classe C! et, pour à € [1, q] : 


où l’on garde les conventions données lors de l’introduction de la règle de la 
chaîne (cf. page 823). Cette expression étant valable pour toute fonction f de 
classe C!, elle permet, par itération, de calculer les dérivées partielles d’ordre 2 
de g = fo, lorsque f est de classe C2. 


Remarque La notation : 


0g on; OF 
Ou; _ Ou; Ot; 
est simple et efficace. Pour l’utiliser correctement, il ne faut cependant pas 
perdre de vue qu’elle signifie qu’en posant g:ur> f(xi(u),...,æp(u)), on a: 
0g E, 6x; Of 
Vue V Vief1, = Lu) (ru), ...,to(u)). 
Exemple Soit x: IR? —+ IR et y: IR? — IR 
(u,v) + u+u (u,v) + uv. 


Les applications x et y sont polynomiales sur l’ouvert IR?, et donc de classe C2. 
Pour f € C!(IR?,IR), l'application définie sur IR? par : 


g(u,v) = f(u + v,uv) 
est de classe C! et pour tout (u,v) € IR?, on a : 


og of, of og of. of 


7 cs t ni  — = 


Ou 0x "oy Ov x y 


Ainsi, si la fonction f est de classe C?, compte tenu du théorème de Schwarz, pour 
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tout (u,v) € IR?, on a : 
gs do Ar 07 
Oudv Ou \Ov)] Ou \ 0x Oy 
mi Of 0 fof 
_ (jrs (5) 


Ô 
ff. @f\ of af . of 
(Has) d(+e) 


of ®f of 
à 


p.843] Exercice 14 Le laplacien d’une fonction f définie sur U © IR? et de classe C2 
CÉNOGE EEE : 2 /1P2 a 
est Af = DT (voir page 826). Soit f € C?(IR*\£{(0,0)},IR) et g l'application 
Or 
définie sur IR? x IR par g(r, 0) = f(rcos6,r sin 0). 


0 0 
1. Exprimer SL (r cos 0, r sin 0) et Sr cos 0, r sin 0) en fonction des dérivées par- 
T y 
tielles de g. 


2. Exprimer (Af)(r cos 6, rsin 4) en fonction des dérivées partielles de g. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Exercice 1 


1. Soit x € IR. L'application y + (x,y) est continue, car les applications com- 
posantes sont une application constante et l’identité. Par composition, la fonc- 
tion f;:y+ f(x,y) donc est continue. On démontre de même, pour y € IR, que 
l'application f, est continue. 


2. Dans ce cas, si x £ 0, la fonction f; : y 7 est continue. De plus, fo est 
l’application nulle. Par suite, les fonctions f,; sont continues. Par symétrie, il en 
est de même des fonctions f,. 


Pour æ ElR*,on a f(x,x) = + et donc : 


Si f était continue en (0,0), on aurait lim f(x,x) = f(0,0) = 0. Par conséquent, 
æZ20 
la fonction f n’est pas continue en (0,0). 


Exercice 2 
En tant que quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule 


pas, la fonction f est continue sur IR? \ {(0,0)}. Pour tout (x, y) € IR? \ {(0,0)}, il 
existe (r,0) € IRŸ x [0, 2x tel que (x,y) = (r cos 6, r sin 8). On a : 


r% cos? 0 + r° sin° à 


[te y) = 


| =7T cos” 0 + sin” 6] < 2r. 


r?2 cos? 0 + r? sin? @ 


Puisque r = IL (x, y)| il s'ensuit par encadrement que ln, fu) = 0 Par 


” (æ,y)— (0,0) 


suite, la fonction f définie sur IR? par : 
Fr. on  { fu) si (æ,y) eIR°\{(0,0)} ; 
f(æ,9) = { 0 sinon, 


est continue. 


Exercice 3 Soit f la fonction définie sur IR? par f(x,y) — y si (x,y) # (0,0) 
et f(0,0) — 0. À l'exercice 1 il a été démontré que f n’est pas continue en (0,0). 
Pour tout x € IR*, on a f(x,0) — 0. De plus, f(0,0) = 0. Ainsi f admet une dérivée 


partielle en (0,0) et $£(0,0) = 0. De même $£(0,0) = 0. 


Exercice 4 Notons B=(e:,...,e,) la base canonique de IR?. 
Soit j € [1,p]. La j-ème application partielle de W en (0,...,0) est l’application f, 
définie sur IR par : 
f5(E) = N'(te;). 
Puisque la fonction t + [t| n’est pas dérivable en 0 et que pour tout t € IR, on 
a f(t) = [EI W(e;), il vient que f; n’est pas dérivable en 0 (car W(e;) £ 0). 


Par définition, NW n’a pas de j-ème dérivée partielle en 0. 
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|» 
Exercice 5 Rappelons que pour x = (x1,...,æp) € IRP, on a |xll2 = 4/ D x?. 
i=1 


1. 


Fixons x = (21,...,%p) € IR? \ {0} et j € [1,p]. Par opération sur les fonctions 

dérivables, l’application t + (a, A Se 211: est dérivable en x;. 
Cela implique que 0; est définie en x et : 

Tj ZT; 

ON2(x) = - Te 


Ainsi, par opérations sur les fonctions continues, l'application x + 0,N(x) est 
continue sur IR? \ {0}. Il s’ensuit que N2 est de classe C! sur IR? \ {0}. 


D’après l’exercice 4 de la page 812, les dérivées partielles de N2 ne sont pas définies 
en 0. À fortiori l'application N2 n’est pas de classe C! sur IRP. 


Exercice 6 


L'application t + M(1,t) = 1+{[t| n’est pas dérivable en 0, donc @2W1(1,0) 
n’est pas définie. À fortiori, Ni n’est pas de classe C! sur IR? \ {(0,0)}. 


Pour tout t € IR}, on a : 


1 sit<1: 
N(0 = { t sit >l. 


Il s’ensuit que l’application t + N(1,t) a une dérivée à gauche en 1 qui vaut 0 et 
une dérivée à droite en 1 qui vaut 0. Par suite cette fonction n’est pas dérivable 
en 1 et Ns(1,1) n’est pas définie. À fortiori, la fonction NX n’est pas de 


classe C1 sur IR? \ {(0,0)}. 


Lemme 1 On munit IR? de la norme || |+. 


Soit € > 0. Par continuité, il existe un n > 0 tel que pour tout x € Br(0,7) et je [1,p] 
on ait |d;f(x)|| <e/p. Fixons un tel 7 ; soit h € Br(0,n). 

On note 5x = (h1,...,hx,0,...,0) pour k € [0, p]. 

Pour tout k € [1,p] et t € [0,1], on a (h1,...,hg-1,thx,0,...,0) € Br(0,n). Par 
conséquent, pour k € [1,p], la fonction gx définie sur [0,1] par : 


gk(t) — fa, .. hy_1,thy,0, eo. 0) 


étant de classe C! et vérifiant g/,(t) — hrdk f (R1, . RS Te on a: 


Lf (sk) — F (sx-1)] = |9x(1) — gx (0)| 


1 
— / hrdr.f (1, .,hg_1,thg,0,.. 0) dt 
0 


1 
< hui OT Chic he the, 0,0) |dé 
0 


€ € 
[= <Rll=- 
D D 


< |hk 
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Il s'ensuit : 


/\ 
Ms & 


p 
fs) — F(8x-1)| < SCIAl 2 = falle. 
k=1 P 


Par suite, f(h) = o(h) au voisinage de 0. 
Théorème 2 Fixons a EU. 
e Posons g:h+ f(a+h)— f(a) ÿ ho: Fa). 
Cette application est définie sur : 


U'=(-a)+U ={hElR |a+heEeU}. 


Il'est clair que U”’ est un ouvert de IR? et que 0 € U”. 
Il est de plus immédiat que g admet des dérivées partielles en tout point et : 


d;g(h) = d;f(a+h)—ü;f(a) 


pour tout h EU! et j € [1,p]. Il s'ensuit que g est de classe C!. 


De plus, g(0) = d:1g(0) = ::: = d,g(0) = 0. 
e D'après le lemme 1 de la page 814, on a au voisinage de 0 : 
g(h) = o(h), 
c'est-à-dire : 


p 
fa+h)— f(a) — D h;8;f(a) = g(a) +o(h), 
j=1 
ce qui achève la démonstration. 


Proposition 4 


e  Démontrons que f + g est de classe C. 


Les règles de calcul de dérivées partielles donnent que toutes les dérivées partielles 


de f + g sont définies (cf. page 813). De plus : 
Vjeflr] Ô,(f +9) = 0;f + bg. 


Soit j € [1,p]. Puisque 0; f et 0;g sont des fonctions continues, la fonction 0; f+0;q 


est continue et donc Ü;(f + g) est une application continue. 


Par suite, toutes les dérivées partielles de f +g sont continues. Ainsi, la fonction f +g 


est de classe C. 
e On démontre de la même manière que la fonction Àf est de classe C1. 


Proposition 6 Les règles de calcul de dérivées partielles donnent que les dérivées partielles 


de fg sont toutes définies (cf. page 813). De plus : 
Viellp] 0,(fg) = g0;f + f ü;g. 
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Soit j € [1,p]. Puisque la fonction g est de classe Cf, elle est continue. Par définition, la 
fonction d;f est continue. En tant que produit de fonctions continues, la fonction g 0; f 
est continue. De même, la fonction f Ü;g est continue. Par conséquent, en tant que 
somme de deux fonctions continues, la fonction 0;(fg) est continue. 

Par suite, toutes les dérivées partielles de fg sont continues. Ainsi, la fonction fg est de 
classe C1. 


Corollaire 7 Pour j € [1,p], notons x; la j-ème projection, c'est-à-dire : 


Fig: IR — IR 

CS) + 
Les fonctions rm; sont de classe C! (cf. page 813). Puisqu'un produit d'applications de 
classe C1 est de classe C!, pour à = (a1,...,a,) € INP, l'application pu = TŸ1-:-mp" 


est de classe Cl. On conclut en remarquant que toute fonction polynomiale est une 
combinaison linéaire de fonctions 4,4, donc une combinaison linéaire de fonctions de 
classe C!. 


Proposition 8 Les règles de calcul de dérivées partielles donnent que les dérivées partielles 
de wo f sont toutes définies (cf. page 813). De plus : 


Viell,p] ô;(go f)={(9"0 f) x o;f. 
Soit j € [1,p]. Puisque la fonction f est de classe C1, elle est continue et, par composi- 
tion, la fonction w' 0 f est continue. Par définition la fonction 0; f est continue. En tant 
que produit de fonctions continues, Ü;(4 0 f) est continue. 


Par suite, toutes les dérivées partielles de & o f sont continues. Ainsi, la fonction &o f 
est de classe C!. 


Exercice 7 
1. La fonction f est de classe Cl en tant que fonction rationnelle définie 
sur IR? \{(0,0)}. 
2. Soit g un prolongement de f à IR?. 
e  Déterminons les valeurs possibles de g(0,0) pour que g soit continue. Si g est 
continue en 0, on a alors par composition : 
æZ0 
Par ailleurs, pour x € IR*, on a g(x,0) = x?, et donc : 
0 
Nous considérons par la suite le prolongement g tel que g(0,0) = 0. 
e  Démontrons que les dérivées partielles de g sont définies en 0. 
Soit x € IR*. On a : 
g(x, 0) — g(0,0) 
xz—0 xæ—0 
Il s'ensuit que la première dérivée partielle de g existe et est nulle en (0,0).De 


même 2 (0.0) =); 
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e Pour tout (x,y) € IR°\ {(0,0)}, les règles de dérivations donnent : 


Ôg 


2e.) 2x5 + 4x3? — 2æy* 
Ôx° ” 


(a? + y?) 

Fixons (x,y) € IR? \ {(0,0)}. 

Il existe (r,0) € IR£ X IR tel que (x,y) = (r cos 6, r sin 8). Il vient : 
e 


3x CE, n|= — r|2 cos”(4) + 4cos°(0) sin” (4) — 2 cos(9) sin*(@)| < 8r. 


Par conséquent 122 (x, y)| < 8]|(x, y)|L, - Du fait que 22(0,0) — 0, on en dé- 


duit : 
0g 
V(x,y) € IR? An < 8 
Fa 
Il est alors immédiat que lim “it (x,y) = 0. La fonction _ est donc 
(æ,y)— (0,0) 


continue en (0,0) et par suite sur IR?. 
° Ilest clair que g(x,y) = g(y,x) pour tout (x,y) € IR?. On en déduit que dg 
est définie sur IR? et @2f(x,y) = d1f(y,x) pour (x,y) € IR?. Par conséquent, 


5e est continue sur IR?. Ainsi, g est de classe C! 


Théorème 11 


FE) — (ro) 

it 
D'après le théorème 2 de la page 814, il existe une fonction € : U’ — IR, où l'on a 
posé U' = (—a) +U, telle que e(h) > 0 et : 


e Soit a — y(to) et g la fonction définie sur I \ {to} par g(t) = 


VheU' f(a+h)= +) mare )+ [All e(). 


e Pourtout te I \{to}, on a donc, en notant 7; les applications composantes de 7 : 


=). 28 ut = 00) 2, ra) + [1020 


t—t t—to 


(100 — At) 


—— 


e Pour tout 5€ [1,p], du fait que + est dérivable en to, on a : 


750) — Y;(to) 
t to 5, (to) 


Par conséquent : 


836 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


17 (éo)| 


A) Yo) — y/(to), par continuité de la norme, a 
10 


e Puisque er 
cu 


| d(6)=7 (Co) 
t—to 


(to) 
to 


et donc la fonction {+ ]22 | est bornée au voisinage en to. 


Par ailleurs, par continuité, on a y(t) es (to), et donc e(+(t) — y(to)) =? 0. Par 
0 0 


conséquent : 
RO) 26160 at) 7 0 
0 to 
e || s'ensuit donc : 
: p 
= ———— (to) 3 ; f(a) + 2070) | ( (t) — y(to a 24 to) 0;f(a) 


c'est-à-dire : 


COREONES DETENTE 


er _ 
ce qui démontre le résultat souhaité. 


Corollaire 12 D'après le théorème 11 de la page 820, on a : 


Deux ((@;f)° 7) 


e Soit j € [1,p]. Par définition la fonction 0; f est continue et, par composition, il en 
est de même de (0; f)o7, car + étant une application de classe C}, elle est continue. 


e Par opérations sur les fonctions continues, les fonctions : 
x (fon) et D» ((@:f) 01) 


sont continues. 


Par suite, la fonction f o y est classe C!. 


Exercice 8 
1. Pour tout xElR,on a f(x,0) = x. Il s'ensuit que SL (0,0) est définie et vaut 1. 


De même 22 (0, 0) est définie et vaut 1. Par conséquent, si f était de classe C, 


on aurait : 


V(h,k) EIR* df(0,0)-(hk,k)=h+k. 
2. Soit (a,b) € IR? non nul. On a, pour tout # € IR : 
fa, tb) = tj (ab). 
Par suite, D{45,f(0,0) = f(a, b). Cette relation est encore vérifiée si (a,b) — (0, 0). 
3. Toujours si f est de classe C!, on a d’après la première question : 


Di) 00 0) — df(0, 0) | (a, b) = a+ b. 
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D’après la deuxième question, D(,,8)f(0,0) = f(a,b). On a ainsi : 
D(1,1,f(0,0) = 2 et D(1,1)f(0, 0) — 1, 
ce qui est absurde. La fonction f n’est pas de classe C! sur IR? (alors que sa 


restriction à IR? \ {(0,0)} l’est, d’après les théorèmes généraux). 


Théorème 14 


e Il a déjà été remarqué, en exemple à la page 813, qu'une fonction constante est de 
classe Cl et que toutes ses dérivées partielles sont nulles. Ainsi df(a) = 0 pour 
tout a E U et donc df = 0. 


e Supposons que f soit de classe C! et que df — 0. 
Fixons a EU. 
Par convexité, pour tout b € U, le segment [a,b] est inclus dans U. D'après la 
proposition 13 de la page 822, on a : 


Î 
FO = [| af(a+tb-a) 6-0 
0 
On en conclut que la fonction f est constante. 


Théorème 15 


e Soit a = (a1,...,a) € V. Fixons i € ]1, dl. 
Pour tout j € [1,p] la fonction x; est de classe CT. Il s'ensuit que les applications : 


Vi,j tr æj(a,...st,... ag) 


i-ème position 
sont de classe C1. D'après le théorème 11 de la page 820, la fonction : 
tr For. m0... 


est dérivable en a; et sa dérivée, qui est par définition 0;h(a), vaut : 
P 
ds (ai) Ô;.f (g(a)). 
j=1 


En d'autres termes : 


Ojh(a) = >_ix;(a) 8; f(g(a)). 


e Ainsi, toutes les fonctions O0;h sont définies sur U. Par ailleurs, les fonc- 
tions æ1,..., x sont continues, donc g est une fonction continue. Par composition, 
somme et produit de fonctions continues, pour tout à € [1,gq], la fonction : 


p 
Oh = >. 00 X (af (e] 9) 
j=1 
est continue. Ainsi, par définition, la fonction h est de classe C!. 
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Exercice 9 Les applications polynomiales u : (x,y) + x +y et v:(x,y) + xy sont 


de classe C1 sur l’ouvert IR?. 


D’après la règle de la chaîne, pour tout (x,y) € IR? : 


Og Ouo0f dvOf Of Of 
Ox Or Ou Or Ov du. 
Og Ou0f dvof Of Of 
Oy Oy Ou Oy Ov Ou * dv. 


Proposition 17 Puisque f est de classe C?, toutes les dérivées partielles 0; f sont définies 


et de classe C! sur U. Ainsi, d'après le corollaire 3 de la page 815, les fonctions 0; f sont 


continues. Ainsi, par définition, la fonction f est de classe C! 


Exercice 10 


e Soit &:[0,1] —IR et Ÿ : IR}; IR deux fonctions telles que : 


fit) 8 p(x)v(t) 


soit une solution non nulle du problème (P). 


*k 


Puisque f £ 0,on a 6 £ 0 et d £ 0. Il existe alors to € IR+ et xo € [0,1] tels 
que w(x0) £ 0 et Y(to) Z 0. Fixons un tel couple (x, to). 
Puisque f(to, to) = g(xo)d(to) À 0, on à xo € {0,1}, 5e. xo € |0,1|. 
Par hypothèse, la fonction f est continue, donc {+ w(xo)d(t) est une fonction 
continue sur D. Du fait que w(xo) Z£ 0, la fonction Ÿ est continue sur IR}. 
Par continuité de 4, on peut donc supposer to € IR1. 
Puisque l'application t + f(xo,t) = (xo)Ÿ(t) est continue sur IR} et de 
classe C? sur IR? , il en est de même de #, car (ro) # 0. 
De la même manière, @ est une fonction continue sur [0,1] et de classe C? 
sur ]0,1|. 
Par conséquent, pour tout ]0, 1] x IR* : 
2 

PE = LÉ, = L(n,5) = et (0. (9 
En considérant (x) avec t = to, il vient que & est une solution non nulle 
sur |0,1[ de l’équation différentielle : 


Y(to)z"(x) = Ÿ’(to)z(x), (E) 
de limite nulle en 0 et 1. Puisque cette dernière équation est une équation 


différentielle linéaire du second ordre, homogène et à coefficients réels, trois 
cas se présentent. 


x Ilexiste (À,u) € IR?, avec À Z u tel que (u,v) soit une base de solutions 
de (£), où l’on a posé u:tr e" et u:t1 elt. Puisque y est une solution 
non nulle de (£), il existe (a, 8) € IR? \ {(0,0)} tel que % = œu + Su et, 
d’après la condition aux limites en 0 et 1 : 


a + = 0 
ae*+Beh =0. 
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Le déterminant de ce système étant e! — e\ Z 0, l’unique solution du 
système est (0,0), ce qui est exclu. 

x Même analyse lorsqu'il existe À € IR tel que (u,v) soit une base de solutions 
de l'équation (£),où u:trelt et v:trtet. 

x Ilexiste (À,w) € IR?, avec w £ 0 tel que (u,v) soit une base de solutions 
de (£), où l’on a posé u : ++ ecos(wt) et v : t + e*sin(wt). Il existe 
alors (a, B) € IR? \ {(0,0)} tel que Ÿ = au + Bv et : 


a = 0 
ae” cosw + Be*sinw —=0. 
Cela implique a = 0, donc 8 £ 0, puis w € rZ. 
Par conséquent, il existe a € IR* et k € IN tels que : 
Vz e [0,1] vx) = asin(krzx). 
Dans ces conditions, (x) se traduit, sachant que a %£ 0, par : 
V(x,t) €]0,1[XIRE  — k?r° sin(knx) Y(t) = sin(krx) d'(t), 
ce qui implique : 
VEEIRS —kn°p(t) = Y'(t). 
Ainsi, par continuité de f, il existe (A,k) € IR* x IN tel que : 
VUE liIRIR: fo = AeET°t sin(krx) 


e  Réciproquement, il est facile de vérifier que les fonctions définies par : 


V(x,t)e[0,1]XIR f(x,t) = 4e T'tsin(kræ) avec (A,k) € IR* x Z 


sont solutions du problème. 


Proposition 18 Puisque f et g sont de classe C?, elles sont de classe C!. 
D'après la proposition 4 de la page 815, la fonction Àf + 19 est de classe C! et d'après 
les règles de dérivations (cf. page 813), on a : 


Vjefip] 9,(f + ug) = )0,f + nô;g. 


Soit j € [1,p]. Puisque f et g sont de classe C?, les fonctions 0;f et 0;g sont de 
classe C! et donc AO; f + u0;g également. Par suite, 0,(Af + ug) est de classe C!. 
Puisque O;(Àf + ug) est de classe CT pour tout j € [1,p], la fonction Àf + ug est de 
classe C?. 


Proposition 19 Puisque f et g sont de classe C?, elles sont de classe C!. 
D'après la proposition 6 de la page 815, la fonction fg est de classe C! et d'après les 
règles de dérivations (cf. page 813), on a : 


Vjefl,;»] 9,(f 9) = g0;f + f ü;g. 


Soit j € [1,p]. Puisque f et g sont de classe C?, les fonctions 0; f et g sont de classe C1 
et donc g0;f également. De même l'application f 0;g est également de classe CT. Par 
combinaison linéaire, il vient que 0;(f g) est de classe C!. 

Puisque 0;(f g) est de classe C! pour tout j € [1,p], la fonction fg est de classe C?. 
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Théorème 21 Puisque les fonctions f, g1, ..., g» sont des classe C?, elles sont de 


classe C!. 
D'après le théorème 15 de la page 822, la fonction h — f o g est de classe C! et, pour 
tout ie [1,q], on a: 


p 
dh = Ÿ 0:95 x ((9,f) 0 9). 
j=1 


Soit à € [1,q] et j € [1,p]. Puisque 0; f est de classe C! (car f est de classe C?) et 
que les fonctions g1, ..., g, sont de classe C1, le théorème 15 de la page 822 donne 
que (0; f) o g est de classe Cl. De plus, puisque g; est de classe C?, la fonction Ô;g; 
est de classe C!. Par produit, la fonction 0;g; x ((o:f) °g) est de classe C!. Cela étant 
vrai pour tout j € [1,p], il vient par somme que Ô;h est de classe C1. 


Ainsi, puisque toutes les fonctions 0;h sont de classe C!, la fonction h est de classe C?, 
ce qui achève la preuve. 


Théorème 24 Soit (i,j) € [1,p]° : munissons IRP de la norme || ||x. 
Le résultat à démonter est évident si à — j. On suppose désormais à Æ j et donc p > 1. 


Soit a € U. Puisque U est un ouvert, il existe ro > 0 tel que Br(a,ro) C U. 
Pour tout 0 < r < ro, posons : 


Cite tatredtré)= flo tré)=flatre)Æ ra) 


e Fixons un réel r vérifiant 0 <r < ro. 


* Considérons l'application g définie sur [0,1] par : 
gs fiadré tre) = flattre). 
Par composition, l'application g est de classe C? et : 
vVte(0,1] g'(t)=r(ô;f(a+re; +tre;) — 0;f(a+tre;)). 


Par conséquent : 


Gt = ail gr "[ (9; f(a + re; +tre;) — 0;f(a +tre;)) dt. 
* __Fixons t{ € [0,1] et posons À l'application définie sur [0,1] par : 
h(s) = 0;f(u+sre; ktré;). 
Par composition, l'application À est de classe C! et : 
Vse[0,1] h'(t) = r Of ;f(a +srer trés) 


* Par conséquent : 


1 1 
Gite) = # | (  ;f(a + sre; +tre;) ds) dt. 
0 0 


i 
0 
Soit € > 0. Par continuité de o?;f en à, il existe un réel strictement positif r1 < ro 


e  Montrons que C5) — 4 (/ d ;f(a + sre; +tre;) ds) dt —> 6 ;f (a). 
T 0 r—0 ! 


tel que : 
Vh € Br(0,r1) \O7, f(a + h) — À, f(a)| < €. 
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Fixons un tel r1 ;: soit 0 <7r < r1. 
Pour tous (t,s) € [0,1]?, on a sre; +tre; € Br(0,r1) et donc: 


167, f(a +tre; + sre;) — &,f(a)| < €. 


Il s'ensuit que : 


Ci r 
GO | 2 f(a) 


1 1 
— | (| (6, f(a + sre; +tre;) 07, f(a)) ds) dt 


1 1 
< | (| CIC Léres tre) of ta) às) dt 
0 0 


a 
Par conséquent, Gi) —> 0? ;f(a). 
T T 
e Ainsi,on a: 


Ciilr) 2 
Monpoal) 53 df(a) 


or Ci, = Ci. Nl vient alors de l’unicité de la limite que 07, f(a) = d,f(a), ce qui 


termine la preuve. 


Exercice 11 
1. e La fonction f est de classe C! sur l’ouvert IR°\{(0, 0)}, car elle est rationnelle. 
Le calcul donne, pour (x,y) € IR° \ {(0,0)} : 


of 


dr, (x y) …L UC 4 4x? y? = y*) 
DR 


(a2 + y?) 
et puisque f(t,0) = 0 pour tout tEIR,ona _ (00) =0: 
° Pour (x,y) € IR?\ {(0,0)}, en posant (x,y) = (r cos 6, r sin 8) : 
Of | 4 2 n nè 4 
3x (x, y)| = r[sin (cos* 0 +4 cos” 0 sin? 0 — sin* 0)| < 6r = 6||(x,y)|l2. 
œ 


Cette dernière inégalité est encore valable pour (x,y) = (0,0). On en déduit 


que lim 2 (0, 0) = 0. Par suite, la fonction _ est continue. 
(æ,y)—(0,0) 
Ê] Ê] 
Pour tout (x,y) € IR? f(x,y) = —f{y,x), et donc S£(x,y) = —SË(y,x) 


sur IR?. Il s'ensuit que la fonction f a toutes ses dérivées partielles continues 
et qu’elle est de classe C1. 
2. Pour tout y € IR* : 


of 
—— (0, y) = —y. 
an (0 y) = —y 
Cette dernière expression est encore valable lorsque y = 0. Par suite : 
à 
——— (0,0) = —-1 
d 3x (0: 0) 
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6] G] 
Cependant, pour tout x E IR, on a SL CAUES _ (0,x) = x, et donc : 
of 
Ox0y 


Comme le montre cet exercice, l'hypothèse de classe C? est importante dans 
l’énoncé du théorème de Schwarz. 


(0,0) = 1. 


Exercice 12 Notons V(x,y) = (Vi(x, y), V2(x, y)). 


Le calcul donne (x, y) = Pay et 2 (x, y) — —y pour (xr,y) € IR?. 
Puisque + - 22, le champ ne dérive pas d’un potentiel. 


Exercice 13 Ona (x, y) TR D (x, y), pour tout (x,y) € IR?. La condition 


nécessaire de Schwarz pour que le champ de vecteurs V dérive d’un potentiel est 
donc vérifiée. 
Si V dérive d’un potentiel f, alors SL (x, y) = 2xy pour (x,y) € IR?. En fixant 
un yE IR, on en déduit qu'il existe alors une constante w(y) tel que : 

V(,y) IR? f(x,y) = 2° y + (y). 
Puisque f est classe C1, il vient que la fonction @ ainsi définie est de classe C!, 


car @(y) = f(0,y) pour tout y E IR. 


Par ailleurs, nécessairement 2? + (y) = SL (x, y) = x? + y pour (x,y) € IR°?, ce qui 


implique qu’il existe une constante B telle que : 
y? 
fie ry+s +8. 
; je _ N . 2 2 
Il est alors facile de vérifier que V = V}f,où f:(zy)rzy++ 


Exercice 14 Les fonctions (r,0) + r cos@ et (r,0)  r sin@ sont de classe C?, par 
opérations sur les fonctions de classe C?. Il s’ensuit que g est de classe C?. 


1. Pour tout (r,0) € IR? x IR on a, par la règle de la chaîne : 


= cos0 PL + sin0 D 

DD = —rsin0 DE + rc0s0 EL 
et donc : 

Of 0g  sin0 0g 

an C0 Tr 56 

2 sn 28 50 00 
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ce qui signifie, rappelons le : 


of _ Ôg sin 0 Üg 
St cos 0, r sin 0) — cos Ü EAU )) 30 0) (1) 
Of : 00 cos 0 Üg 
a cos 0, r sin 0) — sin Ü 37 ( 0) + 36 —— (7, 0). (2) 


Ô 
2. Pour toute fonction f de classe C?, la fonction SL est de classe C!, et donc on 
œ 
peut lui appliquer la relation (1). 


Ô 
Il vient ainsi, en notant hk:(r,0)+ Ces cos 0, r sin 0), que pour tout (r, 0) : 


Ox 

æ 
EE à Oh sin 0 Oh 
32 = (l'OS 0, rsin) = cosû = (r,0) — 36° Ô). 


Compte tenu de la relation (1) et du théorème de Schwarz, on a : 


®f : 9 2 9 29 _ sin 4 Ôg _ sing () cos 9 2 _ sin 4 0g 
O2? Do Or 1 Or r 00 r 00 Or r 00 
: 29 09 2cosô sin0 ®g sin’ 0 dg 
— Or? r 0r90 72 O0 
. 2sinÿ cos0 0g sin? 0 0g 
r2 00 Tr. Or 
De même : 


r__ 00 Tr 00 Or r._ O0 
eg, 20 0 By ®g , cos’ 0 0?g 
or? r Or00 “ r2? 00? 
_ 2sin0 cos® Üg cos’ 0 Ôg 
r?2 00 r Or 
Par conséquent, en additionnant les deux expressions, on obtient : 
Of, OF _ 09 109. 1 079 
Ox? Oy? Or? r Or r? 002’ 


DE = sin 2 (sin 0 9 9 29 4 c050 me) + cosÿ 0 (moe + 2 en) 


ce qui signifie que pour tout (r,0) € IRY x IR, on a : 


Af(r cos6,r sin 0) = cs L (7, 0) + LU (r.0 - (#6) 
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Exercices 


S’entraïîner et approfondir 
14.1 Soit f la fonction définie sur IR? par : 


nl 
fa y)= == si (x,y)Æ(0,0) et  f(0,0) —0. 
1/22 + y? 
1. La fonction f est-elle continue ? 
2. Admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ? 


3. Est-elle de classe C! ? 


14.2 Soit f la fonction définie sur IR? par : 


_ _ 2y | L 
f(x, y) = my (x,y) 7 (0,0) et  f(0,0) = 0. 


1. À quelle condition sur a la fonction f est-elle continue ? 


Ô Ô 
2. Lorsque f est continue, calculer 27 (0,0) et 2 (0,0). 
Ox 0y 


À quelle condition la fonction f est-elle de classe C! ? 


14.3 Soit U un ouvert de € identifié à IR°. 
On dit que f : U — € est C-dérivable en 20 E U s’il existe £ € € tel que : 


im C0 R) = FU) _ y 
h—0 h 

On note alors f'(20) cette limite. 

En posant P(x,y) = Re f(x+iy) et Q(x,y) = Im f(x+iy), montrer que la fonction f 

est C-dérivable et f’ continue si, et seulement si, les fonctions P et Q sont de classe C1 


et : 
OP __0Q " OP _ dQ 


Où OO dy dr 


Ces relations sont connues sous de le nom d’équations de Cauchy-Riemann. 


14.4 Soit f : IR? — IR définie par : 


(x, y) = = si (x, y) € IR? \ {(0,0)} : 


0 si (x, y) = (0,0). 
Pour a E U et h € IR?, on note D, f(a) la dérivée en 0, si elle existe, de l’applica- 
tion f:tr f(a+th). 
1. Pour tout (u,v) € IR?, calculer Dé: f (00). 


2. Trouver une fonction g : IR* — IR telle que f(x,g(x)) soit constante non nulle. 
La fonction f est-elle continue ? 
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Démontrer que les fonctions suivantes définies sur IR? \ {(x,x); x € IR} ont un 


prolongement sur IR? de classe C2. 


on 
1. f(x,y) = Te 


Indication. Dans les deux cas, exprimer f(x,y) à l’aide de g(y — x), où g est une 
fonction de classe C? définie sur IR. 


Soit f € C?(IR,IR) et F la fonction définie sur IR? \ {(x,x); x E IR} par : 


FQ@) — f(æ) 


F(x,y) = = 


i 
1. Montrer que la fonction définie sur IR? par G(x,y) = / J'(x + s(y — x)) ds est 
0 


un prolongement de F'. 


: 2 
2. Démontrer que G est de classe C! sur IR*. 
Indication. Pour démontrer la continuité des dérivées partielles de G, on utilisera 
la caractérisation séquentielle, ainsi que le théorème de convergence dominée. 


Pour quelles valeurs de & € IR+ la fonction f : IR? — IR définie par : 


{ fla,y) = HA si (æ,y) # (0,0) : 
f(0,0) = 0. 


est-elle de classe C! ? 


On dit qu’une partie C' de IR" est un cône positif si pour tout x € C et t > 0 on 
tre. 


Soit C un cône positif de IR". On dit qu’une fonction f : C — IR est homogène de 
degré a, ou encore a-homogène, si : 


VILUECXIR. fé)= F7) 


On suppose dans la suite que C' est un ouvert de IR”. Soit f € C'(C;IR). 


1. Démontrer que si la fonction f est homogène de degré «, alors les dérivées par- 
tielles de f sont homogènes de degré a — 1. 
2. Démontrer que la fonction f est homogène de degré a si, et seulement si : 


VEeC DR (a) = fi); (relation d’Euler) 
i=1 : 
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Exercices 


cos 
On note f(x,y) -ÿ Em cs un. 


Démontrer que f éfinit une fonction de classe C! sur ]—-1,1[ x IR. 
Indication. On pourra exprimer les dérivées partielles de f en fonction de la somme 


+00 
de la série entière g(z) = 9° /nz”. 
n=1 


Soit f : IR? — IR une fonction de classe C!. On pose : 
g: IR? —+ IR 
(x,y) Fi (€ y) dé 
0 


1. Calculer les dérivées partielles de g. 
2. Démontrer que g est de classe C1. 
Indication. Pour démontrer la continuité de 5; on utilisera la caractérisation 


séquentielle, ainsi que le théorème de convergence dominée. 


Soit f : IR? —+ IR une fonction de classe C!, ainsi que deux fonctions à : 1 — IR 
et B:1 —IR de classe Cf. 
B(x) 
En utilisant l'exercice 14.10, démontrer que F:xr+ [l f(é,x) dt est de classe C1 
a(x) 
et calculer F”. 


Soit f : U — IR une fonction de classe C!. 


1. Soit + : [0,1] — IR? une fonction de classe Cl, à valeurs dans U et telle 
que (0) = a et (1) = b. Montrer que l’on a : 


F6) — fe) = Î (V0) | (6) dr. 


2. On suppose Vf = 0 et U = {(x,y) € IR? | r < IG, | SRE OLDCRER. 
Démontrer que la fonction f est constante. 


Montrer que le champ de vecteurs défini sur IR? \ {(0,0)} par : 


OV1 OV: 
vérifie . = à mais ne dérive pas d’un potentiel (voir page 829). 
y x 


Indication. Considérer l’arc paramétré par t + (cost,sint) et utiliser la première 
question de l'exercice 14.12. 
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Théorème de Poincaré 


Soit P et Q deux fonctions de classe C! définies sur IR? telles que : 


CR Le 
Oy Or 


Démontrer qu’il existe une fonction f de classe C2 définie sur IR? telle que : 


Vf= (PQ). 


1 
Indication. Si f existe, alors f(x, y) — f(0,0) = [l VC tu): Ge) dE. 
0 


Soit f : IR? — IR une fonction harmonique, c’est-à-dire une fonction de classe C? 


Of, of 
vérifiant Af = = + — —0. 
J Ox?  Oy? 
27 
Démontrer que l’application r + f(r cost,rsint) dt est constante. 


0 
Indication. On pourra utiliser l’exercice 14.14 


Soit & € IN* et f € C?(IR?,IR) tels que, pour tout (x, y) € IR? : 


28 9 
VEEIR: fltx,ty)=t"f(x,y) et Af= _ _ = 0. 
1. Montrer, pour tout (x,y) € IR? : 
DL (a0) + EL a,0) = Kf(e y) 
et , ; , 
Te y) + 2rv (x, y) + PRE y) = K(k—1) f(x, y). 


2. Soit h:0 + f(cos0,sin0). Vérifier que h” + k?h = 0. 
3. En déduire que f est une fonction polynomiale. 
4. Expliciter f. 
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Solution des exercices 


Par les théorèmes généraux, la fonction f est continue sur IR? \ {(0,0)}. 
Soit (x,y) € IR°\{(0,0)}. Il existe r > 0 et 9 € IR tel que (x,y) = (rcos0,rsin6). 
On a : 
| f(æ, y) = r|cos(6)sin(8)| < r. 
Ainsi, pour tout (x,y) € IR°,on a: 


f(x, y)| < [Ce y) |. 
La continuité de f en (0,0) est alors immédiate. 
Pour tout x € IR*, on à f(x,0) — 0. On a également f(0,0) — 0. Par conséquent, 
2 a 9 
f admet une première dérivée partielle en (0,0) et SL (0, D} = 0: 
À je le) 
Par symétrie, SL (0, 0) = 0. 
Si f était de classe CT, la fonction t+ f(t,t) serait dérivable en 0, ce qui n’est 
pas le cas puisque Vé EIR  f(t,t) = [t|. Donc que f n’est pas de classe C!. 


e Pour que f soit continue, il est nécessaire que lim TE =. 
æZ20 
On a, pour x > 0 : 
2(1—-a) 
& 
f(x, x) — ET 
Il s'ensuit que a < 1 est une condition nécessaire pour que f soit continue. 
e Supposons à < 1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue 
sur IR? \ {(0,0)}. Soit (x,y) € IR? \ {(0,0)}. Il existe r > 0 et 0 € IR tel 


que (x,y) = (rcosô,rsin0). On a : 
LÉGE y)| = r2472)|cos(0) sin(0)| _ r2Ü-a) 


Ainsi, pour tout (x,y) € IR?, on a : 


OPEN CIS 
La continuité de f en (0,0) est alors immédiate. 
En conclusion, f est continue si, et seulement si, à < 1. 
e Soit à < 1. Puisque f(x,0) = 0 pour tout x € IR, la fonction f admet une 
première dérivée partielle nulle en (0,0). De même, SL (0, D} = 0: 
D’après le théorème fondamental, si f est de classe Cl, alors df(0,0) est 
nulle. Par ailleurs, la fonction @ : t ++ f(t(1,1)) est dérivable et sa dé- 
rivée en 0 est df(0,0) - (1,1) = 0. En particulier, au voisinage de 0, on 
a [g(t)] = o(t). Cependant, 
nage de 0, on a [y(t)| = o(t) si, et seulement si, a < 1/2. 
e Supposons a < 1/2. Pour tout (x,y) € IR? \ {(0,0)}, on a: 
Of y° + (1 2a)r°y 
DEP gen 


g(t)| = [#2U72)-L. Par conséquent, au voisi- 
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En majorant |x| 5: 0n a: 
() T,y —2o 
Sen) <2(1— a) Lx, K te. =2(1—a)|(x, |” 


Cette inégalité est valable pour (x,y) — (0,0). On en déduit la continuité 
de 2 en (0,0). De même, par symétrie, on la continuité de En en (0,0). 


En conclusion, f est de classe C! si, et seulement si, a < 1/2. 


14.3 + Supposons que f soit C-dérivable en 20 = xo + Yo. 


Par définition lim JGo + h) — Fo) =) Co): 
h—0 R 


Pour À réel non nul, on a au voisinage de 0 : 


P(xo + h;, Yo) — P(xo,%o) 1; Q(xo + h, yo) — Q(xo, Yo) L 
h h 
f(zo + h) — f(20) 
h h—0 
Puisqu’une fonction à valeurs complexes n’a de limite que si les parties ni et 
imaginaire ont des limites finies, il vient que les dérivées partielles — et e. sont 
définies en (x, Yo) et : 


OP 0 
3x (0: Vo) + i PT (0: 0) = (0). 


De même, pour h réel non nul, on a au voisinage de 0 : 


Q(xo; yo + k) — Q(xo, yo) |; P(to,yo + h) — P(xo: yo) | 


h h 
f(zo + ih) — f(20) / 
On en conclut de même que les dérivées partielles æ et 5 existent en (xo, Yo) 
et : 
0Q 


Sy (eo vo) — à (ve) = (0). 


En identifiant les parties réelle et imaginaire des deux expressions de f’(z0), on 


obtient : 
OP 0Q OP 0Q 
— (To, = —(Xo, et — (Xo, = —— (yo, 20). x 
3x 0; Yo) dy 0; Yo) 95! 0, Yo) Er (Yo, 0) (x) 
e Si de plus f’ est continue sur Ù, alors d’après ce qui précède : 
OP ; 
ES (x,y)r Re f'(x + iy) 
est continue. On démontre de même que en est continue. Les relations (x) donnent 


que æ et & le sont également. Ainsi, les fonctions P et Q sont de classe C!. 


850 


14.4 1. 


Solution des exercices 


Supposons que les fonctions P et Q soient de classe C! et vérifient les rela- 
: 0P __ 2Q 2P ___2Q 

tions Da — dy et dy = 5x 

Soit zo = xo + iyo E U. Pour h = k+il € € tel que 20 + h EU, on a voisinage 
de 0 d’après le théorème fondamental : 


OP OP 

P(xo + k, yo + £) = P(xo + k, yo + £) k x (wo: vo) + £3- (0: ÿo) + o((k.6)) 
0) 0) 

QU + vo + 0) = QUuo + ue + 0) + À BE (no vo) + LE (os ve) + o((H, 0). 


En multipliant la seconde relation par à et en l’ajoutant à la première, il vient : 
OP . 0 OP 0 
Fan) = Go) +6 (DE +10) Grovun) +2 (DE +198) (ao vo) + 0((H0). 
Compte tenu des relations _. —= Se et a —= 5, on obtient au voisinage de 0 : 
; OP, © 
f(2o + h) = f(2) + (k % il) (T + 5) (to, Yo) DE o((k,4)), 
c’est-à-dire : 


fo + hk) = f(20) +h (T 0Q 


— +1 — TL + o h 3 
1 ) ( 0; Yo) ( ) 
On en déduit, lorsque h Æ 0 : 


Jo + h) — f(20) _ (T a) 
h h—0 T 
Il s'ensuit que f est C-dérivable et f/(z0) = (2e + 122) (to, Yo). 
Enfin, de l’expression : 
OP .0Q 


VzeU f'(2)= (T 9) (Re, Im) 


on obtient par composition et le fait que P et Q sont de classe C!, que f’ est 
continue. 


Soit (u,v) € IR°. Il est immédiat que D(0,0)/ (0,0) = 0. 
Si vu =0 et u Z 0, alors, pour tout t € IR on à f(tu,tu) = 0. Ainsi, par définition, 
On à D(u,0)f (0,0) = (. 
2 2 
f(tu, tv) ue 
t ut +u2 1-0 v 


Par suite, D(u,v)f(0,0) est définie et vaut de. 


Si v £ 0, on a pour tout t £ 0 : 


En conclusion, D{,»)f(0,0) existe pour tout (u,v) € IR?. 
Pour tout x € IR*,on a f(x, x?) = _ Il s’ensuit que : 


far) = 3 # f(00) 


æ70 


et donc que f n’est pas continue en (0. 
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14.5 1. 


14.6 1. 


Pour tout (x,y) € IR? vérifiant x £ y, on a : 


y —X 
où w est la fonction définie sur IR par : 


ét à 
20 - {© on 


1 sinon. 


La fonction & est la somme sur IR de la série entière 3. et donc w est de 


FD ? 
classe C®. Par opérations sur les fonctions de classe C?, les fonctions (x, y) + e” 


et (x,y) ++ w(y — x) sont de classe C2. Ainsi la fonction f définie sur IR? par : 


Fay) = ep(y x) 
définit un prolongement de classe C2? de f à IR?. 


Pour tout (x,y) € IR? vérifiant x £y,ona: 


fav) = 2608 (=) CET 2 on (=) (=). 


où + est la fonction définie sur IR par : 


0 = ÊE BL Se 0 à 


1 sinon. 


La fonction 4 est la somme sur IR de la série entière 5 A ET —— t??, donc Ÿ est 


de classe C®. 
Par opérations sur les fonctions de classe C?, les fonctions (x,y) + cos (=) 


et (x,y)r Ÿ (=) sont de classe C2. Ainsi la fonction f définie sur IR? par : 


Fey = (Ut) vf) 


définit un prolongement de classe C2? de f à IR?. 


Comme f est de classe C!, on peut écrire : 


= | roa-u-0 f J'(x+s(y—x)) ds. 


Donc, la fonction définie sur IR? par : 


G(x, y) = | f(x +s(y— x)) ds. 


est un prolongement de F. 


Ge,9) = | f'(&) ds = f'(). 


Lorsque x = y : 
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2. Démontrons que G est de classe C!. 


e Démontrons que — est définie. Pour cela fixons y € IR et posons la fonc- 
tion h:(x,s)r+ f'(x + s(y —x)) définie sur IR x [0,1]. 


* Pour tout x € IR, l’application s + f’ (x + s(y — æ)) est continue, donc 


intégrable sur le segment [0,1]. 
* Pour tout s € [0,1], l'application x + f(x,s) est de classe CT et : 


Oh 
Vx E IR 3 s)=(1-s)f"(x+s(y—x)). 
* Pour tout x € IR, l'application s + 2 (x, s) est continue. 
Soit a > |y|. La fonction continue |f”| est majorée par une constante M 
sur le segment [—a,a] contenant y et, si [x] < a, tous les x + s(y — x), 
pour s € [0,1]. Il s'ensuit que : 


Vx E[-a,a] Vse [0,1] A — s)f" (x + s(y — 2))| <(1—-s)M < M. 


La fonction constante M étant intégrable sur le segment [0, 1], nous avons 
une condition de domination sur tout segment. 
En conclusion, le théorème de dérivation des intégrales dépendant d’un pa- 
ramètre nous donne la dérivabilité de l'application x + G{x,y), c’est-à-dire 


l'existence de TE (x, y) pour tout (x,y) € IR? et : 


0G : 
DER Du) = J (1-8) "(+ su 2) ds: 
0 
Par symétrie, Ti est définie sur IR? et PE (x, y) = DE (y, x). 


e Démontrons la continuité de l’application — 


Nous ne pouvons pas utiliser le théorème de continuité pour les intégrales à 
paramètre, puisque ce dernier, dans la forme qui est au programme, suppose 
que le paramètre soit dans un intervalle de IR. Nous allons nous inspirer de la 
démonstration du dit théorème. _ 


Soit (x,y) € IR°. Pour démontrer la continuité de Se en (x,y), utilisons la 


caractérisation séquentielle de la limite. Soit ((&n; 123) en Une suite à valeurs 


dans IR? tendant vers (x,y). Posons, pour n € IN : 


9n: [0,1] — IR 
8 ++ (1—5s)f" (tn + S(Yn — Tn)). 


* Puisque f” est une fonction continue, pour tout n € IN, la fonction g, est 
continue, par opérations sur les fonctions continues. 
* Pour tout s € [0,1], par continuité de f”’ et par l'hypothèse de convergence 


de la suite NÉ A) On à : 


nEIN ? 


Qn(s) + (8) f "(x + sy —2)) = g(s) 


Là encore par opérations sur les fonctions continues, il vient que la fonc- 
tion g est continue. 
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* Puisque la suite ((tnsn)) est convergente, elle est bornée. Il existe 


nEIN 
done un réel a > 0 tel qu’elle soit à valeurs dans [-a,a]?. La fonction 
continue f” est bornée sur le segment [—a,a]. Notons M un majorant 
de |f”| sur [-a, a]. Par convexité de [—a, a], pour tout n EINet s€ [0,1], 


ON à Tn + S(Yn — Tn) € [-a,a]. Par conséquent : 
VneIN Vsef0,1] |gn(@)| <(1—s)[f"(&n + S(ÿn — &n))| < M. 


On a donc une domination par la fonction constante M, qui est intégrable 
sur le segment [0,1]. 
Les hypothèses du théorème de convergence dominée sont vérifiées. Par suite : 


0G | _ Î 0G 7) 

——|\(X , — = — T, . 

Ox » Li [0,1] In n—+00 [0,1] 9 Ox . 
On en déduit que la fonction il est continue en (x,y). Cela étant vrai pour 
tout (x,y) € IR?, la fonction . est continue. 


Par symétrie, “a est également une fonction continue. En conclusion, la fonc- 


tion f est de classe C!. 


14.7 e Si f est de classe C1, alors x f(x,x) est de classe C!, et donc x + [r[2te—0 


est de classe CT. Cela impose 2a — 2 > 1, c’est-à-dire a > 3/2. 
Fi 


e Si a > 3/2, alors la fonction y : x + |x|* est de classe C1 et w/(x) = e(x)alxl® 1, 


où e(x) = 1six >0et e(x) = —1 sinon. Il s'ensuit, du fait que f(x, y) — ———. 
que f est de classe C! sur IR? \ {(0,0)}. De plus : 
of p'(a)(x? + y?) — 2xp(x) 
VA IR? 0,0 — — ——— ——— — — ————. 
(x, y) € À {( ; )} Ox (x, y) g(y) (x? L y2)? 


En posant (x,y) = (r cos 6, r sin 0), il vient que : 


ue) = r7%7%| sin 0|*(e(x)al cos 0[* 7 — 2] cos 6[* cos 6) 


Ox 


et donc : 
() =: 
Eau] < ra + 2) 


Il s'ensuit que , Em . SL (x, y) — 0. Par ailleurs, la fonction x + f(x,0) est 
æ,y)—(0, 
(æ&,y)#(0,0) 


nulle, donc, par définition, SE (0, 0) = 0. Il s'ensuit que _ est continue en (0. 
Par symétrie, _e est continue en 0. 
y 


La fonction f est donc de classe C1 si, et seulement si, a > 3/2. 
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14.8 1. Soit f € C!(C,IR) une fonction a-homogène et { > 0. Considérons h:xr f(tx). 
Pour tout xeCetiefl,n],ona: 


Si de plus f est a-homogène, on a h(x) =t*f(x) et : 
ôh mi 
de (ai =t De. (x). 


Par conséquent : 


Of 
de (ea) 


2. e Supposons que f soit a-homogène. 
Soit x € C. En dérivant par rapport à t la relation f(éx) =t*f(x), il vient : 


— ON 


Da. Gb): 


. Of a—1 
V>0 ) x Cie Aa) 
1 OT 


En particulier, pour t = 1, on obtient : 


e Supposons que f vérifie la relation d’'Euler. Soit x € C'; posons g:tr f(tx). 
La fonction g est définie sur IR, , car C est un cône, et de classe C! par 
composition. Ainsi : 


W>0 ge ba). 
(D = Dai pr (tr) 
i=1 
D’après la relation d’Euler, tg'(t) — ag(t) pour tout t > 0. L'intégration de 
l'équation différentielle ty” — ay = 0 est immédiate : 


Vt> O0 f(x) = g(t) = 901) = EF (x). 


Par suite, la fonction f est a-homogène. 


14.9 e Ilest clair que U —]-1,1[ x IR est un ouvert de IR?. 


e Soit x e]-1,1[. Pour n € IN*, notons u, la fonction définie sur IR par : 


x" cos(n 
* Pour tout y € IR et n € IN*, on a : 
æ|" 
lun Qu) < = < Ir”. 


SN 
Vn 
La série géométrique $|x|" étant convergente, car [x] < 1, on en déduit par 
comparaison la convergence simple de la série S'u,. Cela prouve également 
que f est bien définie sur U. 
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* Pour n € IN*, la fonction w, est de classe C! sur IR et : 
Vy EIR u!(y) = —-ynx"sin(ny). 
Par croissances comparées, on a n?/n|x|" Pers 0. Ainsi par comparaison 
aux exemples de Riemann, la série 5° /n|x|" est convergente. Comme : 
VnEIN* VyelR [u,(y)| < Vrix|", 


on peut conclure quant à la convergence normale, donc uniforme, de la sé- 


rie oui. 


+00 
* Il vient donc que 2 u, est une fonction de classe C! sur IR. En particulier, SL 
n=1 
est définie en (x,y) pour tout yE IR et : 
of + Fr nr. 
——(x,y) = — næx” sin(ny). 
Du 4) S_ Vn (ny) 


n=1 


e Il vient du point précédent que : 


V(z,y) EU SL (ru) = — Im(g(x sa), 


où g est la fonction définie sur le disque DG(0,1) de € par : 
+00 
ai = > ne”. 
n=1 


Cela provient du fait que le rayon de convergence de la série entière 5° /nz" 
est supérieur ou égal à 1, car la série $'/n|z|" est convergente pour tout z 
vérifiant |2| < 1 comme nous l’avons déjà été remarqué plus haut. 
Puisque l’application : 
U —> C 

(x,y) + re 
est à valeurs dans le disque ouvert D de centre 0 et de rayon 1, et comme g, 
somme d’une série entière, est continue sur D, on en déduit par composition 
que l’application (x,y) + g(xe) est continue sur ÜU. Il s'ensuit que SL est une 
fonction continue sur U. 
Soit y € IR. Puisque pour tout x € ]—1,1[ la série Ÿ° cer converge, le rayon 


cos(ny) 


de convergence de la série entière ÿ° “LE x” est supérieur ou égal à 1. Par suite, 


_ est définie en (x,y) pour tout x € [-1,1[ et : 


CL (x,1) = > Vas" cos(nu) = Re(y(re”)). 


On démontre la continuité de SL sur ÜU de la même manière que pour DE 


Nous avons ainsi prouvé que f est une fonction de classe C! sur U. 
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14.10 1. Calculons les dérivées partielles de g. Il est immédiat que : 


V(x,y) € IR? TE (r,1) = f(x, y). 


0g : 


Soit x € IR* et a € IR?. Notons I = [0, x] si x > 0 et I = [x,0] sinon. 


Comme g(0,y) = 0 pour tout yE IR, on a VyE IR 


e Pour tout yE IR, l'application {+ f(t,y) est continue ; 
e Pourtout te I, l'application yr f(t,y) est de classe C1 : 


e Si M est un majorant de 12 sur Î x [-a,a|, (il en existe un car la fonc- 


tion 2] est continue sur 1 x [—-a,a], qui est une partie fermée et bornée 
de IR?), on a : 
V(E, y) EX [-a, al 


Of 
ns < 
… (Es n < M 


et la fonction constante M est intégrable sur le segment J. 
On en déduit, d’après le théorème de dérivation des intégrales à paramètre, que 


la fonction yr h f(é, y) dt est de classe CT, donc dérivable et : 
0 


V(x, y) € IR? DEV =] % (é, y) d 
Of 


2. Démontrons la continuité des dérivées partielles. La fonction 57 est continue 
puisque f est de classe Cf. 


Par ailleurs, pour (x,y) € IR°?, en posant le changement de variable t = œu, qui 


1 
= du 
0 Ôy 
0g 


i 
@) 
Pour prouver que 5, st continue, montrons que Dry) | SL (ru, y) du 
o OÙ 


est de classe C!, on a : 


est continue. Nous ne pouvons pas utiliser le théorème de continuité pour les 
intégrales à paramètre, puisque ce dernier, dans la forme qui est au programme, 
suppose que le paramètre soit dans un intervalle de IR. Nous allons nous inspirer 
de la démonstration du dit théorème. 

Soit (x, y) € IR?. Pour démontrer la continuité de ® en (x, y), nous allons utiliser 


la caractérisation séquentielle de la limite. Soit donc ((æn,yn)). en une suite à 


valeurs dans IR?, convergeant vers (x,y). Posons, pour n € IN : 
fn: [0,1] — IR 
u + SL (En, We 


Puisque la suite (és Un)) est convergente, elle est bornée. Il existe donc un 


nEIN 
réel a € IR* tel que la suite soit à valeurs dans À = [-a,a|?. Fixons un tel a. 
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est majorée par une constante M sur K, car K 


Par continuité, la fonction DL 


est un fermé borné de IR?. Alors : 
e pour tout n € IN, l'application f,:ur SL (ænu, Un) est continue sur [0,1] par 
continuité de l’application SL et par composition des applications continues ; 


e toujours par continuité de l’application SL et par composition des limites, pour 


tout u € [0,1], on a : 


Ô Ô 
Pau) = SEC), BEC 0) 


et l’application u + SL (œu,y) est continue sur [0,1]: 


e enfin, pour tout n € IN et u € [0,1], on a (æyu,y,) € K et par conséquent : 


V(n,u) € IN x [0,1] Paru) < M. 


Ainsi, puisque la fonction constante M est intégrable sur le segment [0,1], la suite 
de fonctions (fh)nen vérifie les hypothèses du théorème de convergence dominée. 
Il s'ensuit : 


1 1 
0) 
dun) = fGodu, >, [ GEtœun) du = &(e y) 


La conclusion annoncée en découle. 


14.11 On conserve les notations de l’exercice 14.10. 


e Puisque g est une fonction de classe C! et que la fonction B est de classe C!, en 
vertu du corollaire 12 de la page 821, l’application Fi définie par : 


Fi(x) = g(B(x),x) 
est de classe C!. De plus, pour tout x € I, on a, à l’aide de l'exercice précité : 


Fi(x) = B'(x) d1g(B(x),x) + d2g(B(x), x) 
B(x) 
= B'(x) f(B(&),æ) + Î Daf(t,æ) dr. 


e De même, l'application F2 :x7+ g(a(x), x) est de classe Cl et, pour tout x EI, 
on à : 


a(zx) 
F5(x) = a’ (x) f(a(x),x) + df(t,x) dt. 


e Par conséquent, la fonction F = F, — F, est de classe C! et, pour tout x € I, 
on à : 
; ; | B(x) 
F'(æ) = B'(x) f(B(x), x) — a’ (x) f(a(x),x) +/ d2f(é,x) dt. 
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14.12 1. Puisque f et + sont de classe C!, la fonction f o y est de classe C! d’après le 
corollaire 12 de la page 821 et, d’après le théorème 11 de la page 820, on a : 


g'(t) = (Vf(r6)) | Y()). 


Par suite : 


#6) — f(a) = p(1) — p(0) = | e/(t) dé = / (VF) | (6) dt. 


1 

Remarque Ainsi l'intégrale | (V F (y(€)) | (€) ) dt ne dépend pas explicite- 
0 

ment de y, mais seulement a = (0) et b = (1). 


2. Vérifions que U est un ouvert de IR?. En effet, en notant : 


æ: IR? — IR et vw: IR? — IR 
(y) > (ay, —-r z > R-{|(x,y) 


2 
qui sont des applications continues sur IR?, du fait que U est l'intersection 
de @7!(IR?) et 4 !(IR), qui sont par théorème des ouverts, il vient que U 
est un ouvert. 

Soit ao = (ro cos 00, rosin 60) et ai = (r1cos@1,r1sin@1), avec (ro,r1) € Jr, RP, 
deux points de U. 

Considérons une fonction quelconque p : [0,1] — |r, R[ de classe C!, avec p(0) = ro 
et p(1) = r1. On peut par exemple prendre p:t + (1 — t)ro +tr1. Considérons 
également une fonction 0 : [0,1] — IR quelconque de classe C1 telle que 0(0) = 4 
et 0(1) = 01. On peut par exemple prendre 0 :tr (1 —t)00 + t61. 

La fonction + : t + (p cos(@(t)) ,p sin(8(t))) est de classe C!, à valeurs U, 
car, pour t € [0,1|,on a IPTOIE = p(t) € |r, R[. D'après la première question, 
puisque (0) = ag et y(1) = a1,on a: 


f(&1) — F(ao) = | (TF0) |») at =0. 


La conclusion est alors immédiate. 


14.13 Notons pour (x,y) € IR? \ {(0,0)} : 


V(x,y) = ( 


Le calcul donne : 


—T 
x? + y2° x2 + y? 


) = (Mile 


Vi g? — 1% __ 02 


op %) : (a? + y2ÿ? Ta x (2) 
et donc f vérifie la propriété demandée. 
Supposons que V dérive d’un potentiel f. D’après l’exercice 14.12 de la page 847, on 
aurait : 
27 


0 = f(cos 2x, sin 2x) — f(0,0) = Vf (cost,sint) - (—sint, cost) dt. 
0 
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Par ailleurs, pour tout t € [0, 2x] : 


sin £ — Cost 


———{— sint) + ———— cost = —1I. 
me cos? t + sin? t 


Vf(cost,sint) -(—sint, cost) = 
Il s'ensuit que 
27 
0 = f(cos2r, sin 27) — f(0,0) — [l =1dé= 27, 
0 


ce qui est impossible. Par suite f ne dérive pas d’un potentiel. 


14.14 On peut chercher une fonction f telle que f(0,0) = 0. 


° Supposons disposer d’une telle fonction. Alors, pour tout (x,y) € IR?, on a : 


fl, 9) = Î Vf(Ex, ty) - (æ,u) dé, 


(voir par exemple, l’exercice 14.12 de la page 847) et donc par hypothèse : 
1 
f(x, y) =} (x P(tx, ty) + y Q(tx,ty)) dt. 
0 
e Cela nous mène à poser, pour tout (r,y) € IR? : 


1 1 
fau =x | P(atyat+y | Q(tx, ty) dt. 


l 
e Soit y E IR. Montrons que ?:r7+ | P(tx,ty) dt est une fonction de classe Cf. 
0 


Pour cela posons F(x,t) = P(xt,yt) pour (x,t) E IR x [0,1]. 

* Puisque P est continue, par opérations sur les fonctions continues, il vient 
pour tout x € IR que l'application tr P(tx,ty) est continue. En particulier, 
l'application t + F(x,t) est intégrable sur le segment [0,1]. 

* Par opérations sur les fonctions de classe Cl, pour tout t € [0,1] l’applica- 
tion x F(x,t) est de classe C1 et : 


0F dE 


L'application t + 2E (x, t) est, à l’aide des hypothèses, continue. 


* Soit a € IR. La fonction SE est continue sur X = [-a,a] x [-|y|,|y|], et 


puisque X est un fermé borné de IR?, on en déduit que E= est majorée par 
une constante M sur K. Par suite : 


F 
Vxef-a,a] Vte({0,1] D (mt) = Û 0) < EE) < M. 
F, D à 


La fonction constante égale à M étant intégrable sur le segment [0,1], on a 


donc une domination sur tout segment de — par une fonction intégrable. 
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Solution des exercices 


Par théorème, ® est de classe C! sur IR et : 


"OP 
/ 
= — (+ : 
VxelR (x) L''trma 


1 
e On démontre de la même manière que Y:x+ FL Q{tzx,ty) dt est une fonction 
0 


de classe C! et : 


1 


00 OP 
VzelR Ÿ’ = rt de = [etat dt. 
x (x) : Sn Et ty) - | a y) 


hypothèse 


e Il s'ensuit que Ex, y) est définie pour tout (x,y) € IR? et : 


. "op OP 
+. y) = | P(tx,ty) dt + x L t _. ty) dt +y | t —(tx, ty) dt 
0 o  Ôx o y 


Ox 
: OP OP 
| t (: FU ty) +y DE (rt) dt 
ee / 


g'(&) 


1 
. P(tx,ty) dt - 
0 


g(t) 


1 


. [ (ae) + t9/(0) dt = [ta] = Play). 
0 


e De même 22 Bu) = lt; 4) pour tout (y) E IR?. Du fait que P et Q sont de 
0y 


classe C!, la fonction f est de classe C? et elle répond au problème. 


14.15 Soit f une fonction harmonique sur IR?. Le théorème de dérivation des intégrales à 
paramètre donne que l’application : 
27 


F:rr f(r cost, r sint) dt 
0 


est de classe CT sur IR. De plus, avec la règle de la chaîne : 
2T of of 
Vr EIR+ F'(r) = / (cos(t) —(r cost, rsint) +sin(t) —(r cost,rsin t)) dt. (+) 
0 Ox Oy 
Démontrons que la fonction F est constante. 


e Première méthode 


Puisque : 
ps 0 
Ox \ 0x) 0x2  Oyÿ? dy 0y } 


il existe en vertu de l’exercice 14.14, une fonction g de classe C? telle que : 


Of  0g Of  0g 


0x  Oy : dy 0x (x) 
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Compte tenu des relations (x), pour r € IRŸ on a : 


di Of Of 
_._—_. | Of 
F"{r) = | (cos(t) 3x (rcost,r sint) + sin(t) Oy (r cost, r sin !)) dt 


Il 
ne 
D 
à 
PS 
Q 
© 
PA 
RU 
& 
Le 
>| 


og + 09 | 
A cost,rsint) — sin(t) Eau cost, rsin 1) dt 


A Ôg . 0g 
= - | (r cos(t) à (r cost, r sint) — rsin(t) 3 (r cost, r sin t)) dt, 


| 
h'(e) 


où h:itr g(r cost, rsint) . Il s'ensuit que : 
F' 1 27 
(5) . La(r cost,rsint) | 


La fonction F est continue sur IR} et de dérivée nulle sur IR. Par conséquent 
elle est constante sur [0,+o[. C’est ce qu’il fallait démontrer. 


e Seconde méthode 
On peut démonter que F' est constante sans faire appel à l’exercice 14.14. Pour 
cela, une intégration par parties qui est facile à justifier donne, à l’aide de la règle 
de la chaîne, pour r € IR} : 


27 9x 
| cos(t) 21 (r cost, r sin t) dt = [sin(e) 1 (r cost, r sin o)| ; 


—=0 par 2r-périodicité 
27 D 
d”J 
+r sin?(t) —=(rcost,rsint) dt 
RO ) 
2 


— -[” sin(t) cos(t) ns (r cost,r sint) dt 
0 Oyôx j 


27 27 
Î sin(t) Sr cost, r sin t) dt — | cos(t) Sr cost, r sin o|. 
——————.] Lau 


=0 par 2r-périodicité 


— | cos(t) sin(t) D10y (r cost, r sint) dt 


27 of 
+r k cos?(#) Er) (r cost, r sin t) dt. 
0 y 


Ainsi, en additionnant, on obtient : 


: _ 27 2. of 
Fer sin‘ (t) at cost,rsint) 
0 


2 0? 


Do (r cos t, r sin t) + cos?(t) el (r cost, r sin 0) dé. 


—2 cos(t) sin(t) 2 
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Solution des exercices 


Par ailleurs, à partir de l’expression (*) de F”, le théorème de dérivation des inté- 
grales à paramètre donne que la fonction F est de classe C? et, pour tout r € IR+ 


on à : 
27 2 
Fr) = Î (cos Er cost,rsint) 
ë | 0 
+2 cos(t) sin(t) roue cost,rsint) +sin(t) Er cos t,r sin 0) dt. 


Compte tenu de l'hypothèse Af = 0, on obtient, pour tout r € IR} : 
rE"(r) + F'(r) = 0. 
L'ensemble des solutions de l'équation différentielle æy” + y! = 0 sur IR? est : 
Fe — Le + alnr+B; (a,Be IR?}. 


Il existe donc (a, 8) € IR? tel que F(r) = alnr + 8 pour tout r > 0. Du fait 
que F est continue sur IR}, on a a = 0. Compte tenu de F(0) = 2rf(0,0), on 
obtient : 

Vr elR} Fr) = 2xf(0,0). 


14.16 Une fonction f € C?(U,IR), où U est un ouvert non vide de IR?, qui vérifie : 
P__ 92 
d°J 
Af=) —=0 
j 2. OT? 


est harmonique, (cf. l'exemple 2 de la page 826 et l’exercice 14.15 de la page 848). 
Une fonction f : U — IR et k-homogène (cf. l'exercice 14.8 de la page 846), si : 


VrEeU VtEIRi treU et f(tx) =t"f(x). 
La fonction f étant continue sur IR? et k > 0, elle est k-homogène si, et seulement 
si, l’on a : 
VrelR? VéeIR, fix) =t"f(x). 

Le but de l'exercice est donc de déterminer les fonctions de IR? qui sont à la fois k- 
homogènes et harmoniques. 
1. Fixons (x,y) € IR? et introduisons g:tr f (tx, ty), définie sur IR}. 

e La fonction {+ (tx,ty) est de classe Cl, car ses fonctions composantes sont 


polynomiales. La fonction f étant de classe C!, on peut appliquer le théorème 
de dérivation en chaîne. Il s’ensuit : 


VER 9/0 = a (ta, ty) + y (tx ty) (+) 
Ox 0y 
Par ailleurs, puisque g(t) = t* f(x,y), on a : 
VMElR: 90 =kH fa y) (xx) 


En particulier : 
Ô () 
J()=RGD et g()= 285,9) + val (e,v), 


ce qui établit la première égalité. 
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e À partir de la relation (x), la dérivation en chaîne donne, en utilisant le théo- 
rème de Schwarz : 
of of 20°f 


2 
VEEIR, g'(t) = x — . EU) + y ge (tr tu). 


De la relation (xx), il vient : 


k(k— 1) 2 f(x, SE >2: 


En particulier : 


f ®f 


©? 
g'()=k(k-1)f(x;y) et g”(1) = ACTE Per Guy) 33 (69), 


Ox 


ce qui établit la seconde égalité. 
2. Notons 7:40 + (cos 6, sin 0), définie sur IR. Par composition, la fonction h — fo 
est de classe C?. Par dérivation en chaîne il vient : 
Of Of 
VOEIR h'(0) = —sin0 —(-(0 cos 0 —(-(8)). 
(8) = —sin0 DE (h(8)) + cos 0 2 (1(8)) 
En dérivant à nouveau, ce qui est possible car f est de classe C?, il vient, en 
utilisant le théorème de Schwarz, que : 


VOEIR h”(0) = —cos@ 2 (0) — sin 0 SL) 


20 0f O cu 
+ sin? 0 El (7(0)) — 2sin0 cos Te (7(0)) + cos” 0 ET (7(8)) 


Par la relation (x), il vient : 


VOEIR —cosô 2 (60) — sin Ô (18) = —kh(0). 


De plus, puisque Af = 0, pour tout 0 € IR : 


a 0 . d Ô 
sin? 0 _ (+(8)) — 2sin 8 cos 2e (y(8)) + cos? 0 D ((8)) 


©? 0? de 
= gin2p (1) 20 cos0 TL (y(8)) + cos? 8 SE (8) _ Af(1(6)) 


= — cos’ 8 1) — 2sin 0 cos 0 Cl (y(8)) — sin? 0 DT) 
0x? 0y0x 0y? 


la dernière égalité étant une conséquence de la relation (2). 
Par suite, pour tout 0E IR, on a : 


h" (0) = —k&(k — 1) h(0) — kh(0) = —K2h(6) 
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3. 


Solution des exercices 


e Puisque h est solution de l'équation différentielle y” + k?y = 0 (équa- 


tion linéaire homogène, du second ordre, à coefficients constants), il 
existe (a, 8) € IR? tel que : 


VOEIR (0) = acos(kô) + Bsin(k). 


Soit (x,y) € IR?. Il existe alors 0 € IR et t € IR} tel que (x, y) = t(cos6,sin@) 
et donc par homogénéité f(x,y) = t*h(0). D’après l'expression trouvée plus 
haut : 


f(x, y) = at cos(k@) + Bt sin(k0). 
Par ailleurs : 
Ce +)" = (te) 2 4 cos(k0) + it sin(k6), 
ce qui donne en séparant parties réelles et imaginaires : 
t cos(k0) = Pi(x,y) et t”sin(k0) = Qu(x,y), 


Lk/2] 
Pate) = Re((e + in) = D (9) et 22 


k 


L(x—1)/2] 
QG) = mer) = D (5, 
j=0 


Jepatapie 


e En conclusion, f = aP;, + 6Q%x. Les fonctions Px et Q% étant clairement 


polynomiales, la fonction f est polynomiale. 


4. Ilest clair que l’ensemble S des fonctions vérifiant (x) est un sous-espace vectoriel 


de C?(IR?,IR). Montrons que S = Vect{P4, Qr}. 
D’après la question précédente, S € Vect{Pz,Q%}. Pour montrer l’autre inclusion, 
il suffit de vérifier que P; et Q% sont des solutions de (x). 


e Les fonctions P4 et Qx étant polynomiales, elles sont de classe C?. 
e Soit (x,y) EIR? et 6€ IR;. On a: 


(é(x + iy))" = (x +iy)" = 4e CPE (x, y) +iQ(x, y)) 


(EC + y)" = (4x + ty)" = Pa(br, ty) + iQu(t, ty), 


et donc : 


Cela montre que les fonctions P4 et Q% sont k-homogènes. 
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e En posant g:(x,y)— (x +iy)", on a, pour tout (x,y) € IR? : 


0? __—- d _. 
As) = KE De +7 ct (eu) = KE — D (a + in) 
et puisque g = Px + iQx : 
®?g ®P 0?Q 
32 (2: ÿ) = De (x, y) Sa CI (x, y) 
d?g dP4 _0?Qk 
(x, y). 


ae (1) = ap (3) Fo 
Ainsi, 0 = 29 (x, y)+ 8 (x, y) = APi(x,y)+iAQK(x, y), ce qui prouve que P4 


et Q% sont harmoniques. 
En conclusion, P4 et Qx vérifient (x). L'égalité S = Vect (Pad) en découle. 
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EXErCICÉS.» à» à à 0 6 à à à à te de DÉS ee se DE eh sa 900 


Applications du calcul 
différentiel 


Dans ce chapitre, p est un entier naturel non nul et U est un ouvert non vide de IR?. 


| Extrema 
1 Généralités 
éfinition 1 
Soit À une partie non vide de IR? , une fonction f : À — IR et a € À. 


e La fonction f admet un maximum (global) en à si : 


Vxe À f(x) < f(a). 


e La fonction f admet un minimum (global) en a si : 


VrEA f(x) > f(a). 


e La fonction f admet un extremum (global) en a si f admet un maxi- 
mum OU un minimum en «a. 


Soit À une partie non vide de IR? , une fonction f : À — IR et a € À. 


e La fonction f admet un maximum local en a s’il existe un ouvert V 
contenant a tel que f,,,, admette un maximum en a. 


La fonction f admet un minimum local en a s’il existe un ouvert V 
contenant à tel que f,,,, admette un minimum en a. 


La fonction f admet un extremum local en a si f admet un maximum 
local ou un minimum local en a. 


Remarques 
e Ilest clair si f admet un extremum (global) en a, alors elle admet un 
extremum local. 


I Extrema 


e Si a € À, la fonction f admet un minimum local dans la direc- 
tion ve E \ {0} si la fonction de la variable réelle tr f(a+tv) admet 
un minimum local en 0. Si f admet un minimum local en a, elle admet 
en a un minimum local dans toutes les directions. On définit de même un 
maximum et un extremum dans une direction donnée. 


Point méthode 


Pour démontrer qu’une fonction f : À — IR admet un minimum en a € À, 
on cherche à démontrer que h + f(a + h) — f(a) est à valeurs positives 
sur À. 


Remarque On adaptera mutatis mutandis pour démontrer que f admet un 
maximum en &. 


p.892) Exercice 1 La fonction définie sur IR? par f : (x,y) + 22+y2—x%-—x2y5 admet-elle 
un extremum local (respectivement global) au point (0,0) ? 
2 Extrema sur un ouvert 


héorème 1 
Soit une fonction f : U — IR de classe C!. Si f admet un extremum local 


en a, alors Vf(a) = 0. 


Principe de démonstration.  Remarquer que si f admet un extremum local en a, alors pour 
tout h € E la fonction réelle de la variable réelle {+ f(a+th) admet un extremum local en 0. 


Démonstration page 892 


Remarque  Insistons sur le fait que le résultat précédent n’est vrai que pour 
les fonctions de classe C! définies sur un ouvert. 


éfinition 3 


Soit f : U — IR une fonction de classe C!. Le point a € U est un point 


critique de f si Vf(a) = 0. 


Remarque Ainsi, les extrema d’une fonction de classe C! sur un ouvert sont, 
s’ils existent, atteints en des points critiques de la fonction. 


Attention Un point critique ne correspond pas nécessairement à un extre- 
mum local. 
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Exemple Considérons la fonction f : (x,y) + x? — y? définie sur IR?. Il est facile de 
vérifier que (0,0) est un point critique de f. Cependant, f n’admet pas d’extremum 
local en ce point. En effet, soit V un ouvert de IR? contenant (0,0). Il existe donc 
un réel r > 0, tel que la boule fermée de centre (0,0) et de rayon r pour la norme 
euclidienne canonique soit incluse dans V. On a 


f(0,0)=0<r?=/f{r,0) et  f(0,0) =0 > —r? = f(0,r), 


( 

Par suite, dans tout ouvert contenant (0,0), il existe des points (r,0) € V tels 
que f(r,0) > f(0,0) et donc f n’admet pas de maximum local en (0,0) 

elle n’admet pas de minimum local en ce point. 


. De même, 


3 Recherche d'extrema 


Point méthode 

Pour trouver les extrema d’une fonction f : U — IR de classe C! sur 
Kowvent Un: 

1. on cherche les points critiques, 

2. puis on étudie la nature de chacun des points critiques. 


Il peut être utile, lorsque l’on étudie un point critique, de se ramener par 
translation à 0. 


2 
Exemple La fonction f : (x,y) + PRE définie sur l’ouvert IR? est de classe C1, 
T y 


comme quotient de fonctions polynomiales, donc de classe C!. Un point (x,y) € IR? 
est critique si, et seulement si : 


of 
Ox 


2-2 +1) Of 
(9) = (EL TU Ôx 


—Axy 
, = ——— ———  — 0 
On en déduit facilement que (—1,0) et (1,0) sont les seuls points critiques de f. 
Pour tout (x,y) € IR?, on a : 


a +y+1-2x  (x-1)+% . 


F(1,0) — f(x, y) = 1— f(x, y) = 2 +y2+1 x? +y2+1 


On en déduit que f atteint son maximum en (1,0) et que c’est le seul point où il 
est atteint. De même, f atteint son minimum en (—1,0); ce que l’on montre soit 
en reprenant le raisonnement précédent, soit en remarquant que la fonction f est 
impaire par rapport à la première variable. 


p.892) Exercice 2 Étudier les extrema de f : (x,y) + x2y? + x? — 2x définie sur IR?. 
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Point méthode 
Pour trouver les extrema d’une fonction f : À — IR dont la restriction à À 
est de classe C1 : 


1. on cherche les extrema de f atteints sur l’intérieur de À ; les points où 
ils sont atteints sont à chercher parmi les points critiques de f|, ; 
A 


2. on étudie les points de A\A. Pour cela, on peut paramétrer cet ensemble. 


Remarque La méthode précédente n’est évidemment à appliquer que dans le 
cas où À est d'intérieur non vide. 


Exemple Considérons la fonction f : (x,y) + 2?+xy+y? définie sur D = [1,+o0[xIR. 


O 
Il est clair que la fonction f est de classe CT sur D = ]1,+o0[xIR, en tant que fonction 
polynomiale. 


O 
Pour tout (x,y) € D, on a: 


Ô Ô 
de et CR PR. 
Ox Ox 


O 
Si (x,y) est un point critique de f restreinte à D, alors x = y — 0, ce qui est 
© 
impossible. Par suite, la restriction de f à D n’a pas de point critique et les éventuels 


extrema ne sont pas atteint sur D. 

Puisque f(x,0) = x? . +, la fonction f n’a pas de maximum. 

Si f admet un minimum, celui-ci est atteint sur la frontière de D, car D est un fermé. 
Il s'agirait donc d’un minimum de la fonction g : y f(1,y) = y? + y + 1 définie 
sur IR. On vérifie facilement que g atteint son minimum une seule fois en —1/2. 
Pour tout (x,y) € D, en posant x =1+h et y=-5+k,;ona h > 0 et : 


1 3 h\2 3 
fy)-f(-5) =#+m+m4+ins (k+S) + h(h +2) 20. 


Par conséquent, la fonction f atteint son minimum en (1, —1/2). 


Point méthode 
Pour montrer que f : À — IR n’atteint pas un extremum en a € À, on peut : 


e chercher deux directions dans lesquelles f admette respectivement un 
minimum et un maximum en &, 


e puis vérifier, en suivant ces deux directions, que dans toute boule de rayon 
strictement positif centrée en a la fonction f prend des valeurs stricte- 
ment supérieures à f(a) et des valeurs strictement inférieures à f(a). 
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Attention Une fonction peut admettre en un point un minimum local dans 
toutes les directions, sans pour autant admettre un minimum local en ce point. 
L'exercice 4 donne un exemple d’une telle situation. Cela implique que la 
méthode précédente n’aboutit pas toujours. 


p.893] Exercice 3 Déterminer les extrema de f : (x,y) + 4 + y — x? + y2. 


p.893) Exercice 4 Soit f: IR? — IR 


COR 


1. Visualiser sur un dessin (x en abscisse et y en ordonnée) les trois domaines 


de IR? où la fonction f est nulle, où elle prend des valeurs strictement positives, 
et où elle prend des valeurs strictement négatives. 


2. Justifier alors rigoureusement ce que la question précédente permet d’intuiter : 
e pour tout u € IR° \ {(0,0)}, la fonction @ :tr+ f(tu) admet un minimum 
local en 0; 


e pourtant, la fonction f ne présente pas de minimum local en 0. 


4 Cas des fermés bornés 

Lorsque l’on cherche les extrema d’une fonction continue sur une partie fermée 
bornée de IR?, les raisonnements sont souvent allégés par le fait que l’on sait 
a priori qu'il y a un maximum et un minimum. 


Exemple Notons D = {(x,y) € IR? | x? + y? < 1} et déterminons les extrema de la 
fonction définie sur D par : 


fifa y)e x? + xy + y?. 
La fonction polynomiale f est continue sur D. Il est clair que la restriction de f 
iV=D= {(x, y) € IR? | &2 + y? < 1} est de classe C1. 
Puisque D est une partie fermée bornée de IR? et la fonction f est continue, on en 
conclut que f est bornée et atteint ses bornes. 


Cherchons les éventuels extrema qui seraient atteints sur l’intérieur de D. Pour cela 
étudions les points critiques de f,, . Ils sont caractérisés par : 


O f : _ 
39) = 22 +y=0 
O f L . 


Ce système ayant comme unique solution x = y = 0, il vient que f|, à un seul point 
critique (0,0). 

Étudions (0,0). Pour tout (x,y) € D,ona f(x,y) = (x+y/2}?+3y%/4 > 0. Puisque 
f est à valeurs positives et f(0,0) — 0, la fonction f admet un minimum en (0,0). 
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Il est également clair que f(x,y) = (x + y/2)? + 3y°/4 > 0 si (x,y) (0,0). Cela 
implique le minimum de f est atteint uniquement en (0,0). 
Le maximum de f ne peut pas être atteint sur l’intérieur de D, sinon il serait at- 
teint au point critique (0,0), ce qui est impossible car f prend des valeurs stricte- 
ment positives. Par conséquent, f atteint son maximum uniquement en des points 
de C — ee y) € IR? | x? + y? = LE et il s’agit du maximum de f,.. 
Remarquons que C' est le support de Parc t + (cost,sint) défini sur [-r,x|. Cela 
conduit à considérer la fonction g: [—m,r] — IR 

t +  f(cost,sint). 


Puisque, pour t € [—7,7| : 


g(t) = cos*(#) + cos(t) sin(t) + sin?(#) = 1 + 


et g(t) = 3/2 si, et seulement si, 24 — ? (mod 2), le maximum de g vaut 3/2 et il 


est atteint uniquement en + et — 27. 


En conclusion, le maximum de f est atteint exactement aux points + ( 


p.894! Exercice 5 Déterminer les extrema de : 


ae AU IR 
CONNUE r= "TE 


où A = {(x,y) EIR* [x >0, y>O0etr+y<l}. 


La propriété des fermés bornés peut parfois être utilisée pour établir l'existence 
d’extrema même lorsque la fonction est définie sur un ouvert. 


p.895] Exercice 6 Soit f la fonction définie sur IR? par : 


e2(x°+y°) 
T, = ————————: 
f(æ,7) 1+(x+y) 
1. Démontrer que HUE ce: 


lim 
I(x,y)1l +00 
2. Montrer sans calcul que f admet un minimum. 

Indication. Introduire r > 0 tel que f(m) > f(0) pour tout m € IR? \ B, où B 

est la boule Br(0,r). Considérer ensuite les restrictions de f à B et à IR?\B. 


3. Étudier les extrema de f 
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Il Applications à la géométrie 

Dans cette section, IR? est muni de son produit scalaire canonique et de la 
norme associée. 

Une partie 4 de IR? est définie par l'équation cartésienne f(x1,...,7») = 0 
si f : À — IR est une fonction, où À C IRP et : 


Fit.) -4Al/Gs. M 0x 
On étudie principalement dans cette section des propriétés géométriques de 
parties définies par une équation cartésienne. 
1  Interprétations géométriques du gradient 


Gradient et courbes tracées sur une partie 
En physique, il est connu pour un champ dérivant d’un potentiel (champ 
gravitationnel, champ électrostatique, etc.), qu’en tout point, le champ est 
orthogonal aux lignes ou surfaces équipotentielles. 
La proposition suivante précise cela. 

roposition 2 

Soit f : U — IR une fonction de classe C! et # = {x EU | f(x) = 0}. 


Pour tout arc (1,7) de classe C! tracé sur #, ï.e. tel que y(1) C #,ona: 


Mer (Vf(r()) | 7()) = 0. 


Démonstration. D'après le théorème 11 de la page 820, la fonction f o y est dérivable et : 


VEI (fo7y)(t)=(Vf(rt)) 17). 
Par ailleurs, comme la fonction 7 est à valeurs dans #, la fonction f o y est constante, donc 


de dérivée nulle. La conclusion est alors immédiate. [m 


Remarque La propriété ci-dessus n’a évidemment d'intérêt que si le gradient 
au point n’est pas nul. 


Le gradient < oriente dans le sens des valeurs croissantes de f > 
roposition 3 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. 

Si Vf(a) Z 0, la fonction t + f(a+tVf(a)) est strictement croissante au 


voisinage de 0. 


Démonstration. Il est immédiat que la fonction +: 1 a + {V f(a) est de classe C' sur IR. 
L'application t + f(a + tV f(a)) est définie sur un intervalle ouvert centré en 0, du fait que U 


est un ouvert. Ainsi, d'après le théorème 11 de la page 820, elle est de classe C! et de dérivée 
en 0: 


2 
(fo7)"(0) = (VF(a) | VF(a)) = []VF(G)| > 0. 
Ainsi, par continuité de la dérivée, l'application t + f(a + tV f(a)) a une dérivée à valeurs 


strictement positives sur un intervalle centré en 0. La conclusion est alors immédiate. ( 
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Un exemple issu de la physique Considérons un milieu continu homogène 
soumis à un champ de température. On modélise cela en se donnant un ouvert 
ACIR* et T : À — IR une fonction de classe C! (la température). Si l’on se 
place dans le cadre de la première loi de Fourier, on a : 


jo = -ÀVT, 


où jo est le vecteur densité de flux thermique et À est la conductance ther- 
mique. Ainsi, le vecteur densité de courant thermique est orthogonal aux sur- 
faces isothermes et orienté dans le sens des températures décroissantes. 


Encore une interprétation géométrique du gradient 

Rappelons (voir page 809) que (Vf(a) | h) = df(a)-h indique les « variations 
de f en a dans la direction À ». De manière informelle, le gradient donne la 
direction dans laquelle cette variation est maximale. Précisons cela. 


p.896| Exercice 7 Soit f : U — IR une fonction de classe C! et a EU. 
Si Vf(a) £ 0, démontrer qu’alors la fonction h + (Vf(a) | h) restreinte à la sphère 
unité admet un unique maximum. Celui-ci est le point de la sphère colinéaire et de 
même sens que Vf(a). 


2 Courbes définies par une équation 
Dans toute cette section, p = 2. 


Paramétrisation d’une courbe définie par une équation 


Lorsque qu’une partie Æ de IR? est définie par une équation f(x,y) =0,on 
s'attend à ce que l’on « perde un degré de liberté », ce qui signifie, de manière 
informelle, qu’il existe une fonction + d’une seule variable telle que f(x, y) = 0 
si, et seulement s’il existe { tel que (x,y) = 7y(t). Cela n’est cependant pas 
toujours vrai. 

Le théorème suivant donne une condition pour que la situation que nous venons 
de décrire soit vérifiée. Sa démonstration est hors-programme. 


héorème 4 (de paramétrisation) 


Soit U un ouvert non vide de IR?, ainsi que mo € U et X l’ensemble 
d'équation f(x,y) = 0, où f : U — IR est une fonction de classe C!. Si : 


{ Fimo) = 0 
Vf(mo) À 0, 


alors il existe un ouvert V de IR?, avec mo € V et V CU, ainsi qu’un arc 
paramétré régulier L = (1,7) de classe C!, où Z est un intervalle ouvert 
non vide de IR, tels que l’intersection % N V est égale au support de F, 
c’est-à-dire y(1) € V et : 

Vyev (f(ay =0 = HET (x,y) =7(). 
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Remarques 


Il n’y a pas unicité de la fonction 7. Par exemple, si V et 7 vérifient 
la conclusion du théorème, alors V et t + y(2t) vérifient également la 
conclusion du théorème. 


Le résultat peut être affiné. On démontre qu’il existe une fonction 7 vé- 
rifiant la conclusion du théorème 4 et qui est de l’une des deux formes 
suivantes : 


He (Eg) où  # (gb) 
avec g:1 —1IR. 


Le lecteur trouvera des éléments de démonstration à l’exercice 15.12 de la 
page 902. 


Pour À € IR, l’ensemble d’équation f(x,y) = À est une ligne de niveau, 
ou courbe de niveau de f. 


Lorsque qu’un ensemble Æ vérifie E = Img, où g est une fonction quel- 
conque, on dit que g est une paramétrisation de E. 


Le théorème 4 de la page précédente donne simplement l'existence d’une 
paramétrisation de l’ensemble d’équation f(x,y) = 0. Notons qu’il est 
rare que l’on sache expliciter une telle paramétrisation. Néanmoins, nous 
donnons ci-dessous quelques cas simples où cela est possible. 


Exemples 


4, 


Soit (a,b,c) € IR°, avec (a, b) Z (0,0). L'ensemble D d’équation ax + by + c = 0 
est une droite du plan. 
En effet, sachant que a et b ne sont pas tous les deux nuls, l’ensemble D est non 
vide. En fixant arbitrairement mo = (xo, yo) € D, on à, pour m = (x,y) € IR? 
l’équivalence : 

mEeD = a(x — xo) + b(y — yo) = 0. 


Toujours du fait que (a,b) Æ (0,0), l'équation ax + by — 0 définit la droite 
vectorielle Vect((—b, a)) et donc : 

meD «> m-mo € Vect((—b, a)). 
Ainsi, D est la droite du plan passant par mo et de vecteur directeur (—b,a). En 
particulier, ++ mo +t(—b, a) est une paramétrisation de D. 


Le cercle de centre (a,b) et de rayon R est défini par l’équation : 
(x — a)? + (y — b)? = R?. 


Il est clair que t + (a +Rcost,b+Rsin t) définie sur IR est une paramétrisation 
de ce cercle. 


Le théorème de paramétrisation mène à la définition suivante. 
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Soit f : U — IR une fonction de classe C! et # la partie de IR? d’équation 


cartésienne f (x,y) = 0. Le point a € X est un point régulier de # 


si V} (a) 0. 


Remarques 

e Le théorème 4 de la page 875 signifie qu’un ensemble défini par une équa- 
tion cartésienne f(x,y) = 0, avec f de classe C!, est, au voisinage de tout 
point régulier mo, le support d’un arc paramétré de classe C!. Ces arcs 
(ils ne sont pas uniques) ne sont pas globaux, ils dépendent de mo. 


e On dit souvent que l’ensemble d’équation f(x,y) = 0 est une courbe 
implicite, ou plus simplement courbe. Cela est en phase avec l’intuition 
de ce qu'est une « courbe », si tous les points de l’ensemble, à l’exception 
éventuelle d’un nombre fini d’entre eux, sont réguliers. 


e Une courbe implicite dont tous les points sont réguliers est une courbe 
régulière. 

° Lorsque f : IR? — IR est la fonction nulle, l’ensemble d’équation f(x, y) = 0 
est IR?, ce qui ne correspond pas à notre intuition d’une « courbe ». L'hy- 


pothèse que mo soit un point régulier du théorème 4 de la page 875 est 
donc cruciale. 


e Un point a € #, où 4 est défini par l'équation f(x,y) = 0, avec f une 
fonction de classe C!, est un point critique de # si Vf(a) = 0. 


Exemples 

1. La droite d’équation ax + by +c = 0, avec (a, b) Z (0,0) est une courbe régulière, 
car Vf(x,y) = (a,b) # (0,0). 

2. Le cercle C d’équation x? + y? — 1 est une courbe régulière. En effet, en tout 
point (x,y) de C,on a Vf(x,y) = 2(x,y). Puisque (0,0) # C, pour tout point 
de Cona Vf(x,y) £ (0,0). 

3. Soit 1 un intervalle ouvert de IR et f : 1 — IR une fonction de classe C!. Le 
graphe G de f, c’est-à-dire la courbe d’équation g(x,y) = y — f(x) = 0, est une 
courbe régulière, car pour tout (x,y) € G, on a Va(x,y) — (—f'(x), 1) £:(0, 0): 


4. Soit (a, b) € IR: ? avec à > b. 
É x\2 y\?2 
b L’équation (=) + (2) — 1 définit une courbe ré- 
a 
.  gulière; il s’agit d’une ellipse de centre O = (0,0), 


de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. Dans 

le cas où a = b, il s’agit du cercle de centre (0,0) et 

de rayon a. 

Il est facile de vérifier que t + (acost, bsint) est 
une paramétrisation de cette ellipse. 
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9. Soit (a,b) € PE avec a > b. 
; Œ\? a nn 

L’équation (©) — (5) — 1 définit une courbe 
régulière #. Cette courbe est une hyperbole de 
centre O = (0,0), de demi-grand axe a et de demi- 
petit axe b. Dans le cas où a = b on parle d’hyper- 
bole équilatère. 

Il est facile de vérifier que tr (acht, bsht) est une 


paramétrisation de # NIRY x IR. 


gŸ 


6. Soit p € IRŸ. L’équation y? = 2px définit une 
courbe régulière P ; il s’agit d’une parabole de pa- 
ramètre p. 


Si l’on introduit la droite D d’équation x = —p/2 
et le point F = (p/2,0), il est alors facile de véri- 
fier que P est l’ensemble des points M = (x,y) tels 
que d(M,D) = d(M, F). En effet, le projeté ortho- 
gonal de M = (x,y) sur D est le point (—p/2,y). 
Par suite d(M,D) = |x + p/2|. Ainsi, pour tout M = (x,y) € IR°,on a : 
d(M,D} = d(M,F} = (x+p/2) = (x -p/2Ÿ +9? = 2px = y. 

On conclut alors en remarquant que, du fait que les distances sont positives, la 
condition d(M, D) = d(M, F) est équivalente à d(M,D}? = d(M,F}. 


FA 


E L'équation y? = x° définit une courbe, qui est régu- 
di lière en tout point sauf (0,0). En effet, si f est la 


fonction définie sur IR? par f(x,y) = y? — x°,on a 


pour tout (x,y) € IR? : 


Vf(æ, y) = (—-5x°,2y). 
Il est clair que (0,0) est l’unique point critique de f. 


On dispose de la paramétrisation y + (Ÿ/y?,y) définie sur IR de cette courbe. 


8. " Soit f > 0. 
En notant F = (f,0) et F”(—f,0) l’ensemble C 


—> — 
.. défini par |FM||F'M| = f?, c'est-à-dire défini 
“par l’équation cartésienne : 


ge, y) = (2° + y)? + 2(y° — x?) ff = 0, 
est une courbe régulière en tout point sauf (0,0). En effet, pour tout (x,y) € IR? : 
Ô Ô 
= (a,9) =Ax(a+y—f*) et ae y) = Ay(a? + y? + f?). 
Ainsi, si (x,y) est un point critique de g, on a 4y(x?+y?+f?) = 0, et donc y = 0, 
car x? +y?+ f? > 0. Il s’ensuit que (0,0) et (+f,0) sont les seuls points critiques 


de g. La conclusion découle du fait que les points (+f,0) n’appartiennent pas à C 


(ce qui se vérifie facilement). 
La courbe d’équation g(x,y) — 0 est une lemniscate de foyers F et F". On ne 
dispose pas de paramétrisation « simple » de cette courbe. 
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Tangente en un point régulier à une courbe implicite 


éfinition 5 


Soit f : U — IR une fonction de classe C! et Æ la courbe d’équation 
cartésienne f(x,y) = 0. 

Pour tout point régulier mo = (20, yo) de #, la tangente à Æ en mo est 
la droite passant par mo et orthogonale à V f(mo), c’est-à-dire la droite 


d’équation : 


A 
\ 


x? + dy? =4 


Remarques 
e L'ensemble d’équation SL (mo) (x — 0) + (mo) (y — yo) = 0 est effecti- 
vement une droite, du fait que V f(mo) # 0. 


e Il n’est pas possible de définir « la » tangente en un point non régulier. 
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une lemniscate (cf. l'exemple 8 
de la page ci-contre). 


Nous avons rencontré jusqu’à présent deux types de tangentes : la tangente en 
un point de paramètre régulier d’un arc paramétré et la tangente en un point 
régulier à une courbe implicite. La proposition suivante établit le lien entre les 
deux notions. 


roposition 5 


Soit f : U — IR une fonction de classe Cl et Æ la courbe d’équa- 
tion f(x, y) = 0, ainsi que MmMo(xo, Yo) un point de #. 


Soit également un arc paramétré F = (1,7) de classe C! à valeurs dans # 
et to € Î tel que (to) = Mo. 

Si to est un paramètre régulier de Let si mo est un point régulier de #, 
alors la tangente à Ten to et la tangente à 4 en mo coïncident. 


Démonstration. 


e Puisque to est un paramètre régulier de [', la tangente à [' en to est bien définie. C’est 
l'unique droite passant par mo et de vecteur directeur y'(to). 
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e D'après la proposition 2 de la page 874, on a : 
EI (Vf(r()) | Y(#)) =0. 


En particulier V f(mo) est orthogonal à (to). Il s'ensuit que la tangente à T'en to est la 
droite orthogonale à Vf(mo) 0 passant par mo, c'est-à-dire la tangente à 4 en mo. D 


Exemples 
1. La tangente à une droite en un point de cette droite est elle-même. 


2. La tangente à l’ensemble d’équation y = f(x) en (xo, yo), où f : 1 — IR est une 


fonction de classe Cl est la droite d’équation y = f'(xo)(x — xo) + yo. Cela est 
cohérent avec les définitions antérieures. 


2 2 
3. La tangente à l’ellipse € d’équation (=) + (2) = 1 au point mo = (To, Yo) à 
a 


pour équation : 


270 2yo 
T2 (&—%o)+ 7 (v— vo) = 0. 


Compte tenu du fait que mo € €, pour tout (x, y) € IR? on à : 


2 2 
TO Yo __ToT YOY LG Yo __ ToT Vo 
AG-m)+iG- me rt nu pe tu 
On en déduit que la tangente à l’ellipse en mo à pour équation : 
Tot | Yo _ 
a? b2 | 


4. En particulier, la tangente en mo = (x0,yo) au cercle de centre O = (0,0) et de 


rayon R est la droite d’équation : à 


To + Yoy = R?. 


8Ÿ 


Il s’agit de la normale à la droite (Omo) passant par mo. o 


5. En procédant comme à l’exemple 3, une équation de la tangente à l’hyperbole 
æ\2 2 
d’équation (=) — (2) = 1 en mo = (xo, Yo) est : 
a 
LOT YOU 


SES 


a? b2 


p.896] Exercice 8 Donner une équation de la tangente à la parabole P d'équation y? = 2px 


au point Mo = (to, Yo) € P. 


p.896| Exercice 9 Déterminer les points par lesquels passe une tangente à l’ellipse € 


2 2 
d’équation (=) + (2) = 1: 
a 
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3 Surfaces définies par une équation 
Dans toute cette section, p = 3. 


Paramétrisation d’une surface définie par une équation 

Comme dans le cas des parties du plan définies par une équation cartésienne, 
lorsque qu’une partie À de IR* est définie par une équation f(x,y,z) = 0, on 
s'attend à ce que l’on « perde un degré de liberté », ce qui signifie ici, de manière 
informelle, qu’il existe une fonction ÿ de deux variables telle que f(x, y,z) = 0 
si, et seulement s’il existe (u,v) tel que (x,y,z) = w(u,v). Cela n’est cepen- 
dant pas toujours vrai. 

À l'instar du cas du plan, le théorème suivant donne des conditions pour que 
la situation que nous venons de décrire soit vérifiée. Sa démonstration est hors 
programme. 


héorème 6 (de paramétrisation) 


Soit U un ouvert non vide de IR?, ainsi que mo € U et Æ l’ensemble 
d'équation f(x,y,z) = 0, où f : U — IR est une fonction de classe C!. Si : 


{ Fimo) = 0 
Vf(mo) Æ 0, 


alors il existe un ouvert V de IRŸ, avec mo € V et V CU, ainsi qu’une 
fonction ç@ : W — IR de classe C1, où W est un ouvert non vide de IR? , tels 
que l’intersection ÆNV soit égale au graphe de , c’est-à-dire W(W) € V et: 


Vix,y,2)eV (f(x,y,2)=0 = Auv)eW (x,y,2) = p(u,v)). 


Le théorème précédent mène à la définition suivante. 


éfinition 6 
Soit f : U — IR une fonction de classe C! et # la partie de IR° d’équation 
cartésienne f (x,y,z) — 0. Le point a € 4 est un point régulier de # 


si Vf(a) £ 0. 


Remarques 

e Le théorème 6 signifie qu’un ensemble défini par une équation f(x,y,z) = 0, 
avec f de classe C!, est, au voisinage de tout point régulier, l’image d’une 
fonction de classe C! de deux variables à valeurs dans IR. 

e Comme pour le théorème 4 de la page 875, le résultat peut être affiné. On 
démontre qu’il existe une fonction @ vérifiant la conclusion du théorème 6 
et qui est de l’une des trois formes suivantes : 


(u,v)r (u,v,g(u,v)), (u,v)r (u,g(u,v),v), (u,v) + (g(u,v),u,v), 


avec g:W — IR. 
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e On dit souvent que l’ensemble d’équation f(x,y,z) = 0 est une surface 
implicite, ou plus simplement surface. Cela est en phase avec l’intuition 
de ce qu'est une « surface », si tous les points de l’ensemble, à l’exception 
éventuelle d’un nombre fini d’entre eux, sont réguliers. 


e Pour À € IR, l’ensemble d’équation f(x,y,z) — À est une surface de 
niveau de f. 


e Une surface implicite dont tous les points sont réguliers est une surface 
régulière. 

e Un point a € X de ensemble défini par une équation f(x,y,z) = 0, où f 
est une fonction de classe Cf, est un point critique de Æ si Vf(a) = 0. 


Exemples 
1. Soit (a,b,c,d) € IR, avec (a, b,c) # (0,0,0). L’équation : 
az +by+cz+d=0 
définit une surface régulière P. En effet, en tout point (x,y,z) de P,ona 
Vileue)=\a.b.e)=#" (00,0). 

L'ensemble P est un plan de l’espace. Précisons cela. 
Les plans de l’espace ont été étudiés dans le secondaire. Ils peuvent être définis 
par un point mo € IR° et deux vecteurs indépendants de IR° ou, ce qui revient au 
même, par Mo et un sous-espace vectoriel F de dimension 2 de IR°. Le plan est 
alors l’ensemble des m € IR tels que m — mo € F. 
Sachant que (a, b,c) Z (0,0,0), l'équation ax+by+cz+d = 0 à au moins une solu- 
tion et l’ensemble P est non vide. En fixant arbitrairement mo = (0, Yo, 20) € P, 


on a, pour m = (x,y,z) € IR° l’équivalence : 


MmEP = a(x — x) + b(y — yo) + cz — 20) = 0. 
Toujours du fait que (a,b,c) Z (0,0,0), l'équation ax + by + cz = O définit un 
plan vectoriel F et donc : 
meP = m-mer. 
Ainsi, P est un plan de l’espace. De plus, si (u,v) est une base de F, on dispose 
de la paramétrisation explicite (s,t) + mo + su + tu de P, définie sur IR°. 

2. Soit W un ouvert non vide de IR? et g: W — IR une fonction de classe C!. Le 
graphe G de g, t.e. la surface d’équation f(x,y,z) = g(x,y) — z = 0, est une 
surface régulière. 

En effet, U = {(x,y,2) € IR° | (x,y) € W} est un ouvert de IR° (cf. l'exercice 10 
de la page 884) et f est évidemment de classe CT. On conclut en remarquant que 
pour tout (x,y,2)EG,ona: 


Ô Ô 
VÉG1,2 = (EG 1) Ge.) 1) 2 (0,0,0). 


Il est immédiat que (x,y) Cé y. g(E, y)) , définie sur W , est une paramétrisation 
explicite de G. 
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3. La sphère S d’équation x? + y? + 2? = 1 est une surface régulière. En effet, en 
tout point (x,y,z) de S,ona Vf(x,y,z) = 2(x,y,z). Puisque (0,0,0) é S, pour 
tout point de S on a Vf(x,y,2) Z (0,0,0). 


2 


4. L'équation x? + y? = az?, avec & > 0 définit une surface S, régulière en tout 


point sauf (0,0,0). 


En effet, en notant f : (x,y,2) — x? + y? — az?, qui 
est une fonction polynomiale sur l’ouvert IR° et donc 
de classe C!,ona 


Vf(x,y,2) - 2 EUR —az). y 


Il s'ensuit que Vf(x,y,z) — (0,0,0) si, et seulement 
si, (æ,y,z) = (0,0,0) € S. La surface S est un cône. D 
Pour appréhender cette surface, on peut considérer l’in- 

tersection de celle-ci avec plusieurs plans. Par exemple, l’intersection du cône avec 
le plan d’équation z = z5 à pour équation : 


a? + y = à#$ 
2 — 20. 


En identifiant le plan d’équation avec IR?, il vient que cette intersection est un 
cercle de rayon 4/a|20|. 
L’intersection avec le plan d’équation y = tx, tE IR a pour équation : 


0 —. { (V1 + 2x — Vaz)(V1+t2x — Vaz) = 0 


y = tx. y = 1x. 


Il s’agit de la réunion de deux droites vectorielles engendrées par (LE VE) 


et (2,6 -V##). Intuitivement, le cône est obtenu en faisant tourner l’une de 


ces droites autour de l’axe (Oz). 


5. L’équation x? — y? — 2 définit une surface régulière. 


En effet, la fonction f : (x, y,2) ++ x? — y? — z est 
polynomiale, donc de classe C! sur l’ouvert IR. 
Pour tout (x,y,2) € IR°, on a : 


Vf(x,y,z) = (2x, —2y, —1) £ (0,0,0). 


On constate que l'intersection avec un plan 
d’équation z = Z0, avec z0 £ 0 correspond à une 
hyperbole, alors que l’intersection avec un plan 
d’équation y = yo correspond à une parabole. 


Pour cela, cette surface est appelée un paraboloïde hyperbolique . 
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p.897) Exercice 10 Soit V un ouvert de IR? et g : V — IR une fonction de classe C!. 
1. Démontrer que U = {(x,y,2) EIR° | (x,y) € V} est un ouvert de IR . 


2. Démontrer que si l’ensemble C1 d’équation g(x,y) = 0 est une courbe régulière 
du plan, alors l’équation f(x,y,2) = g(x,y) = 0 définit une surface régulière ; il 
s’agit du cylindre de base C et de direction (Oz). 


Plan tangent en un point régulier à une surface implicite 


éfinition 7 


Soit f : U — IR une fonction de classe C! et Æ la surface d’équation 
cartésienne f(x,y,2) = 0. Pour tout point régulier mo = (to, Yo, Zo) de #, 
le plan tangent à # en mo est le plan passant par mo et orthogonal 
à Vf(mo), c’est-à-dire le plan d’équation : 


Remarques 


e L'ensemble d’équation SL (mo) (x—x0)+3£ (mo) (y—yo)+ SL (mo) (z—20) = 0 


est effectivement un plan, du fait que V f(mo) # 0. 


e Si (1,7) est un arc tracé sur Æ et si (to, Mo) est un point régulier de l’arc, 
d’après la proposition 2 de la page 874, on a (Vf(mo) | J/(to)) = 0. Il 
s'ensuit que les tangentes en mo des arcs tracés sur # sont incluses dans 
le plan tangent à 4 en mo. 

roposition 7 

Soit W un ouvert non vide de IR? et g: W — IR une fonction de classe C!. 

La surface # d’équation z = g(x,y) est régulière et pour (x0,yo) € W,, le 

plan tangent à 4 en (xo, Yo, g(xo, Yo)) à pour équation : 


2 = glao ve) + GEmo) (& — 0) + SEC) (y — vo) 


Démonstration. À l'exemple 2, nous avons montré que # est une surface régulière. L'équation 
donnée du plan est une conséquence immédiate de la définition. C1 
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Remarque 


Pour mo = (xo,yo) € V, les courbes coordonnées 
en mo de la surface 4, c’est-à-dire les arcs définis par : 
tt (x,%o,9(r,%o)) et y (xo,y,g(ro,y)) 


sont tracés sur la surface %. En particulier leurs tan- 
gentes en xo et Yo, dirigées respectivement par les vec- 
teurs : 


u= (LOG (mo) et u= (0,1,829(mo) 


T 


sont incluses dans le plan tangent à Æ en M6 = (x0, Yo, 0). Les vecteurs u 
et v étant linéairement indépendants, le plan tangent en M, est le plan défini 


par Mo et Vect(u,v). 


Exemples 


1. Le plan tangent à un plan en un point de ce plan est lui-même. 


2. Le plan tangent à la sphère de centre (0,0,0) et de rayon R en mo = (0, Yo, 20) 


est le plan d’équation : 


LOT + YoY + Z0Z — fe: 


Il s’agit du plan orthogonal à la droite (Omo) passant par mo. 


Le cône C d’équation x? + y? = az?, avec a > 0 est 


une surface, régulière en tout point sauf (0,0,0). 
Pour tout mo = (to, ÿo, 0) € C \ {(0,0,0)}, le plan 
tangent à € en mo à pour équation : 

ToT + YoY — AZ0oZ = 0. 


On peut remarquer que tous les plans tangents passent 
par (0,0,0). 


Par ailleurs, si mo € C \ {(0,0,0)}, il est facile de vérifier que la droite vecto- 
riel D = Vect(mo) est incluse dans C. Pour tout point m € D \ {(0,0,0)}, on 
constate que le plan tangent à C en m est le plan tangent en mo, et que ce plan 


contient D. 


4. 7 


Pour (a,b,c) € IR: °, l'équation : 


5 2 2 
8 -@'- 
a b C 
définit une surface régulière # appelée hyperboloïde 
à une nappe. 


Pour mo = (to, Yo, Zo) € H, le plan tangent en mo a 
pour équation : 


ToT YOY 202 
= À. 
a? s bp? c2 
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Exercice 11 Soit V un ouvert de IR? et g : V — IR une fonction de classe C1. On 
suppose que g(x, y) — 0 définit une courbe régulière de IR?. 
On rappelle qu’en notant U — 10) e IR |(xye v} et f:U —]IR la 
fonction définie par f(x,y,z) = g(x, y), le cylindre C d’équation f(x, y, 2) = 0 est 
une surface régulière (cf. l’exercice 10 de la page 884). 
Donner une équation du plan tangent en un point mo EC. 


HI Exemples d'équations aux dérivées partielles 


1 Deux exemples fondamentaux 


Un premier exemple 
Commençons par traiter un exemple simple, mais important. 
() 
Déterminons les applications f € C!(IR?,IR) vérifiant 1 = (, 
x 
() 
e Considérons f € C!(IR?,IR) vérifiant <L 0 
L 
Soit y € IR. La fonction x + f(x,y) est définie sur l’intervalle IR et a sa 
dérivée nulle. Par conséquent il existe une constante &, qui dépend a priori 
de y, telle que f(x,y) = à, pour tout x € IR. Ainsi, il existe @ : IR — IR 
telle que : 
V(x,y) ER? f(x, y) = p(y). 
La fonction f étant de classe C!, la fonction @ : y + f(0,y) est de 
classe C1. 
e Réciproquement, lorsque w € C!(IR,IR), il est facile de vérifier que la 


Ô 
fonction f définie sur IR? par f(x,y) = y(y) vérifie la relation Êl =, 
é 


Ainsi l’ensemble des solutions du problème est : 


S = {(x,y)  p(y); 6 € C'(IR,IR)} 


Remarque Les solutions du problème précédant peuvent être moins simples 
selon la « forme » du domaine de définition. 
Voir par exemple l’exercice 15.18 de la page 903. 


Un second exemple 
L'exemple précédent permet de traiter l’exercice suivant. 


Of 
Ox0y 


p.898] Exercice 12 Déterminer les applications f € C?(IR?,IR) vérifiant = 0. 
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2 Changement de variables 


Malheureusement tous les cas ne sont pas aussi simples que les deux qui 
viennent d’être traités. Il arrive toutefois que l’on puisse se ramener à ces 
cas très simples à l’aide d’un changement de variables. 


Un exemple d'utilisation de changement de variables 


On note V le demi-plan IR? x IR. Cherchons à déterminer les f € C! (V.IR) 
vérifiant : 


Of 5.07 
— —— = 0. 
Ÿ ©x LE. Oy G) 
Pour cela, introduisons : 
® : U V 


— 

(r,0) + (rcosô,rsin6), 
où U=IR* x]-5,5[. 
Posons le changement de variable polaire (x,y) — ®(r,0), c’est-à-dire pour 
tout (r,0) EU, on note x = rcos0 et y =rsin6. 
Soit f € Cl (V,IR) ; posons f(x, y) = g(r,0), c'est-à-dire que la fonction g est 
définie par g = f o ®. 
Puisque les fonctions (r, 0) ++ r cos @ et (r,0)  rsin@ sont de classe Cf, par 
composition, g l’est également. D’après la dérivation des fonctions composées, 
pour tout (r,0) EU : 


: Of a 0 
—(r,0) = cos 0 Sr y) + sin 0 y > y) 


et donc : 
0g ‘Of Of 
ra. (0) œ (y) +Yy ELLE 


Puisque ® est surjective sur V', la fonction f est solutions de (x) si, et seule- 
ment si, g vérifie sur U : 
0g 
= 
En d’autres termes l’ensemble des solutions de (x) est : 


S={feC'(VIR)|foes'}, 


0. (xx) 


où S”’ est l’ensemble des solutions de (xx). En raisonnant comme à l’exemple 
de la page 886 : f € C!(V,IR) est solutions de (x) si, et seulement s’il existe 
TT TT 


une fonction w € CT (]-T,T[.IR) telle que : 


V(r,0)EU  f(rcos,rsin0) = g(r, 0) = y(8). 


887 


Chapitre 15. Applications du calcul différentiel 


Remarque Il est possible de poursuivre la résolution. 
Si (x,y) = P(r,0) = (rcos,rsin0) € V, alors 0 = Arctan (#). En effet, on 


a tan 0 = # et, du fait que 0 € ]-7/2,7/2{, il vient 0 — Arctan(tan 0), ce qui 


implique à son tour : 
0 = Arctan (2) : 
à 


Il s’ensuit que si f est une solution, il existe une fonction w € Cl (]-T,Z[.IR) 
telle que : 


Vx,y) EIRT XIR f(x,y) = (arctan (2)) 
: 
et la fonction Arctan étant de classe C}, il existe 4 € C!(IR, IR) telle que : 


VE ERLXR fau =v(}): 


LT 


Il est aisé de vérifier que toute fonction de cette forme est effectivement une 
solution du problème, car dans ce cas : 


) Ô 
eyev 25ens loft) à vent (t). 
Ox g à Oy g É 
Par conséquent : 
S = (1) = Ÿ (2) VE C'(R.R)} | 
Un second exemple : l'équation d'onde 
Cherchons à déterminer les f € C? (IR?, IR) vérifiant : 
DPF, T7} 
DR ETA G) 


où c € IR*. Il s’agit d’un cas particulier d’équation de propagation, dite aussi 
équation d’onde. 
e Pour cela, considérons : 


p: IR? — IR? 
(u,v) + (au + Bv,7yu + ôv), 


avec a — By Æ 0. Cette dernière condition s'impose du fait que l’on 
souhaite © bijective. Posons le changement de variables : 


(x,t) = (au + Bu, yu + ôv) 
ce qui signifie que pour tout (u,v) € IR? on note x = au+Bv et t = yu+ôv. 
Soit f € C?(IR?,IR) ; posons : 
J(æ,t) = g(u,v), 
c’est-à-dire que l’on définit g par g = f o . 
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e Puisque w est de classe C!, car les applications composantes sont polyno- 
miales sur l’ouvert IR?, par la règle de la chaîne, pour tout (u,v) € IR? : 


0g Of Of 0g Of Of 

= nes = =, Î 

Où Or Vo Ov |Or 0 q 
En itérant, la formule (1) étant valable pour toute fonction f de classe C1 
et g = f ow, il vient : 


®g J Of Î Of 
Ouoo — va ( Sh+o ne) +9 z ( L+o2) 


d? Los ®f 
Re 
a Mon 
La dernière relation a été obtenue en utilisant le théorème de Schwarz. En 
prenant a=f=cet Ô = —7y=1, on a aô — 57 = 2c 0 et ainsi : 
d°g 2®f Of 
= : 
Oudv Ox?  0t? 


e Il vient de l'étude ci-dessus que f € C?(IR?,IR) est solution de (x) si, et 
seulement si, g = f ow vérifie : 


PL 
Sons = 0 (x) 
D'après l'exercice 12 de la page 886, f € C?(IR?,IR) est une solution de (x) 
si, et seulement s’il existe (®1,W1) € C?(IR, IR)? tel que : 
V(u,v) EIR?  f(p(u,v)) = Pau) + Yi(v) 
L'application & est bijective et : 


pt: IR? — IR? 
D ( — ct T+ ©) 
2 — : 
| 2c 2c 
: à = x — Ct 
Il est de plus clair que les applications (x,t) + et (xt) ; 
C 


sont de classe C?. En adaptant le raisonnement de la page ci-contre, l’en- 
semble des solutions de l’équation (+) est : 


S={(x,t}r Er + ct) + V(x— ct); (,W) € C’(IR,IR)} 
Changements de variables 
Les exemples précédents montrent qu’un changement de variables s’avère par- 


fois utile pour résoudre une équation aux dérivées partielles. 
Décrivons brièvement la méthode. Considérons l’équation aux dérivées par- 


tielles : PP 
J of ) : 
ce F(S D LU = 0, 
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où l’inconnue f est une fonction de classe C! définie sur un ouvert V de IR?. 
Poser un changement de variables consiste à introduire une fonction ® : U — V 
surjective et de classe C!, c’est-à-dire dont les applications composantes sont 
de classe Cl. On pose alors, lorsque f : V — IR est une fonction de classe C! 
quelconque : 
(x,y)= Dluv) et  f(x,y) = g(u,v), 

c’est-à-dire que g est la fonction définie sur U par g = f o &. Par le calcul, 
on établit que si f est une solution de € sur V, alors g est solution sur U 


d’une équation : 
0g 0 
CE dE _ uv) 0 
u' Ov 


Si l’on peut résoudre cette dernière, on dispose alors d’une condition nécessaire 
sur les solutions de €. 


Remarques 
e Si de plus ® est bijective et D! est de classe C!, alors on vérifie au cas 
par cas que l’ensemble $ des solutions de € est : 


S — Igeb ?: gesS'}, 
où S’ est l’ensemble des solutions de €’. 


e On pose parfois le changement de variables sous la forme (u,v) = Y(x,y). 
On adaptera alors la méthode précédente. 


e On peut généraliser la méthode précédente afin de traiter des équations 
aux dérivées partielles du second ordre. 


Changements de variables usuels 
e Changement de variables linéaire 


Soit M — (° ï) € GLa(iR). Pour tout ouvert U de IR? l'application : 
P: V — U 
(u,v) + (au + bv,cu + dv) 


est une bijection de classe C! de l’ouvert V = = 1{U) sur U. L'expression 
de w-! s'obtient à l’aide de M. 


e Changement de variables en polaire 
L'application : 


Yi IR xX]-7,7 — IR\{(x,0)|x EIR-} 
(r,0) -— (rcos,rsin6) 


est une bijection de classe C!. 
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Précisons l'application réciproque. Soit (x,y) € IR? \ {(x,0) | x € IR-}; 
notons (p,0) l’unique élément de IR} x ]—T,x| tel que : 


Z=x+iy = pe. 
On a : 


| 0 . 
(@+p) +iy = Z+0= pe +1) = 2008 pet. 


Puisque $ e ]-7,3[,ona Arctan (tan(2)) = £ 


donc : 


0 0 
— = Arctan (tan :) — ÂArctan : : 
2 2 DD 


ce qui implique : 


0 = 2 Arctan | 


y 
x + V/22 + =) 
On constate alors que l’application réciproque : 


D: IR2\{(x,0)|x EIR_} — IR x]-x,rl| 
2 2 — TV — 
(x,y) (Vz + y2, 2 Arctan ) 


est également de classe C!. 


Remarque Lorsque l’on considère la restriction ® de Ÿ à IR x IR, il existe 
une expression plus simple de ®-! (cf. page 888). 


Exercice 13 À l’aide d’un changement de variables linéaire, déterminer les fonctions 


of of 


de classe C! sur IR? vérifiant La — nn 0, avec c € IR? (équation de transport). 
v 

Exercice 14 

1 Démontrer que "MR AIR AU est une bijection de 


(&,y) — (u- _ y) 


il 


classe Cl sur un ouvert U à préciser et que 7! est également de classe C!. 


Ô Ô 
2. En posant (u,v) = (x, y), résoudre — SE — — Disur IR =0IRS 
T y 


891 


Chapitre 15. Applications du calcul différentiel 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 
° Pour tout (x,y) € IR? : 
flæ,y) = 2 (1-2) +9. 
L'ensemble V = {(x,y) € IR? | 1—x— y > 0} est un ouvert (c’est l’image 
réciproque de IR? par l'application continue (x, y) > 1-x—7°), contenant (0, 0). 


Sur V,ona f(x,y) > 0. Par conséquent f admet minimum local en (0,0). 


e Puisque f(x,0) = x? — x° >, 7%: la fonction f n’est pas minorée sur IR? et 
T— +00 


donc elle n’admet pas de minimum global. 


Théorème 1 Supposons que f admette un extremum local en a. Pour fixer les idées, 
supposons qu'il s'agisse d'une maximum. Il existe donc un ouvert V de IR? contenant a 
tel que f,,,,, admette un maximum en a. Puisque U NV est un ouvert de IR? (c'est 


l'intersection de deux ouverts) et qu'il contient à, il existe 7 > 0 tel que Bo(a, n) € UNV 
et donc f(x) < f(a) pour tout x € Bo(a,n). 

Soit h € E \ {0}. L'application & : t + f(a +th) est définie sur l'intervalle ou- 
vert 1 — l- Tr rl et & admet un maximum en 0. Puisque f est de classe C!, 


l'application @ est dérivable en 0 et w’(0) = (Vf(a) | À). On sait que si une fonction 
réelle de la variable réelle définie sur un intervalle ouvert admet un maximum en un point 
où elle est dérivable, alors sa dérivée est nulle en ce point. Par conséquent : 


(Vf(a) |R)= (0) = 0. 
Cette dernière relation étant vérifiée pour tout h € IR? (c'est immédiat si h — 0), on en 
déduit que V f(a) = 0. 


Exercice 2 Puisque f(x,0) — +, la fonction f n’admet pas de maximum. 
T— +00 


La fonction f est de classe C! car polynomiale sur l’ouvert IR?. Les points critiques 
de f sont caractérisés par le système d’équations : 


of 2 

= — 2 — 
3x (x,y) = 2xy° + 2x 0 
of rs 
Où Ru = hi =Ù. 


Il s'ensuit que (1,0) est l’unique point critique de f. 
Étudions le point (1,0). On a, pour tout (x,y) € IR? : 


fa, y) — FL, 0) = 2?y? + 2? — 2x + 1 = 2°? + (x — 1)? > 0. 


Ainsi, la fonction f admet un minimum en (1,0). 
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Exercice 3 
e La fonction f est polynomiale sur l’ouvert IR?, donc de classe C! et l’on a : 


V(x,y) EIR? Vf(x,y) = (2x(2x° — 1), 2y(2y° +1)). 


Il est alors immédiat que les points critiques de f sont (0,0) et È 7: 0) ; 
e Une rapide étude des fonctions : 


fixe f(x, 0)=a a et  faiyr f(0,y) = y" +y° 


donne les tableaux de variations suivants : 


e  Étudions les points critiques. 

* _ D’après l’étude précédente, la fonction x + f(x,0) = f1(x) prend des valeurs 
strictement négatives pour tout x € [-1,0[U]0,1[, et donc f prend des va- 
leurs strictement négatives dans toute boule centrée en (0,0). De même, en 
considérant la fonction y ++ f(0,y) = fa(y), la fonction f prend dans toute 
boule centrée en (0,0) des valeurs strictement positives. La fonction n’admet 
pas d’extremum local en (0,0) 

x Les tableaux de variations de f1 et f2 donnent, pour tout (x,y) € IR?, que : 


f(æ,y) > f1(1/V2) + f2(0) = —1/4. 
Ainsi la fonction f admet un minimum global en (1/2, 0). 
Il en est de même pour le point (—1/42,0). 


Exercice 4 
1. On obtient facilement la figure ci-dessous. 


f(x; y) < 0 
f(æ,y) > 0 
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2. e Soit u = (a,b) E IR° \ {(0,0)}. Pour tout {€ IR, on a : 
f(tu) = #2(b — ta?)(b — 3ta?). 
* Si b= O0, alors pour tout t E IR, on a : 
f{tu) = 3t*a* > 0 = f(0,0). 
Il s’ensuit l’application t+ f(tu) à un minimum local en 0. 
* Si b 0, alors au voisinage de 0, on à f(tu) “ t?b?. Puisque la fonc- 


tion {+ t2b? est à valeurs positives sur IR, l'application t + f(tu) est à 
valeurs positives au voisinage de 0. Cette dernière fonction admet donc un 
minimum local en 0. 

e Pour tout x € IR*, on a : 


f(r,227)=-x" <0 et f(0,x)=x >0 


Ainsi, dans tout voisinage de 0, il existe un point (x,y) tel que f(x, y) < 0 et 
un point (x’,y') tel que f(x’,y') > 0. Par conséquent, la fonction f n’admet 
pas d’extremum local en (0,0). 


Exercice 5 


e La fonction f est continue car polynomiale et sa restriction 1 
o 1 
à À est de classe C!. 
e L'ensemble À est un fermé borné de IR?. Il est en effet 
fermé, car c’est l’intersection de trois demi-plans fermés. À 
De plus, pour tout (x,y) € A,ona: 
DÉ<iI=Y< 1 O 1 + 


et de même pour y. Par suite, À C [0,1]? est borné. 


O 
e Ilest clair que À = {(x, y) EIR|x>0,y>0etr+y< Le Par ailleurs, pour 
tout (x,y)Ee A,ona f(x,y) > 0. 
Sur tout point de la frontière, on a f(x,y) = 0 et donc tous les points de la frontière 


sont des point où f atteint son minimum. Puisque f est à valeurs strictement positives 
sur l’intérieur de À, nous avons déterminé tous les minima de f. 


e Par continuité et le caractère fermé borné de À, la fonction f admet des maxima et 
puisque que f n’est pas la fonction nulle, ces maxima sont atteints en des points de 


l’intérieur de À. Puisque f est de classe C! sur l’intérieur, les maxima sont atteints 
en des points critiques. 


O 
e Pour tout (x,y) E A on a: 
Vf(æ,y) = (y(1- 2x — y), x(1— x — 2y)). 
Par conséquent, (x,y) est un point critique si, et seulement si, 


2x +y=1l 
x +2y= ll; 


ie. æ = y = 1/3. Par suite, la fonction f à un seul point critique. Ainsi (1/3,1/3) 
est l’unique point où f atteint son maximum. 
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Exercice 6 


1. 


Il est clair que f est définie sur IR?. 
Pour tout (x,y) € IR?, on a 2ry < x? + y? et : 


(x + y) = 2° + y + 2ry < 2(x° + y”). 
On en déduit, toujours pour (x,y) € IR? : 
e27°+2y° e2(°+y°) 


AS ETC TL ECTS) 


= p(Il(æ,y)ll), 


où y(t) = a pour t € IR}. Puisque w(t) 32, +» par croissances COMpa- 
—+ +00 

rées, il vient que lim  f(x,y) = +oo. 

I(x,y)1 +00 
Par définition de la limite, il existe un réel r > 0 tel que f(m) > f(0) pour tout m 
vérifiant ml > r. Fixons un tel r. 
La boule B — Br(0,r) est une partie fermée bornée de IR?. Par conséquent, 
puisque la fonction f est continue, la restriction de f à B admet un minimum y 
atteint en un point mo. Du fait que 0 € B, on déduit u < f(0). 
Soit m € IR°. Si m € B, par définition de w, on a f(m) > u. Sim é B, 
alors |m| > r,et donc f(m) > f(0,0) > u. Dans tous les cas : 


f(m) zu = f(mo), 
ce qui prouve que f admet un minimum. 


La première question prouve lim f(&,y) = +oo, ce qui implique que f n’a 
I(x,y)1] +00 


pas de maximum. 

D’après la question précédente, il existe un minimum; déterminons-le. La fonc- 
tion f est de classe C! en tant que quotient de fonctions polynomiales, donc de 
classe C!, sur l’ouvert IR?. 

Pour tout (x,y) € IR?, on a : 


Ô 
LL (æ,y) = 


4x (1 + (x + y)?) — 2(x + y) 2? +?) 
(1+(x+ y)2)° 
CER _ 4y(1 (x y)) 2(x + y) e2(x?+4?) 
dy (1+ (x + y)2)° 


Si (x,y) € IR? est un point critique, alors : 
4c(1 + (x + y)7) — 2x + y) = 4y(1 + (x + y)°) — 2(x + y) = 0, 
ce qui implique x = y, car 1 + (x + y)? Z 0, ce qui à son tour implique : 


Ax(1+ (x + y)7) —2(x + y) = 4x(1 + 4x?) — 4x = 16%° = 0. 


Par suite, (0,0) est l’unique point critique. Sachant que la fonction f admet 
un minimum et qu’elle est définie sur un ouvert, celui-ci est atteint en un point 
critique. On en conclut que f admet un minimum et qu’il est atteint uniquement 
en (0,0). 
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Exercice 7 Soit h un vecteur de norme 1. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : 

df(a):h=(V}(a) | h) <1Vf(a)|: (1) 

De plus, on à l'égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz (1) si, et seulement si, À 

est IR -colinéaire à Vf(a). Puisque h est normé, l'égalité est réalisée uniquement 
VI(a). 
IV f(a)| 


lorsque À — 


Remarque 
Ainsi Vf(m) donne la direction dans laquelle f 
croît le plus vite au voisinage de m. 


Considérons une surface S d’équation z = f(x, y). 
On peut de manière informelle interpréter le résultat 
de cet exercice de la manière suivante : parmi toutes 
les droites tangentes à S en (xo, Yo, zo) € S, il en 
existe une unique de « pente » maximale. Celle-ci 
est la tangente en 0 à l’arc paramétré par : 


vite (ro + ta, yo + tb, f (ro + ta, yo + tb)), Vf(m) 


où m= (xo,yo), et Vf(m) = (a,b). 

Voici une façon ludique de résumer cela : en haut d’une pente de ski, pour dévaler la 
pente il vaut mieux positionner ses skis dans le sens opposé du gradient, du moins si 
l’on veut aller vite. 


Exercice 8 La fonction f : (x,y) ++ 2px — y?, définie sur IR?, est de classe C! et, 
pour (x,y) € IR?, on a : 
VI (y) = 2(p, —y). 
Par suite, la parabole P d’équation f(x, y) = 0 est une courbe régulière et, en tout 
point mo = (x0, Yo) € P, une équation de la tangente à P est : 
px — to) — Yyo(y — yo) = 0. 
Compte tenu de la relation yé = 2pxo, on a l'équation : 


YYyo = P(x + To). 


Exercice 9 Soit (x,y) € IR°. 


e Supposons y # 0. Le point (x,y) appartient à une tangente à l’ellipse si, et 
seulement s’il existe (xo,%o) € € tel que : 
TTO VY0 
NS | * 
a? b2 . (x) 
(cf. l'exemple 3 de la page 880) c’est-à-dire si, et seulement s’il existe 0 € IR tel 


que (xo. _ (1 — se) soit un point de ellipse, %.e. : 
2 2 
ee) = À (xx) 
y a 


Réciproquement, si cette équation d’inconnue xQ à une solution réelle, (x,y) est 
sur la tangente à € en (x0, Yo), où yo est donné par (x). 
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On peut réécrire (xx) sous la forme : 
1 Pa, br b? 

2 (1+55) SR 
soit encore : 

(ay? + b?x?) xè — 2a°b°x ro + a*(b? — y?) = 0. 
Ainsi, (xx) a une solution réelle si, et seulement si, : 

A = 4(a*b%x° — a*(b°? — y°)(a°y° + b?x°)) > 0. 
Le calcul donne : 

À = 4ay? (a°y° pb — a”b°). 
De y Z 0, on en conclut que la condition nécessaire et suffisante recherchée est : 
æ\2 2 
ay? Eat he > 0 c’est-à-dire (=) + (2) > 1: 
a 

Si y = 0 et x £ 0, on trouve encore par symétrie que la condition nécessaire et 

2 2 
suffisante est (£)°+ (4) >1. 
Puisqu’une équation d’une tangente est #22 + #2 — 1, aucune tangente ne passe 
par (0,0). En conclusion, les points de IR? par lesquelles il passe une tangente 
à € sont exactement ceux qui vérifient cs + (2)° > 1 (il s’agit des points à 
l'extérieur de l’ellipse). 


Exercice 10 


4. 


On munit IR? et IRŸ des normes || |. Soit m = (x,y,z) € V. Montrons qu'il 
existe une boule ouverte centrée en m incluse dans U. 
Puisque (x,y) € V et que V est un ouvert de IR°?, il existe r > O0 tel que 


pour tout (u,v) € IR° vérifiant ||(x,y) — (u,v)|. < r,on ait (u,v) € V. Par 
conséquent, pour tout (u,v,w) € IR* vérifiant I (æ, y, 2) _— (u,v,w)| < Ts On 
a IL (x, y) _ (u,v)|. < r et donc (u,v) € V, ce qui implique que (u, v,w) EU. 
Par suite, L'ensemble U est un ouvert de IR*. 


À Pour tout (x,y,z) EU,ona: 


Ô Ô 
Vheue)= (e SEC) 0) 


— >Y Pour mo(to, Yo, Zo) € C, on a g(xo, yo) = 0 et donc, du 
fait que la courbe d’équation g(x,y) = 0 est régulière, 


0 Ë] 
(S£(xo, yo), (0, ÿo)) À (0,0). 
Il s'ensuit que mo est régulier. 


Exercice 11 Une équation du plan tangent en mo est : 


o) o) 
ET (x0, Yo)(x — zo) + (to, Yo)(y — Yo) = 0. 
Ox Oy 


En particulier, ce plan contient la droite passant par mo et dirigée par (0,0,1). 


En identifiant IR? et te y,0); (æx,y) € IR°}, il vient que le plan tangent contient 
également la tangente à la courbe d’équation g(x,y) = 0 en (xo, yo). 
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Exercice 12 


0? 
e Soit f € C?(IR°,IR) vérifiant ur =: 
à 
Puisque hi = Le of , l'exemple de la page 886 montre qu’il existe une 
OxOy Ox \ 0y 


fonction @ : IR — IR de classe C! telle que : 
Of 


Soit x € IR. Puisque la dérivée sur l'intervalle IR de la fonction y+ f(x, y) est w, 
il existe une constante Y(x) telle que : 


VyElR f(x,y) = E(y) + Y(x), 
où ® est une primitive de w. En particulier, ® est une fonction de classe C?. 
Puisque f est de classe C?, l'application Y : x + f(x, 0) — (0) est de classe C?. 


e  Réciproquement, si (D,Y) € C?(IR,IR)?, il est alors facile de vérifier que la 
2 


Ô 
fonction f : (x,y) - Y(x) + (y) vérifie la relation 5 J = 0 
TOY 


Ainsi l’ensemble des solutions du problème est : 
S = {(x,y) + V(x) + (y); (B,Y) € C(IR,IR)*}. 


Exercice 13 Soit f € C!(IR?,IR) ; posons un changement de variables : 
(x,t) = (au + Bv, yu + ôv) et IE t) = qu, vu), 
avec aô — By Z 0. Le changement de variables est de classe C!. 
On a, pour tout (u,v) € IR?, d’après la règle de la chaîne : 
0g Of Ox Of Ôt Of Of 
Où Or Ou du 0x VO 
En prenant a = c, y = 1 et, par exemple, 8 = —1 et d = c, on a alors : 
ai —By=c+120 
et le changement de variables est donc bijectif. Il s'ensuit que f est une solution du 


Ô 
problème si, et seulement si, g est une solution de mn — 0. D’après l’exemple de la 
u 


page 886, la fonction f de classe C1 est une solution du problème si, et seulement s’il 
existe une fonction 4 € C{(IR,IR) telle que : 
V(u,v) IR? g(u,v) = p(v). 
Puisque le changement de variables est bijectif et : 
Cx +t —x 
V(x,y) EIR? u = et = —., 
(x, y) U= ee 
toute solution du problème est nécessairement de la forme (x,y) + D(x — ct), où D 


est de classe Cl. Réciproquement, il est aisé de vérifier que toute fonction de cette 
forme est solution. En conclusion l’ensemble des solutions du problème est : 


S={(x,t)r G(x-ct); be C'(IR,IR)}. 
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Exercice 14 
1. L'application @: IR XIR — U est de classe C!, car les applica- 


5) 
d 
(æ, y) EH? Ce = DE y) 
tions composantes sont polynomiales sur l’ouvert V — IR. x IR. 
Soit (u,v) € IR°. Cherchons à résoudre dans V l'équation : 
u = y—2?/2 
Hu 
Ce système est équivalent à : 
x? —2(v —u) 
Her 
Ce dernier système n’a de solutions que si v > u, et cette solution est alors unique 
dans IR? x IR. 
Par conséquent, @ définit une bijection de V sur U = {(u,v) E IR? | v > u}, qui 
est un ouvert et : 
| : UÙU —= V 


(u,v) + (VA 0,0). 


est de classe C!, car l’application (u,v) > 2(v — u) 
est polynomiale, donc de classe CT sur l’ouvert U, à valeurs dans IR , et l’appli- 
cation x + x est de classe C1 sur IR*. 


Par suite, l’application 1 


2. Soit f : V — IR une fonction de classe Cl; posons (u,v) — (x,y) 


1 


et f(x,y) = g(u,v). D’après la première question, g = fo! est de classe C!. 


D'après la règle de la chaîne, on a sur V : 
Of 0g Of Ogg  Og 
3x = T7 Su et Sy = Du + dv 
Par suite : 


Puisque pour tout (x,y) € V on a x Æ 0, la fonction f est solution du problème 
si, et seulement si, g est une solution de = = 0, c’est-à-dire en reprenant le 
raisonnement de l’exemple de la page 886, si, et seulement s’il existe ® € C!(IR, IR) 
tel que : 
V(u,v)eU  g(u,v) = Œ(u). 

En effet, pour u € IR fixé, l’ensemble {v ElR|(u,v) € U} est l'intervalle [u, + 
sur lequel la fonction vu + g(u,v) est à dérivée nulle, donc constante. Ainsi, 
si f est solution de problème, il existe une fonction ® de classe C! sur IR tel 
que f(x,y) = ®(y — x?/2) pour tout (x,y) € IR* x IR. Réciproquement, toute 
fonction de cette forme est une solution du problème. En conclusion, l’ensemble 
des solutions du problème est : 


S = {(x,y) — E(y —x°/2) | & € C'(IR,IR)}. 
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S’entraïîner et approfondir 


15.1 Déterminer les extrema des fonctions définies sur IR? par : 
1. f(e,y) =-2(x y) +2 +yf; 
2. gx, y) = (2x? + 3y°) exp(—(x° + y°)). 


15.2 Déterminer les extrema globaux et locaux de l’application : 


f : IR — IR 
(x,y,2) + 22 + +22 — 2ryz. 


15.3 Le plan IR? est muni de sa structure euclidienne canonique. 
1. Donner l’aire À du triangle A(1,0), B(cos6:,sin0:) et C(cos 02, sin 6). 
On se restreindra au cas où 0 < 01 < 02 < 27. 
2. Déterminer les triangles d’aire maximale inscrits dans un cercle de rayon 1. 
15.4 1. Démontrer que (a,b,c) € IRŸ sont les côtés d’un triangle si, et seulement si : 
a <b+c, b£<a+c, c<a+b. 


2. Démontrer que l’aire d’un triangle ABC de côtés a, b et c est 
A= Vp(p—a)(p—b)(p — c), 
a+b+c 


où p — NN = est le demi-périmètre (formule de Héron). 


3. Déterminer les triangles d’aire maximale parmi ceux de périmètre 1. 
P P 


15.5 On munit IR" du produit scalaire canonique. 


Soit f : IR — IR une fonction de classe C! telle que lim | 
Ix1+00 


1. Soit v € E. Démontrer que g:æxr f(x) —-(x|v) admet un minimum. 
2. En déduire que l'application V f : IR” — IR" est surjective. 


C9 


X 15.6 Soit À — ( > 


3 7 ) € Ma(iR) et U € IR?. On pose : 


f: IR — IR 
À + AANXLIUX. 


Justifier que la fonction f est de classe C!. 
Vérifier que XAX > 0 pour tout X € IR? non nul. 


Démontrer que Vf(X) = 2(AX +U). 
Déterminer les extrema de f. 


D ET EL TE 


900 


Exercices 


x 15.7 Soit n € IN*. Pour À > 0, on pose A; = Cr ) € IR£" | F4 = }} et : 
i=1 


1. 


2 


fx: À) — IR 


nm 
(t1,...,Tn) + Yrilnr. 
i=1 


Déterminer mx = inf f(x) et M, = sup f(x). 
zE A TEA 


Indications. On se ramènera au cas À = 1 et pourra utiliser sans démonstration 
l'inégalité In(1 +t) <t valable pour tout t > —1. 


Les valeurs mx et M} sont-elles atteintes ? 


15.8 Soit f : IR? — IR une fonction de classe Cl et S = {x € IR? | |xÎl2 = 1} la sphère 
unité de IR? , avec p > 2. 


1. 
2: 


Montrer que f,, atteint son maximum en un point mo. 


Montrer qu’il existe un réel À tel que Vf(mo) = Am. 


N N . LL. = 
On se ramènera à une fonction définie sur un ouvert de IR. 


xx 15.9 Soit U un ouvert non vide de IR°, ainsi que f : U — IR et g : U —+ IR deux fonctions 
de classe C. 


On suppose que l’ensemble S d’équation f(x,y,z) = 0 est une surface régulière non 
vide. 


d 


Montrer que si g, admet un extremum en mo € S, alors il existe À € IR tel 
que Vg(mo) = AV f(mo). 
On utilisera le théorème 6 de la page 881 et les remarques qui suivent. 


Application. Soit (a,b,c) € IR*°, avec a < b < c. Déterminer les extréma glo- 


baux de la fonction (x,y,2) > ax + by? + cz restreinte à la sphère d’équa- 
tion x? +y?+22=1. 
Application. Soit S — (02) — IR: [T+y+z= ne Déterminer les extrema 


globaux de l'application (x,y,z) + À + n + À restreinte à S. 


15.10 Soit (£) l’ellipse d'équation (£)° + (4)° = 1. 


Le 


Démontrer que ux+vy+w = 0, avec (u,v) £ (0,0) est l'équation d’une tangente 
à (€) si, et seulement si, u?a? + bu? — w?. 

Déterminer les points par lesquels il passe deux tangentes à (£), orthogonales 
entres elles. 
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Chapitre 15. Applications du calcul différentiel 


Soit 4 l’ensemble d’équation cartésienne f(x, y) = 0, où : 


feu) = 2(e° + y?) — (2° — y?). 

1. Soit t E IR. Déterminer l’intersection de Æ avec la droite d’équation y = tx. 

2. Déduire de la question précédente que Æ# est le support d’un arc de classe C! et 
tracer #. 

3. Soit mo un point régulier de Æ. Démontrer que u = (a,b) € IR? \ {(0,0)} est un 
vecteur directeur de la tangente à Æ en mo si, et seulement si, O0 est une racine 
multiple du polynôme défini par P(t) = f(mo + tu). 

4. En déduire que toutes les tangentes à 4, sauf une, recoupent # en un unique 
point. 


Soit f : U — IR une fonction de classe C1 et Æ l’ensemble d’équation carté- 
sienne f(x, y) = 0. On suppose (0,0) EU. 
0 
Montrer que si f(0,0) = 0 et 21 (0,0) Z 0, alors il existe un couple (a, 5) € IR* ? et 
y 
une fonction @ : |—a, a] — ]-B, B[ tels que V = ]-a, al x ]-—£B, BI soit inclus dans U 


et VAN soit le graphe de &, c’est-à-dire : 
Véy)ev (f(x y) =0 = y=v(x)). 


Indication. Commencer par montrer qu'il existe B > 0 tel que pour tout x € |-B, 8, 
la fonction y+ f(x,y) soit strictement croissante sur |—B, |. 


] L’illustration ci-contre semble indiquer que l’in- 
tersection de la surface # d’équation : 


2 2 2 
+8" -@'- 
a b C 
avec l’un quelconque de ses plans tangents est la 


au réunion de deux droites distinctes. On cherche à 
démontrer ce résultat dans un cas particulier. 


Soit mo = (to, Yo, zo) € H et T le plan tangent à # en mo. 


1. Soit m=—{(x,y,2) EIR* et u = m—mo = (x’,y',2'). Démontrer que me HAT 
si, et seulement si, u vérifie : 


ASTIA AA 
(E) a b C 
D yoy' 20%’ _f 


a? b2 c2 


2. On suppose +0 = 0. Démontrer que l’ensemble des solutions de (£) est l’union de 
deux droites vectorielles distinctes. 
3. Conclure dans le cas où x9 = 0. 
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15.14 Soit H la surface d’équation z = xy et mo = (to, Yo, Zo) € H. On note 7 le plan 


x 15.15 


x 15.16 


15.17 


x 15.18 


tangent à H en Mo. 


1. Démontrer que # est une surface régulière et donner une équation du plan 7. 
2. Démontrer que HNT est l’union de deux droites distinctes. 
Indication. On démontrera que m € HAT si, et seulement si, m—mo appartient 
à l’union de deux droites vectorielles. 


On pose pour tout (x,y,z) € IR° : 
x Ÿ £# 
FRA ele de là 
y Z ZT 


On note # la « surface » d’équation f(x,y,2) = 0. 
1. Déterminer un plan vectoriel P inclus dans #. 


2. Déterminer les points réguliers de Æ. Donner alors, pour tout point régu- 
lier mo € À, une équation du plan tangent en mo. 
Préciser ce plan lorsque de plus mo € P. 


3. Démontrer que # est l’union d’un plan vectoriel et d’une droite vectorielle de IR. 


Soit p > 0 et P la parabole de IR? d’équation y? = 2px. On définit une suite (Mn)nen 
de points de P par mo € IR? \ {(0, 0)} et M1 est l’autre point d’intersection de la 


normale à P en M, avec P. On note y, l’ordonnée de M,. 


1 
Etudier la nature de la série de terme général ———. 
m(1 + |ynl) 


Soit R > r > 0 deux réels. 
1. Démontrer que l’équation 


fus) = (x? | y? La? r?y? AR? (x? + y?) = 0 


définit une surface régulière 7. On l’appelle tore. 
2. Préciser les intersections avec les plans d'équations z = 0 et y = 0. 


Le but de cet exercice est de donner un exemple de fonction f telle que SL = 0 et 


telle que f ne dépende pas uniquement de x, autrement dit telle qu’il n’existe pas de 
fonction h à une seule variable sur un intervalle de IR vérifiant f(x,y) = h(x), pour 
tout (x,y) EU. 

Soit U = IR? \ 10): mEIR- 

1. Justifier que U est un ouvert de IR?. 

2. Résoudre sur U l’équation SL = (. 
3. Conclure. 
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xx 15.19 Soit D = [0,1] xX IR} et f E C(D,IR) une solution du problème : 


Of _ 0?f 


PE He 


ét HDt)= EE = 
c’est-à-dire qu’elle est de classe C? sur De 10, 1[ x IR? et : 


Cr?) 
V(x,t) e D LL (x,9 = — (x, t) et WelRz f(06= ft, =0û. 
x 
1. On suppose dans cette question que f(x,0) = 0 pour tout x € [0,1]. 


(a) Soit e > 0 et T > 0. On pose fe : (x,t) + f(x,t)+ex?. Démontrer que la res- 
triction de fe à Kr = [0,1]x[0, T] n’atteint pas son maximum sur ]0,1[x]0,T]. 
Indication. Justifier que si g € C?(I,1R), où 1 un intervalle ouvert, atteint son 
maximum en %0, alors g”(xo) < 0. 

(b) Démontrer que f < 0, puis f — 0. 

2. On suppose qu'il existe (a1,...,an) € IR” tel que : 


Vxe{0,1] f(x,0) =  . sin(kTæ). 
k=1 


À l’aide de l'exercice 10 de la page 827, déterminer f. 


x 15.20 Soit l'équation aux dérivées partielles : 


Of O f : à 
Fo 0 Re. (Æ) 


Déterminer successivement les fonctions de classe CT vérifiant (E) définies sur les 
ouverts suivants : 


(8) U =IR?\ {{x,0) | x <0} 
(b) V =IR*\{(0,0)} 
(c) W = IR?. 


15.21 Soit (a, b,c) € IR? tel que b? —4ac > 0, et a Z 0. Trouver les fonctions f de classe C? 
sur IR? telles que : 


“ei me + el =0 (E) 


par un changement de variables linéaire. 
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x 15.22 On pose U — IR: On convient qu’une fonction f : U —+ IR? est de casse C° si ses 
deux applications composantes sont de lasse C*. 
1. Démontrer que 4 : U —> IR? est de classe C? et qu'elle est une 
(&,y) + (2,5) 
bijection de U sur U. 


Montrer de plus que w! 


est de classe C?. 
2. En posant le changement de variable (u,v) — (xy, _e déterminer les fonctions f 


de classe C? définies sur U telles que : 


AO _ af 
OL? 0y 


xk 15.23 Soit uo € C'(IR,IR). On cherche les fonctions u € C'(IRŸ,IR) telles que, pour 
tout (x,t) € IR?, on ait : 


Ou Ou 
mtG+I(E+1)2=0 et u(x,0) = uo(x) (+) 


1. Si u est une solution de (x), déterminer une fonction X € C!{IR,IR) telle 
que tr u(X(t),t) soit constante. 


2. Donner les solutions de (+). 
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Solution des exercices 


; se £ 2 
15.1 Dans cet exercice, la norme est la norme euclidienne canonique de IR 


1. La fonction f est polynomiale sur l’ouvert IR?, donc elle est de classe C!. Le 
point (x,y) est un point critique si, et seulement si : 


Il s'ensuit que si (x,y) est un point critique, alors x 


SE(a, y) = A(xÿ —x+y) = 0 
SL (æ, y) = Au + x — y) = 0. 


= 1 dont = =ÿ 


et æ(x? — 2) — 0. Ainsi (0,0), (Y2,—4V2) et (—V2, V2) sont les seuls points 
critiques de f. 
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e Pourtout xelR,ona f(x,x) = 2r* et f(x,0) = x°{x? — 2). 


Puisque f(x,x) > 0 pour tout x € IR* et que l’on a, pour tout x € ]-V2, V2|, 
l'inégalité f(x,0) < 0, on en déduit que dans toute boule centré en (0,0) il 
existe des points où f prend des valeurs strictement positives et strictement 
négatives, ce qui implique que f n’admet pas d’extremum en (0,0). 

Puisque pour tout (x,y) € IR? on a f(x,y) = f(y,x), les deux autres points 
critiques seront de même nature. 

On sait que pour tout (ab) € IR?, on a 2|ab| < a? + b?. Il s'ensuit que pour 
tout (x,y) € IR? on a : 


(x — y) = 2° +y° — 2ry < 2(x° + y?) 


(x? Ne y?)? —_ x ns y = 2x? y? < 2(x* Fe y*) 
On en déduit que : 


IG, #)|[ 


2 
; | 


V(x, y) € IR? F(x, y) 2 . A] (x, y) 


— 
I(x;y)1+00 
Par conséquent, il existe À > 0 tel que : 

V(z, y) ER [y] >R= f(@& y) > 1. 
Par suite : 


nn | LVEN imf__ f(æ,y) < f(0,0) = 0. 
1er y) a y) < (0,0) 


On en déduit l'égalité : 


inf ,Ÿ) = inf ,Ÿ). * 
nf f(x, y)  . (x, y) (+) 


La boule fermée B = Br((0,0),R) étant un fermé borné de IR? , la restric- 
tion de f à B atteint son minimum et ce minimum est le minimum sur IR? 
d’après (+). La fonction f étant de classe CT sur un ouvert, ce minimum est 
atteint sur un point critique. Par suite, la fonction f atteint son minimum (qui 


vaut —8) en (Y2,—V2) et (—V2, V2). 


Solution des exercices 


2. Par croissances comparées, la fonction g tend vers 0 à l'infini (4e. lorsque la 
norme de (x,y) tend vers l'infini) car : 


V(x,y) EIR* O0 < g(x,y) < 3|(æ,w)|F ep(-|( #11) 


Elle admet donc un maximum global. 
En effet, il existe r > 0 tel que pour tout (x,y) € IR? vérifiant ||(x,y)—(1,1)| >r 
on ait g(x,y) < f(1,1)/2. Il s'ensuit que g est bornée et que : 


sup g{x,y) = sup g(x, y). 
(æ,y)EIR? (x,y)EBr((1,1),r) 


Puisque B r((, 1 r) est fermée, bornée en dimension finie et que la fonction g 
est continue, la restriction de g à B F((, Et): r) atteint son maximum, qui est donc 
un maximum global pour g. 

Ce maximum est atteint en un point critique, puisque la fonction est de classe C!. 
Les dérivées partielles de g sont : 


Ô 
Se (eu) = 27e (FH (2 + 27? + 8ÿ7) 
Ô 
De (su) = —2ye” (400) (28 + 27? + 8). 


Les points critiques de g s’en déduisent aisément, et sont : 


(0,0), (0,1), (0, —1), (1,0), (—1,0). 


e La fonction g admet un minimum en (0,0) car g(0,0) — 0 et g est à valeurs 
positives. 


e Aux points (1,0) et (—1,0), g prend la valeur 2e” 


et aux points (0,1) 
et (0,—1) g prend la valeur 3e !. Il s’ensuit que g n’admet pas de maximum 
en (1,0) et (—1,0), car 2/e < 3/e. Sachant qu’il existe un maximum, qu’il est 
atteint en un point critique, il est nécessairement atteint en (0,1) et (0, —1) 
(la fonction g prend la même valeur en ces deux points). 


15.2 + + Pour tout x ElR,ona f(x,0,0)=x? —+ +. Par conséquent, f n’a pas 


T— +00 
de maximum global. 


* Pour tout x EIR,ona f(x,x,x) = 3x? — 27° nn 0 Par conséquent, f 
T— +00 


n’a pas de minimum global. 
e La fonction polynomiale f est de classe C! sur l’ouvert IR°. Ses points critiques 
sont caractérisés par : 
D=vé V=tr É=T (+) 


2 et donc xæyz = 0 ou 1. 


En particulier, en multipliant ces égalités, xyz = (xyz) 
* Si xyz = 0, alors l’un des termes est nul.Par exemple si x = 0, alors y = z = 0. 
Il s'ensuit que (0,0,0) est l’unique point critique vérifiant æyz = 0. 


* si æyz = 1, alors aucun terme n’est nul et (+) se récrit : 


1 
T=— Y—=—- 2= 
DA 
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On en déduit que x = +1, y = +1 et z = +1. Le produit æyz étant positif, 
les points critiques sont : 
(1,1,1) (1,—-1,—1) (—-1,1,-1) (-1,-1,1) 
* Étudions le point (0,0,0). Si |2| 1, alors, pour tout (x,y) € IR? : 
f(x, y, 2) — f(0, 0,0) = x? + y? + 2? — 2ryz 


> a + y +27 —2lx||yi|z| 


2 2° + y +27 —2x||yl 


= (|x| - ll)” + 22 à 0: 
La fonction f atteint donc un minimum local en (0,0,0). 
* Étudions le point (1,1,1). Pour tout (h,k,£) € IR* : 
JA+RI1L+E 140 FLA1,1))=h7 467402 0hkl0(hk + EC Eh) 
Pour tout k% 0 : 


fA + kh,1,1)— f(,1,1) = A2 > 0, 
par suite f n’admet pas de maximum local en (1,1,1). Pour tout À > 0 : 
ft th 1Eh)= FL 1 1=-8h" 92h € 0, 
et donc f n’admet pas de minimum local en (1,1,1). Ainsi, f n’admet pas 
d’extremum local en (1,1,1). 


* Puisque pour tout (x,y,z2) € IR? : 
FEU 2) = 1 (8 —Y; —2) 
la fonction f n’atteint pas d’extremum local en (1, —1,—1) (sinon il en attein- 
drait un en (1,1,1)). Il en est de même des points (—1,1,—1) et (—1,—1,1). 
En conclusion, f admet un unique extremum local, atteint uniquement en (0,0,0). 


Idet(AB, AC)| 


15.3 1. L'interprétation du déterminant en termes d’aire donne À — 


2 
— ] — ] 
De plus : det(AB, AC) = 2 Ft 
sin O; sin 0 
—2 sin? & —2sin? & 
= 0 0 
2sin & cos 4 2 sin 2 cos 
0 02 | —sinZ —sin 2 
— Asin + sin 2 ee ê us ê 
2 2 COS +- COS + 
4si 0 sin d2 sin Le 
= 4sin — sin — - 
2 2 2 
Puisque 0 < 01 < 02 < 2r, les réels 2, — et —— sont dans [0,7], il s'ensuit 
que det(AB, AC) > 0 et donc que : 
02 . 02-01 


0 
A = 2sin = sin = sin - 
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Solution des exercices 


Considérons un triangle ABC inscrit dans le cercle unité 
de IR?. Après rotation et symétrie, on peut supposer que : 


A(1,0), B(cos61,sin0:) et C(cos 62, sin 6), 


avec 0 < 01 < 02 < 27, car cela ne change pas l’aire. 
Le problème revient à chercher les maxima de la fonction f 
définie sur : 


A = {(61,602) € IR? | 0 < &1 < 02 < 2x} 


. 01. 0. 0 —0 
par f(601,02) = sin n sin ni sin — 


O 
Par les théorèmes généraux f est continue sur A et de classe C! sur A. 
À CE 


Le domaine À est un fermé borné de IR?. En effet, l’en- : 
ed 


semble est fermé comme intersection de demi-plans fermés. 
Il est de plus clairement borné, et donc par dimension finie, A 
la fonction continue f est bornée et atteint ses bornes. Il 
est facile de vérifier que : 


A = {(61,02) € IR? | 0 < 81 < 02 < 2}. O 27 fi 


La fonction f est à valeurs positives et nulle sur la frontière de À. Puisque f est 
non nulle, le maximum, qui existe, est atteint dans l’intérieur de À et donc en un 
point critique. 


Soit 0 < 01 < 02 < 27. Le calcul donne, : 


Of _ 1. f602\. [0 

30, (1 02) — 2 sin (2) sin (2 ni a) 
Of LL. fo. O1 
30, (01° 02) — D (5) sin C — =) : 


Sur l’intérieur de À on à 0 < 2 < 7 et donc sin 4 ZÆ 0. De même sin 2 = 0. 
Par conséquent, si (01,02) est un point critique, alors : 


Q 
O1 = ni (mod 7) et 02 = _ (mod x), 


soit encore : 
20; _ CE = 0 (mod 27) 
Ô: — 205 = 0 (mod 27) 


ce qui implique 01 = 03 = 0 (mod 2). Compte tenu de 0 < 01 < 03 < 27, la fonc- 


tion f admet un unique point critique (2, 22). Puisqu’il est unique, d’après la 
discussion menée plus haut, la fonction f admet son maximum en ce point. Les tri- 


angles d’aire maximale inscrits dans un cercle sont donc les triangles équilatéraux. 
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15.4 Le plans IR? est muni de structure euclidienne canonique. 
1. e Soit ABC un triangle de côtés a, b et c. L’inégalité triangulaire donne : 


—+ > 
a = ||B| = |BÀ + AË] < |BAI + [AG] = +0. 


Par symétrie, on obtient les deux autres inégalités. 
e Soit a, b et c trois réels positifs vérifiant les trois inégalités. 
Posons À — (0,0), B(c,0) et C; = (bcost,bsint). Il s’agit de démontrer qu'il 


existe # € IR tel que || BC||? = a?. Le calcul donne : 
o(t) = BCP = (ce — bcost}? + b? sin? t = €? + b? — 2ccost 


On a (IR) = [(b — c)?,(b + c)?]. Puisque a < b+c, on a a? < (b+c}?. 
Puisque b<a+cetc<a+b,onab-c<aetc—-b< 
Par conséquent [b — c| < a et (b— c)? < a°. 
Par suite, il existe { tel que f(t) = a?. Ainsi il existe un triangle de côtés a, b 
et c. 
2. L’aire du triangle ABC et À = Sbcsin À. Par ailleurs, la formule d’AI-Kashi 
donne : 
a? = b? + €? — 2bccos À. 
On en déduit que : 


EL à _(t4é-0t)) 
(2bc — b° — + a”) (2bc + b° + = a) 


(a? — (b— c)?) ((b+ c)? — a?) 


RS 
Fe) 
Q 
© 

Se 

RS 
Fe) 
S* 
Q 

Der 

TS 
Fe) 
© 
Q 

Des 

RS 
Fe) 
© 
Q 

SZ 


. Sir Blr Ir 


(2p — 2b)(2p — 2c)(2p — 2a)(2p) 


Le résultat annoncé s’ensuit. 
3. Posons : 


D = {{(x,y,2) EIR |z+y+tz=1, r<y+z, y<r+z, 2<x+y 
+ 


On veut maximiser l’aire des triangles de côtés x, y et 2, pour (x,y,z) € D.I 
est clair que : 


D={(x,y1-r-y); 0<x<1-—x, 0<y<1—y, 0O<1-r-y<x+y}, 
ou encore D = {(x,y,1—x—7y) | (x,y) € A}, où: 
A = {(x,y) EIR£ | x < 1/2, y < 1/2, 1/2<x+y<1}, 
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15.5 1. 


Solution des exercices 


Il s’agit de maximiser 16.4? sur À, c’est-à-dire de maximi- Le 


Set é 1/2 
J'y) (1 —2x)(1 — 2y)(2(x + y) — 1). 
L'ensemble À est fermé (intersection de demi-plans fermés) 
et inclus dans [0,1/2]?. De plus, on vérifie que : 


o O 1/2 Z 
A = {(x,y) EIRŸ* |x < 1/2, y < 1/2, 1/2<x+y 


La fonction f est continue sur À, car polynomiale. Puisque A est une partie 
fermée, bornée de IR?, la fonction f est bornée et atteint ses bornes. Elle est de 


O 
plus de classe C! sur À. La fonction f est nulle sur la frontière. Puisque f est à 
valeurs positives et qu’elle est non nulle, la valeur de son maximum est strictement 
positive. Le maximum est donc atteint en des points de l’intérieur de À, donc en 


des points critiques de f. 
O 


Le calcul donne, pour (x, y) € À : 


Ô Ô 
DA -2- net GE) A 2%)(1- 2-29). 
Puisque (x,y) € À, on a æ £ 1/2 et y Æ 1/2. Si (x,y) est un point critique, 
alors : 

2x +y=1l 

z+2y=1 


[e) 
Il s'ensuit que (1/3,1/3) € À est le seul point critique de f. Ainsi la fonction f 
atteint son unique maximum en (1/3,1/3). Les triangles correspondants sont donc 
les triangles équilatéraux de côtés 1/3. 


Soit x E IR” non nul. On à : 


gte) > el (D lo). 


Il s’ensuit que g(x) —+ +o 


x|| +00 
Il existe donc M € IR tel que g(x) > g(0) pour tout x vérifiant [x] > M. 
Notons B la boule centrée en 0 et de rayon M. Puisque B est un fermé borné 
de IR” et que g est continue à valeurs réelles, g, est minorée et atteint son 
minimum en un point x. Ce point xo réalise le minimum de g sur IR”, car il le 
réalise sur B et six é B,ona: 


g(x) 2 g(0) > g(xo): 


La fonction g admet bien un minimum. 
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2. 


15.6 1. 


3. 


Avec les notations de la question précédente, puisque g est de classe C! sur l’ou- 
vert IR" et admet un minimum en #0, on a : 


0 = Vg(xo) = Vf(xo) — v. 


Puisque cela est vrai pour tout v € IR?, la fonction Vf est surjective. 


La fonction f est de classe C! car polynomiale sur l’ouvert IR?. 
La matrice À est symétrique réelle, donc diagonalisable sur IR. Le polynôme 
caractéristique de À est : 

YA =X? —12X +06 


est donc scindé sur IR ; puisque le produit des racines est strictement positif (il 
vaut 26), les deux racines sont de même signe et, puisque la somme des racines 
vaut 12, elles sont strictement positives. Notons À et À ces racines. 


D’après le théorème spectral, il existe une matrice P € OJ(IR) telle que : 
A = P Diag(A,)2) P 71 = P Diag(, }2) P. 
Par suite, pour À € IR?, on à : 
tX AX ='X P Diag(h,)'PX = (PX) Diag(, 2) (PX) 
= ‘X' Diag(1, Xe) X’ = Ar!” + Moro”, (x) 


où l’on a posé °X' — (x! y) = XP. Puisque les valeurs propres de À sont positives, 
on déduit de (x) que XAX > 0. De plus, une somme finie de termes positifs étant 
nulle si, et seulement si, tous les termes sont nuls, on a {X AX = 0 si, et seulement 
si, Az? = }orh? = 0, c'est-à-dire x, = x, = 0, te. X' = 0, car À £ 0 
et À2 £ 0. Puisque X’ = ‘PX et P est inversible, cette dernière condition est 
équivalente à X = 0. Ainsi, pour tout X € IR? non nul, on a XAX > 0. 


Remarque Comme on vient de le voir, les valeurs explicites des valeurs propres, 


à savoirs 6 + 10 et 6 — 10, n’interviennent pas dans le raisonnement, seul le 
fait qu’elles soient strictement positives importe. 


Proposons deux méthodes. 
e Notons U — (a,b). On à par le calcul : 


V(z,y) IR? f(x, y) = 5x? + 6xy + 7y°? + 2ax + 2by. 
Par suite, pour tout (x,y) € IR? : 


of of 
3 = 2(62+8y+ a) et 2 2e mb) 


et donc : 


Vif, y) = 2(5x + 3y + a, 3x + 7y + b) = 2(AX +U). 
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e Pour tout (X,H)E (IR)? et s € IR on a : 
FIX + SH) = f(X) +5 (XAH +'HAX + 


Solution des exercices 


2UH) + ss "HAE. 


Compte tenu du fait que la matrice A est symétrique et que ‘X AH est une 
matrice carrée d'ordre 1, donc égale à sa transposée, on a : 


f{X +sH) = f{X) + 25H (AX +U) + s°'HAH. 


Donc, la dérivée en 0 de l’application s + f(X + 
c’est-à-dire, puisque f est de classe C1 : 


(1) 
- sH) vaut 2'H (AX +U), 


(VF(X) LA) = 2'H (AX + 
Par conséquent V f(X) = 2(AX +U). 


+U) 


égalité HAH > O0. 


et uniquement en ce point 


S,pour ie [l1,n], 


4. e La fonction f étant de classe C1, les extrema, s’ils existent, sont atteints en 
des points critiques. 

e La matrice À est inversible, car det A — 26 Z 0. Par suite Xo = —A TU 
est l’unique point critique de f. Par ailleurs, la relation (1) donne pour 
tout H ER" : 

f(Xo + H) = f(Xo) + ‘HAH. 
D'après la question 2, on a pour tout H € IR" l’in 
Par conséquent, on a : 
VH ER" f(Xo + À) > f(Xo). 
Par suite f atteint un minimum global en X5, 
puisque ‘H AH = 0 si, et seulement si, H = 0. 
15.7 1. e Il est clair que si n = 1, alors m1 — M; = Àln À. On suppose désormais 
que n > 2. 
e Éliminons le paramètre À. Pour x € À), en notant x! 
On à : 
FA 
i=1 i=1 
et 
nm 
bo = } Arte) 
i=1 
nm 
= ÿ Ari(nA+Inx!) 


HD 
i=1 i=1 


! 
À 


= n}+AS zx. 


i=1 
Puisque l'application x + x/À définit une bijecti 
donc se ramener à l’étude de ce cas. Pour simplifier 


on de À) sur À;, on peut 
, notons À = À; et f = f1. 
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e Notons À l’application définie sur IR} par A(x) = xInx si x > 0 et A(0) = 0. 


Par opérations sur les fonctions de classe C!, la fonction À est de classe C! 
sur IR? et, par croissances comparées, elle est continue en 0. De plus : 


Vx EIRE h'(x)=1+lnz, 


en particulier, }/ est injective sur IR. 
Remarquons que : 


n—1 
A = Lena Ea): (lies) cn 


où : 
n—1 
B = {Ce 54 si) E IR" | D. < 1}: 
i=1 


Nous somme donc amené à chercher les bornes supérieure et inférieure de 
l’application g définie sur B par : 


gta) = D A(e) + H(u(z)), 


où u est l’application définie sur IR"! : 


En considérant les applications u et p; : x + x;, avec à € [1,n — 1], définies 
sur IR"! il vient que B est un ouvert de IR}. En effet elles sont polyno- 
miales, donc continues, et B est l'intersection des p; "(IR=) et u— (IR). 
Commençons par chercher les points critiques de g. Cela est possible, car B 
est un ouvert non vide et la fonction g est de classe CT. En effet, la fonction w 
prend des valeurs strictement positive sur B et h est de classe C! sur IR. 
Les points critiques x € B de g sont caractérisés par : 


Vieflin—1] dg(x) = —h'(u(x)) + h'(x:) = 0 


Ainsi, si æ est un point critique, par injectivité de h/, on à x; = u(x) pour 
tout , et donc u(x) = 1 — (n — 1)u(x). Par suite : 


CE 
Te = | —,...,— 
n n 


est l’unique point critique possible et il est facile de vérifier que c’en est un. 
Montrons que g atteint son minimum en x... 
Le calcul donne immédiatement u(x.) = 1/n et g(xe) = —-Inn. 


Solution des exercices 


Montrons donc que f(x) > —Inn, pour tout x € A. On a, pour x € À : 


4=1 
Yan : ) (SE & =1) 
NT; i=1 
i=1 
. - — 1 (car %; > 0) 
4=1 7e 
10] 1 10] 
-Di-ÿa0 
n _ 
i=1 i=1 
ce qui prouve le résultat. 
On en déduit que m1 = —Inn et plus généralement mx = \ln (À). 


e Il est clair que À C ]0,1[*. Puisque h(t) < 0 pour tout t € ]0,1[, on en 
déduit f(x) < 0 pour tout x € À et M1 < 0. 
Par ailleurs, si 0 < t < ——, alors : 


g(t,...,t) = (n—1)h(t) +R(1—(n—1)t) 


On en déduit M; > 0, puis M; = 0 et, plus généralement M, = h(). 
2. D’après l’étude menée plus haut : 
e la valeur m; est atteinte, et donc m\ est atteinte ; 
e en revanche, h(t) < 0 pour t € 0,1] et, puisque À C ]0,1{", on a f(x) < M 
pour tout x € A. Ainsi la borne supérieure M1 (et plus généralement M,) 
n’est pas atteinte. 


t—0+ 


15.8 1. La restriction de f à S est une fonction continue (car f est continue du fait qu’elle 
est de classe C1), définie sur une partie fermée, bornée de IRP. Par théorème, elle 
est bornée et atteint ses bornes. 

2. e Le maximum est atteint en mo = (x1,...,æ,). Puisque mo est sur la sphère, 
il est non nul et l’une des composantes est non nulle. Pour fixer les idées, 
supposons æ, Z 0. Toujours pour fixer les idées, supposons x, > 0. 


e Tout x e SNIR? ! x IR, peut s’écrire sous la forme. 


p—1 p—1 
À = 2 
Ti... TCp-1,4/1— Dxf | où (z1,...,%,-1) ERP et y m'æl 
i=1 : 
i=1 


Puisque f,, a un maximum en mo, la fonction : 


ds U — IR 
p—1l 
CR > fs 1 — >) 
i=0 
admet un maximum en mf, = (t1,...,%p-1), Où 


p—1 
U = fleurir) € RP | tel. 
i=1 
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Par composition, g est de classe C1 et comme on vérifie facilement que U est 
un ouvert de IR?7!, on en déduit que m/ est un point critique de g. Par suite, 
à l’aide de la règle de la chaîne, il vient pour tout à € ]1,p — 1] : 


_ 09. Of L: de Of __ of _ ti Of 
An 0x; (mo) = 0x; (m0) bi Où ae en o) 5 02 (mo), 
1— SN x? 
i=0 
donc, en posant À = = (mo); on:4 > 
Vieli1,p-1] Lines 
Ti 


L'égalité (mo) = }x, étant trivialement vérifiée, on en déduit : 


Vf(mo) = mo, 


ce qui montre la proposition. 


15.9 1. Supposons que g, atteigne un extremum en Mo. 
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e Puisque par hypothèse mo est un point régulier de S, d’après le théorème de 


paramétrisation, il existe un ouvert V € U de IR*, un ouvert non vide W 
de IR? et une fonction de classe C1 : 


D: WW —> IR 
(u,v) + (X(u,v), Y(u,v), Z(u,v)) 
tels que 
SNV =&(W). 


En particulier : 


Viz,y,2)ESNV Huv)eW g.(r,y,z) = g(X(u,v), Y(u,v),Z(u,v)). 


Il s'ensuit que h = go ® admet un extremum en mf, où P(m{) = mo (le 
point mf existe, car mo € S NV). Par composition, la fonction h est de 
classe C! et puisque W est un ouvert, m{ est un point critique de À. 


Comme, en utilisant les conventions usuelles concernant la règle de la chaîne, 
on à : 


Oh OX Og  OY Og OZ 0g 
Ou Ou 0x Ou Oy Où Oz 
Oh OX Og  OY Og OZ 0g 
Ov Ov Or Ov Oy Ov 02’ 


la condition VA(mf) = 0 implique donc Vg(mo) € Vect(U, VA où : 


{EX On 824 
= (nt), en). Et) 


ne 
vo (né), Detné), DE) 


2. Prenons U =IR*, f:(x,y,z) + a? +y2 +22 


Solution des exercices 


Par ailleurs, la fonction f o ® est nulle. La règle de la chaine implique donc : 


(=, Por 070 
Ou Ox Ou Oy Ou Oz 
OX Of OY Of OZ Of 
Ôv Ôr Ov dy Ov Oz 


En particulier, Vf(mo) € Vect (U, V).. 
D’après une remarque page 881, on peut toujours supposer que l’on est dans 
l’un des trois cas suivants : 


V(u,v) eV  Glu,v) = (u,v,Z(u,v)) 
V(u,v) eV  Glu,v) = (u,Y(u,v),v) 
V(u,v)eV  Glu,v) = (X(u,v),u,v) 


Supposons être dans le premier cas, les autres se traitant de la même manière. 
Dans ces conditions : 


U = (1,0, 8Z(m)) (mé), 
et donc la famille (U,V) est libre. Par suite Vect(U, V) est de dimension 2 


et Vect(U, V)+ de dimension 1. Il s’ensuit que Vf(mo) et Vg(mo) sont liés, 
car se sont des éléments de Vect(U,V)+. La conclusion suit en remarquant 


que Vf(mo) À 0. 


et v = (0,1 


letg:(x,y,z) + ax*+by*+czf. 


Les hypothèses de la question précédente sont vérifiées. 


Puisque S est une partie fermée bornée de IR° et f est continue, la fonction fs 


a des extrema atteints. Si (x,y,z) est un point où un extrémum est atteint, alors, 
il existe un réel À tel que Va(x, y, z) = AVf(x,y,2), c’est-à-dire : 
22 = Mecs. 


Le cas où À — 0 est exclu, car (0,0,0) € S. Aïnsi nécessairement : 


2x = Max”, 


1 
re {04 . re {o 


e Le cas = y = z = 0 est exclu. 


2y = Mby° 


L lie) 
—V2x . N'ES 


e Siz=y—0et z 0, alors 2? = 1et f(x,y,z) = c. Les autres cas où deux 
des trois termes se traitent de la même manière. 


eSiz—=0ety#f0et z£0,ona: 


in 
LL | PANb ep 
ce qui donne À = —— , puis 
. é 2 b 
— t — 
Fe un NT De 
et donc (a, y,2) = À 


Les deux autres cas où un seul des trois termes est nul se traitent de la même 


manière. 
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eSix£0,y4£0 et z £ 0, alors: 


ÉTR d..1 
Istres (esp) 
(eA C 


2À b 
ce qui donne À = 2e, Duis 
2 bc _ . ac 2 ce ab 
ab + bc + ca ab + bc + ca ab + bc + ca 
et donc f(x,y,z) = TÈ— 


Il est clair que si u, v et w sont trois réels strictement positifs, alors : 


UVW UVW UuU to) 
a << ————————— — — ÙU CU. 
UU + VW + WU VU + WU u+v v+U 


Il s'ensuit que la valeur maximale de g,. est c et qu’elle est atteinte aux points 


(0,0,+1). 


abc 


ab+bc+ca 


CSST 


Remarque Pour résoudre cette question, on peut également adapter le point de 
vu utilisé à l’exercice 15.8 de la page 901 


De même, la valeur minimale de g,, vaut pi — . Elle est atteinte aux huit 


points : 


3. Posons U — IR ° et les fonctions : 


1 1 1 
fifa yz)m z+y+z-1 et d'A Re 
Les hypothèses de la première question sont vérifiées. 
e On a lim f(t,1 —1,0) = +o. On en déduit que la fonction f n’est pas 
t—0 
majorée, donc n’a pas de maximum. 
e Pour 0 <t< 1/3, posons : 


Ky= {(x, y, 2) € [t, +oof° | z+y+z=l} 


Cet ensemble est une partie fermée, bornée de IR* et incluse dans S. 
La fonction g,, étant à valeurs positives, on peut introduire y = inf g. On à : 


1 
Vitye) es \K: g(2,%,2)2 = 


1 


et donc en choisissant t tel que t < er 


ce qui est évidement possible, il 
vient : 

V(x,y,2)EeS\K+ g(x,y,z) > u +1. 
Il s'ensuit que w coïncide avec la borne inférieure de g restreinte à X,. Par 
théorème, g,., atteint son minimum (K} est une partie fermée, bornée et f 


est continue). Par suite, la fonction g,., admet un minimum. 
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2. 


Solution des exercices 


D’après la première question, aux points (x,y,z) où g|, atteint son maximum, 
il existe un réelle À tel que Vg(x,y,z) = AVf(x,y,2), te. : 


1 1 1 
(3 5-2) — \(1, L 1) 


y 
On en déduit que le minimum est atteint en (1/3,1/3,1/3). 


Nous avons vu qu’une équation de la tangente à (£) en mo = (to, Yo) est : 
TOOL  VOY 1 
ab. 

(cf. l'exemple 3 de la page 880). En particulier, une tangente à (C) ne passe pas 

par (0,0). 

Soit ux + vy + w = 0 une équation d’une droite D. Elle ne passera pas par 0 si, 

et seulement si, w Z£ 0, auquel cas : 

u U 
ty —=1 
w w 

est une autre équation de cette droite. Si la droite est tangente à (€), alors il 

existe (to, Yo) € € tel que : 

u TO U Yo 


A 
w a? w  b?? 


PO Mer 


Réciproquement, si (u,v,w) € IR° vérifie a?u? + bu? = w? et (u,v) Z (0,0), 


ce qui impose : 


u v 
alors w 4 0 et, en posant xo = —a?— et yo — —b?—, le point (xo,Yo) est un 
w w 


point de l’ellipse. Une équation de la tangente à l’ellipse en ce point est : 
u u 
0=1— = y=l+-r+ —7y. 
a”? i p2 Ÿ jé w w? 
Ce qui démontre l’équivalence souhaitée. 
e Soit mo — (To, Yo) € IR? . 
D’après la première question, la droite D d’équation u(x — x0) +v(y — yo) = 0 
est une tangente à l’ellipse si, et seulement si : 
a?u? + bu? = (uxo + yo)’. 
Il est facile d'établir qu’une équation de la normale à D passant par Mo 
est u(x — xo) — u(y — yo) = 0. Ainsi, il passe par Mo deux tangentes à (€) 
orthogonales entres elles, si, et seulement s’il existe (u, vu) € IR? \ {(0,0)} véri- 
fiant : 


(S) a?u? + b?v? = (uxo + vyo)? 
bu? + a?v? = (vro — uyo)?. 


En additionnant les deux équations, on obtient : 


(a? + b°)(u? +07) = (u? + v?)(x6 + yo). 


919 


Chapitre 15. Applications du calcul différentiel 


Ainsi, l’ensemble recherché est l’ensemble des (x0, yo) € IR? tels qu'il existe un 
couple (u,v) € IR? \ {(0,0)} tel que : 
(s') a?u? + bu? = (uxo + vyo)? 
x8 + yo = a? + b?, 


il est donc inclus dans le cercle € d’équation x? + y? = a? + b?. 


e Réciproquement, soit (x0,yo) € C. Montrons qu’il existe (u,v) € IR? non nul 
tel que : 
a2u? + bu? = (uxo + vyo}”, (x) 
ce qui démontrera que l’ensemble recherché est exactement le cercle C. La 
relation (x) peut se réécrire : 


(a? — 2 ju? + (b? — y)v? — Qu v ro yo = 0. 


* Si xo = +a, alors (1,0) est une solution. 
* Si ro £ +a, du fait que x9+yê = a?+b?, la relation (x) est équivalente à : 
x 
u? 200 au — v? = 0. 


En fixant un v # 0 quelconque, on est ramené à l’équation : 


P{u)=0 où P=x2-90%07 x 2 
a? — x 


Le polynôme P a deux racines réelles, car il est de degré 2, unitaire et de 


coefficient constant —v? < 0. Cela termine la preuve. 
a Ÿ 


15.11 1. Notons D; la droite d’équation y = tx. L’intersection D, NX est caractérisée par 
l’équation : 
AR) =r (1 À). 


Il s’ensuit, du fait que 1 +{? n’est jamais nul, qu’il y a en général deux points 


d’intersection : 
1=7 = 
O = (0,0 t M, = t . 
( ; ) € t CZ +) 


2. e En notant D, la droite d’équation x = O0, il est clair que IR2=D,U U D}. 
tEIR 
Par conséquent : 


X = (# ND) U (J(#ND:). 
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Solution des exercices 


Il est facile de vérifier que {O0} est l’intersection de Æ et D. On en déduit 
donc : 


4={0}u{J{0,M}={o}0(J{M}. 


tEIR tEIR 
Enfin, en remarquant que M; = O, il vient que : 


X = [J{M:} = (IR) où nie (ES). 


2? 2 
RE LR RS 


1-1? 
T+2 


cations sont de classe C! sur IR. La fonction x est paire et la fonction y est 
impaire. On peut donc restreindre l’étude à IR}, le support de [' étant alors 
symétrique par rapport à l’axe des abscisses. 

Pour tout tEIR,on a 


Étudions l'arc L = (IR, y). Notons x :t et y:tr tr(t). Ces appli- 


—At 1—4t? — #4 
TE) = -—— t CRT =. 
Le signe de y/(t) est celui de 1 — 44? — #1 = 5 — (2++#2)?. L'étude des signes 
de x’ et y! est alors immédiate et l’on a, en notant to = V V5 — 2, le tableau 
de variations suivant. 


à Ÿ 
t 0 to +00 
æ”(#) = 
1 
Fi 
—1 5 . 
y'(E) + À = | 
y(Éo) 
y 
0 — 00 
3. Il est facile de vérifier que P est une fonction polynomiale. 


4. 


Comme mo € #, on a P(0) = 0. Puisque f est de classe C!, on a, d’après le 
théorème 11 de la page 820, P'(0) = (V f(mo) | u). Ainsi, u est vecteur directeur 
de la tangente en mo si, et seulement si, u est orthogonal à V f(mo), donc si, et 
seulement si, P/(0) = 0. La conclusion suit. 

e Tous les points de # sont réguliers, à l’exception de ©. 


En effet, pour tout (x,y) € IR?, on a : 

Ve, y) = (32° + 9° — 2x,2y(1 +x)). 
Il n'y a pas de point critique avec æ — —1, car y? +5 — 0 n'a pas de 
solution réelle. Les seuls points critiques de f sont donc (0,0) et (2/3,0). 
Puisque (2/3,0) € 4, le seul point non régulier de 4 est ©. 
Par ailleurs P est un polynôme de degré au plus 3 dont le coefficient de degré 3 
est a(a? + b°?). 
Dans le cas où a 0, alors P ayant une racine double réelle, sa troisième 
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racine est réelle. Cela donne l’autre point d’intersection de la tangente avec #. 
Dans le cas où a = 0, puisque Vf(x,y) = (3x? + y? — 2x, 2y(1 + x)), cela ne 
peut se produire que si y(x + 1) = 0, et puisque (x,y) € #, si, et seulement 
si, (æ,y) = (0,0) ou (x,y) = (1,0). Le premier cas est à exclure car (0,0) n’est 
pas un point régulier. Ainsi (1,0) est le seul point tel que P soit de degré 2 
et donc tel que la tangente ne recoupe pas #. 


15.12 On munit IR? de la norme || |k. 


Quitte à remplacer f par —f, on peut supposer SL (0, 0) > 0. 


On cherche à établir l’existence d’un (a,B) € IR* ? et d’une fonction @ définie 


sur |—-a,al et à valeurs dans ]-6, BI tels que V = |-a,al x |-B,5[ soit inclus 
dans U et VAN soit le graphe de «. 


15.13 1. 


Puisque SL (0, 0) > 0, par continuité de l’application SL; il existe B > 0 tel 
que SL (æ, y) > 0 pour tout (x,y) € Br(0, B). 

Fixons un tel 5. Ainsi, la fonction y + f(0,y) est strictement croissante sur 
l'intervalle [—6, 6]. On en déduit que f(0, 8) > 0 et par continuité de f en (0,8), 
il existe 0 < a1 < B tel que f(x, 5) > 0 pour tout x € [—-a1,a1]. De même il 
existe 0 < @2  B tel que f(x, —B) < 0 pour tout x € [—-a1, 1]. 


Posons à = min(a1,a2). Puisque 0 < a < B, on a de plus les inclusions : 


V =]-a,al x ]-B,8[C Br(0,8) CU. 


Soit x € |-a, al. Puisque V C Br(0, 8), pour tout y € [—-B,B],ona SL (x, y) > 0: 
Il s'ensuit que l’application continue y + f(x,y) est strictement croissante 
sur [—-B, 5]. Elle réalise donc une bijection de [—B, 5] sur LG —fB), f(:8)] . Du 
fait que l’on ait f(x, —B) < 0 et f(x,B) > 0, il existe un unique y € [-B, 6] 
tel que f(x,y) = 0. Puisque f(x, B) Z 0 et f(x, -B) ZÆ 0, on en déduit 
que y € ]-B, 5] ; on le note (x). En conclusion : 


HV = {(æ,vtx) ; re Ia, af}. 


Utilisant l'équation du plan tangent en mo donnée à l’exemple 4 de la page 885 !, 
les points m = (x,y,z) de l'intersection de # et du plan tangent en mo sont 
caractérisés par le système : 


Tot VoY 202 
ss = (2) 


LES | 


a? b?2 c2 


1. Cette formule n’est nullement un résultat de cours. Il faut donc savoir la redémontrer 
au cas par Cas. 
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Solution des exercices 


Puisque mo € H, ce système est équivalent à : 


eee (2) 0 
Er b 
ms), my) _ 6-5 4 


ce qui peut se réécrire : 
x! \2 102 102 
+ -0 
a b C 


! ! ! 
TOT YoY 207 0 


(E) 


a? b2 c2 


2. Dans ces conditions, le système (£) s’écrit : 


! / 
YOY 207 


bp € 
e Si l’on suppose de plus que z0 = 0, alors on a y = 0, car dans ces conditions la 


relation (a) + (4) — (2) = 1 implique que yo = +b. Ainsi le système (€) 


a 


est équivalent à : 


n = 


L'ensemble des solutions de (£) est bien l’union des droites vectorielles (évi- 
demment distinctes), chacune étant donnée comme l'intersection de deux 


plans : 
D x 
—+——=0 ————=0 
a C et a re 
y! =0 ÿ =D 


e Si 20 Z 0, alors le système (€) s'écrit : 


1 _ CUY0 , 
— b220 y , 
c’est-à-dire : 
x! 2 12 c2 2 
G) +Fû-52)-0 4 
b b22 
= c? yo / 
b2z 


2 2 
Compte tenu du fait que mo € H, on a # — % = 1, ce qui implique que 


2, 2 
c'yè —b?23 > 0 et par suite 1 — Fe < 0. On peut ainsi réécrire l'équation (1/) 
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y? 


- 
d’expliciter. Par conséquent, l’ensemble des solutions de (£) est bien l’union 
des droites vectorielles (évidemment distinctes) : 


/ / / / 


T y 


1L2 
sous la forme (=) = 0, où B est une constante qu'il n’est pas nécessaire 
a 


A 
et = À 
a BP a BP 
2 et 2 
= #8 / st = € 30 / 
b220 b220 


3. On suppose toujours xo — 0. Dans ces conditions, m € HANT si, et seulement 
si, Mm—Mo appartient à l’union de deux droites vectorielles distinctes. 
Par suite, HNT est la réunion de deux droites passant par mo. 


Remarques 

e On peut démontrer la propriété en tout point de #. Le calcul « brutal » est très 
lourd et pénible à mettre en place. On peut cependant démontrer le résultat de 
manière élégante, en ne faisant guère de calculs, mais en utilisant des concepts 
hors-programme. 

e Le résultat précédent montre que # est la réunion de deux familles de droites. 
Cette propriété fait que les hyperboloïdes à une nappe sont beaucoup utilisés en 
architecture industrielle, par exemple pour les cheminées de refroidissement des 
centrales thermiques ou nucléaires, etc. En effet, le fait qu’un hyperboloïde à une 
nappe soit la réunion de deux familles de droites confère à une structure qui aurait 
cette forme une facilité de réalisation, tout en assurant une grande solidité qu’un 
simple cylindre n'aurait pas. 


15.14 Notons f: IR? —> IR 
(t,y) + zy—2. 
1. La fonction f est de classe C!, car polynomiale sur l’ouvert IR°. 
Pour tout (x,y,2) € IR°, on a : 
Vf(z, U;, 2) = (y, T, 1) À (0, 0, 0). 
Il s'ensuit que la surface d’équation f(x,y,z) = 0 est régulière. En particulier, 
une équation de 7 est : 


Yo(£ — To) + Toy — Yo) — (z — 20) = Yo + LoY — 7 — LoYo = 0. 


2. Soit m=(x,y,2) € IRŸ un point quelconque. Il appartient à HAT si, et seulement 
s’il est solution du système : 


CRE 


YoT + LoY — Z — LoYo = 0. 
Du fait que pour tout (x,y) € IR? on ait : 


(x — xo)(y — Yo) = ZY — YoT — Toy + Too, 
le système (£) peut se réécrire sous la forme : 


(£) { (x — xo)(y — yo) = 0 


YOT + Toy — Z — LoYo = 0, 
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Solution des exercices 


soit encore, en notant u = m — mo = (x’,y',z!) : 


en { 


Par conséquent, m € H NT si, et seulement si, w appartient à l’union des deux 
droites vectorielles d'équations : 
et { 


# =0 
xzoÿ” — 2! = 0 


La conclusion en découle. 


d'y = (0) 
vor’ + æoy — 2! = 0. 


y =0 
yoz’ — 2! = 0. 


On a pour tout (x, y, z) € IR*, en additionnant à la dernière colonne la somme des 
deux autres : 


LT Y 
Fee 
y 2 


Il s'ensuit que le plan P d’équation x + y + z = 0 est inclus dans #. 
Il est facile de vérifier que : 


V(x,y,2) = IR° f(x, y, 2) = D + + 2 — Zryz. 
Ainsi, pour tout (x,y,z) € IR°, on a : 
Vie U; #) _— 3(x? — U2Z, y? — XZ, 22 = ty) 


e Ilest clair que (0,0,0) € # est un point critique. 
Soit (x,y,z) € IR° \ {(0,0,0)} un point critique. Pour fixer les idées, suppo- 
sons x Z 0. On a donc z = y?/x, et par conséquent : 


x? = ue = y°/x 


Il s'ensuit que z° = y°, donc x = y, puis z = x . Ainsi, si (æ,y,z2) € À 
n’est pas un point régulier, alors æ = y = z. Il est facile de vérifier que tout 
point (x,x,x) € IR° est un point critique de #. 

Si mo = (To, Yo, 2o) € À est un point régulier de %, alors une équation du 
plan tangent en mo est : 


(x$ — Yozo)(r — zo) + (y$ — Tozo)(y — Yo) + (28 — ToYo)(z — 20) = 
(x — Yo2o) x + (y — Too) y + (25 — ToYo) z = 0. 


e Un point mo € P € Æ est critique si, et seulement si, æZo — Yo — 20, 
i.e. mo = 0. Supposons ainsi Mo € P \ OAI Pour tout ue Pet tEelR, 
on à Mo + tu E P et donc l’arc paramétré 7 : { > mo + tu est à valeurs 
dans %. Puisque 7/(0) = w, le point mo +u est un point du plan tangent 7, 
à € en Mo. Par suite P est inclus dans ce plan tangent, donc, du fait que P 
est un plan, Tno = P. 
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3. Puisque pour tout (x,y,z) € IR° on a : 


feu, 2) = (e + y + 2)(@ + y +2 — my — yr — 2x), 
L'ensemble % est la réunion du plan d’équation x + y + x = 0 et de l’ensemble 


2 ge + 22 — my — ye — 2x = 0. 


d’équation x 
Par ailleurs, pour tout (x,y, 2) € IR°, on a suivant le principe de mise sous forme 


canonique : 
z\2 3 3 3 
x? y? be TY — YZ — ZX — (x =) 4 a 5v? 
—_ (x y ai 3 ( z) 
E 2 2) Va 


Il s'ensuit que x? + y? + 22 — xy — yz — zx — 0 si, et seulement si, y = z 


et 2x — y — z = 0, c’est-à-dire si, et seulement si, x = y = 2. Par conséquent, # 
est l’union du plan d’équation x + y + z = 0 et de la droite Vect((1, 1, 1)) . 


15.16 Posons f : (x,y) + 2px — y?. On définit ainsi une fonction de classe C!, car polyno- 


miale, sur IR?. 


e Pour tout (x,y) € IR?, on a : 
VF(x,y) = (2p, —2y). 


Ainsi, tous les points de IR? sont réguliers pour f. 
On sait que la normale en un point A(a,b) de P est dirigée par Vf(a,b). Il 
s’ensuit qu'une équation de cette normale est : 


bè 
de CS 


* Si b — 0, une équation de la normale est : y = 0. Cette droite n’a qu’un seul 
point d’intersection avec P, le point (0,0). 
* Si bÆ0, les points M(x,y) d’intersection de WA et P sont caractérisés par : 
3 
z= + (£ + pb py) 
2px — y? = 0, 
ce qui est équivalent à : 
2 3 
= (£ + pb py) 
One y" —= 0} 


OT : 


2p ( b° 2p° 
(Er) = ÿ2 + y — (b2 + 2p?) = P(y). 


Puisque b est une racine réelle du polynôme P du second degré, on en déduit 
que l’autre racine b’ est réelle et vaut : 
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On constate que b’ 0. De plus, on aura b — b' si, et seulement si, : 


2p° 
2 
b 
ce qui implique b? = —p?, qui est impossible. 


En conclusion, WA a un unique point d’intersection autre que À avec P et ce 
point est différent de (0,0). 


e Il vient de l’étude précédente que la suite (M,)hen est bien définie, à valeurs 
dans P \ {(0,0)}. 
Toujours d’après l’étude précédente, la suite (Yn)nen vérifie : 

2p +. 
Un 


Vn EIN  Yni1 = — 


Donc la suite (zn)neIN, Où Zn = [Yn| vérifie : 


2p2 +22  9p° 
Vn e IN He Re, 
Zn Zn 


x Étudions la suite (Zn)new. I est immédiat qu’elle est à valeurs positives et 
croissante. Si elle admet une limite finie, celle-ci serait strictement positive et, 

2 
par opérations sur les limites, on aurait l'égalité £ = £ + 2, ce qui est impos- 
sible. Par conséquent, la suite (z,)hen n’a pas de limite finie et puisqu'elle est 


croissante : 
Zn —+ +00. 


n— +oo 


* Ainsi, puisque 2, tend vers +0 : 


In(1 +2n) mx. 


/ : fi il 1 A 
On en déduit que les séries Ÿ° RE © Dm sont de même nature. 
* Donnons une majoration asymptotique de z,. Pour tout entier n, on a : 
4p* 
2 2 2 
Zn+41 — Ên + 4p d 72 
Zn 
Ainsi, du fait que z, —> +æ,ona: 
n— +00 
2 2 2 
z —Zz, — 49. 
n+1 n n— +00 p 
On en déduit, du fait que p > 0, qu’à partir d’un certain rang no on a : 
2 2 P. 
Zn+1 — Zn < 8p * 
Fixons no. Par sommation, il vient pour n > no : 


2 2 2 
En = ns < SD (= 0), 
donc : 


22 = O(n) et In, = 
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1 1 
Inn 7 =) 


À, par comparaisons aux séries de Riemann, la série de 


Par conséquent : 


1 


. l … 
Puisque + — 0 (= 


terme général positif 37H est divergence et, par comparaison, la série à 


terme général positif 2 diverge. Par suite Ÿ° 


1 : 
FE est divergente. 


1 
in(1+ly| 


15.17 1. Soit la fonction f : (x,y,2) + (x? + y? + 22 + R? — r2)? - AR?(x? + y?) définie 
sur IR° et T la surface d’équation f(x,y,2) — 0. La fonction f est polynomiale 


sur l’ouvert IR°, donc de classe C!. Par ailleurs, les points critiques de f sont 
caractérisés par le système : 


CL (æ,y, 2) — Ax(x° y? +2? Pre r?) = (0 
Sa = Ay(n? + y? +22 2 R2 52) = 0 
LL (æ,y, 2) — Az(x? y? pe LR* r?) = 0 


Soit (x,y,z) est un point critique de 7. 

Puisque À? > r?, l'équation EL(x, y, 2) — 0 donne z = 0. De plus (x,y) # (0,0) 

car (0,0,0) # T. Les relations SE (x,y, 2) =) ét SÉ(æ, y, 2) = 0 impliquent alors 

que æ°? + y? = R? +7r?, car x et y ne sont pas tous les deux nuls . On a alors : 
0 = fx; y, 0) = AR" ARR +r)= AR}r 20, 

ce qui est impossible. La surface est donc régulière. 


2. Pour appréhender cette surface, on peut considérer l’intersection avec le plan 
d’équation z = 0. On a : 


f(x, y, 0) 


_ (x? y? | R2 r?}? AR?(x? + y?) 
= (a +07) — 2087 +2) +97) + (R2 — 77)? 
= \ 


x? y? R? "io AR?r? 


= (+2 (Br) (02 +92 — (R +). 


Ainsi, l'intersection avec le plan d’équation z = 0 est 
la réunion de deux cercles de centre ©, de rayons R+r 
et R—r. 


On peut également considérer l’intersection avec le plan d’équation y = 0. On a : 
JG0,9=(2+43 LR 27) Arr 


= (g LS LR pr  DRx(r La +R? 7" 12Rr) 
= ((x—R) +2 7°) ((x +R) +27 7°). 


Ainsi, l’intersection avec le plan d’équation y = 0 est la réunion de deux cercles de 
rayons r, centrés respectivement en (A,0,0) et (—2R,0,0). 
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15.18 1. L'application ® : (x,y) ++ (x + rl)” - y? est continue, à valeurs positives et ne 
s’annule qu'aux points vérifiant y = 0 = x+|x|, c’est-à-dire les points de IR x {0}. 
Par conséquent, U = D-1{IR\) est un ouvert de IR°. 

2. e Soit f € C'(U,IR) telle que $£ = 

* Soit x > 0. L'application y + f(x, y) est définie sur IR, de dérivée nulle. 
Elle est donc constante et vaut f(x, 1) (= f(x, —1)). 

* Soit x < 0. L'application yr f(x,y) est définie sur IR* UIR? , de dérivée 
nulle. Sur l'intervalle IR’ est donc constante et vaut f(x, 1). De même, elle 
est constante sur IR? et vaut f(x, —1). 

* Puisque f(x,1) = f(x, —-1) pour x > 0, on a : 

ener def 0, N120 
Les fonctions g :æ r f(x,1) et g 1:x1+ f(x, —-1) sont de classe C! 
sur IR, car f est de classe C! sur U. D’après la remarque initiale, les 
fonctions g1 et g_1 coïncident sur IR° . 


e Soit g4 et g- deux fonctions de C'(IR,IR), coïncidant sur IR. Posons f la 
fonction définie sur U par : 
__ f g+(x) siy20; 
f(m,9) = { g-(x) siy<0. 
Puisque l’application (x,y) > x est de classe Cl, par composition, la fonc- 
tion f est de classe CT sur IR x IR? et SL — 0 sur cet ouvert. De même 
sur IR x IR*. Pour (x,y) € U tel que x > 0, on a par définition des dérivées 
partielles : 


SEru)= de (= 9 (0 et SE) =0 


Cela assure par composition la continuité des dérivées partielles sur IR x IR. 
Les dérivées partielles étant continues sur les trois ouverts IR X IR°, IR x IR? 
et IR XIR, dont la réunion est U , elles sont continues sur U. Ainsi, f est une 
fonction de classe C! et SL (0: 
e En conclusion, l’ensemble des solutions de l’équation SL — 0 est l’ensemble 
des fonctions f définies par 
veper jan NU2S 
où g_ et g, sont des fonctions arbitraires de classe C! définies sur IR et 
coïncidant sur IR. 
3. Compte tenu des questions précédentes, la fonction f définie sur U par : 
0 six >0; 
AL a? sit <0Oety>0; 
— x? si æ < 0 et y < O0; 


convient. 
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15.19 1. (a) 


(b) 


e Soit g une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert non vide J 
et xo € Î tels que g'(xo) = 0. Si g”(xo) > 0, alors x + g'(x)/(x—x0) est à 
valeurs strictement positives sur un intervalle ]t0,x0o + n] € I, avec n > 0. 
Par conséquent, g est strictement croissante sur [x0,xo + 7]. Par suite g 
n’atteint pas son maximum %0. En conclusion, si g atteint son maximum 
en æo, alors g”(xo) < 0. 

e Supposons que f. atteigne son maximum en (%0,to) € ]0, 1[ x ]0, T1. 
Fixons (x0,to). L'application g : x + fe(x,to) définie sur ]0,1[ atteint 
donc son maximum en %0. Puisque g est de classe C? sur l'intervalle ou- 
vert |0,1[, on a : 

2 
Ce 2 + 2e = g"(xo) < 0. 


DE 
Par ailleurs f est solution de (P), donc : 
fe Ô de 
+ (to, to) = LL (ro to) — PE (ro; to) < —2€ < 0. 


On en déduit qu’il existe 7 > O0 tel que [to — n, tol € 10, T] et : 


fe(xo,t) — f:(xo, to) 


VE € [to — 7, tol Ft 


< 


En particulier fe(xo,to — n) > fe(xo,to), contredisant la définition 

de (xo, to) : 

En conclusion, le maximum de f: n’est pas atteint sur ]0,1[ x ]0,T. 
L'ensemble Kr est un fermé borné de IR?. La restriction de jf: est continue, 
elle atteint donc son maximum en un point (xo,to) de Kr. D’après la question 
précédente, on a : 

e soit xo — 0 et f.(xo, to) = 0 ; 
e soit ro = 1 et f<(xo, to) —E ; 
e soit to —0 et fe(xo, to) = Er8 KE. 
Par conséquent : 
V(x,t) e [0,1] x[0,T] f(x,t) <e — ex. 
Cela étant vérifié pour tout € > 0, il vient : 
V(x,t)e[0,1]X [0,7] f(x,t) <0, 
et puisque cela est vérifié pour tout T' > 0 : 
V(x,t)Ee [0,1] XIR+ f(x,t) < 0. 


Ainsi, f < 0. Comme la fonction — f vérifie les mêmes hypothèses que f, on 
a —f < 0. En conclusion f = 0. 


2. Notons g:xr ÿ. agsin(krx). 


k=1 


D’après la première question, si w1 et 2 sont deux solutions de (P) telles que : 


Vz € [0,1] g1(x,0) = g2(x, 0) = g(x), 


alors 1 — 2 est nulle. 


D’après l'exercice 10 de la page 827, les fonctions (x,t) ++ e-*7"tsin(krx) sont 
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des solutions de (P). Par suite la fonction @ définie par : 
V(x,t)e [0,1] xXIR+ v(x,t) = Saxe 7 tsin(krx) 
k=1 


est l’unique solution de (P) telle que w(x,0) = g(x) pour tout x € [0,1]. Finale- 
nent. Ÿ = 6. 


15.20 C’est une équation aux dérivées partielles linéaire. Donc, pour résoudre (E), il suffit 
de trouver une solution particulière et de résoudre l’équation homogène associée : 


e Pour trouver une solution particulière, on pourrait utiliser l’exercice 14.8 de la 
page 846 en remarquant que la fonction & définie par 4(x,y) = x? + y? est posi- 
tivement homogène de degré 2. 

Cela étant, il est naturel de chercher une solution polynomiale, et on trouve faci- 
lement que la fonction 4/2 est une solution de (Æ). Elle est de plus de classe C1 


sur IR? 
Le problème consiste maintenant à résoudre l’équation homogène (Æ5). 


(a) Résolution de (Æ5) sur U. 
On peut utiliser un changement de variable polaire (r,0) + (r cos0,r sin0) dé- 
fini sur V = IR x ]-r,r|. En posant f(x,y) = g(r,0), l'équation (E) de- 
vient _ — 0. En suivant la raisonnement exposé page 886, on montre que g ne 
dépend que de 6. 


Par conséquent, les solutions sont les fonctions : 


(x, y) + (8) = 4 | 2 Arctan = , 
x + /x2 + y? 


où y(0) — g(1,6) est de classe CT sur |-T,r|. 
(b) Résolution de (0) sur IR? \ {(0,0)}. 


Soit f une solution. La restriction de f à U est donc de la forme précédente. 
Donc il existe une fonction @ de classe C! sur ]-r,r| telle que : 


V(x,y) EU, f(x,y) = p(0). 
Par continuité de f aux points de la forme (x,0), avec x < 0, on doit avoir : 
lim ç@ = lim @. 
_r T 
La fonction 4 se prolonge en une fonction continue sur [-7,7|. 
En notant f(x,y) = g(r,0) pour (r,4) € V = IR? x ]-7,7|, on a d’après la règle 


de la chaîne : 
{ = cos 9 SE + sin 6 S 


Se SE 
ak hs 


= hp of 
= rsin0 3; +rcos0 3, 
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et donc : 
of 1| cos  S£(r,6) 
Su (4) — x ôg ; 
y T|-rsin0 %(r,0 
et donc, puisque = 0 : 
O f cos Ô 
LC n = (0) 
Ainsi : 
10 | of, 
p (8) = oo (cos à, sin 4) ae 2y 10) 
et 
eo 1 of . EE 
p'() = =. (cos à, sin 4) . 25 1: 0): 


Par conséquent, 4 est de classe Cl sur [-r, x] avec &'(x) = w'(—7). 

Réciproquement, on vérifie facilement qu’une fonction définie par f(x, y) = w(0), 

où @ est une fonction de classe C! sur [-r, x] vérifiant (x) = w'(—x) convient. 
(c) Résolution de (E9) sur IR°. 

De même, une solution vérifie la condition précédente en dehors de l’origine. Par 

continuité en © = (0,0) le long de toute demi-droite d'extrémité ©, on en déduit : 


VO EIR, w(0) = f(0,0). 
Donc f est constante. 
Réciproquement, les fonctions constantes sont évidemment des solutions. 


15.21 Soit à, B, y, Ô tels que aô — By # 0, l'application : 
(r,y)& (u,v) = (ax + By, yx + Üy) 
est une bijection de classe C! de IR? dans lui-même. 
Soit g la fonction définie par g(u,v) = f(x, y). Le calcul donne : 


D PT ®f 


PA LR pd — 2 2 
a La re + ue (aa + baB + cB*)Du 
+ (2aay + b(aëô + By) + 2cB6) Di2 + (ay? + bry6 + cô?) Do, 
: dg d g 
où Du = Sao tar + By, vx + ôy), Dis = Sos tar + By, vx + ôy), 


2 
et  D32 = a (at + By, x + dy). 


Notant À et y: les deux racines réelles distinctes de l'équation at? + bt + c = 0, on 
peut poser a = À, B=1, y =u et Ô = 1, de sorte que : 


aa? + baB + cB? = a}? +b\+c=0, 


ay? + byô + cé? = ap? + bu + c = 0, 


__p2 
2aay + b(aô + By) + 2cBô = ee Z 0. 


a 


932 


Solution des exercices 


Ainsi, f vérifie l'équation aux dérivées partielles (Æ) si, et seulement si, g vérifie : 
®?q : 
Oudv 
Cette dernière équation aux dérivées partielles admet pour solutions les fonctions de 
la forme g(u,v) = h(u)+l(v) où À et ! sont deux fonctions de classe C? d’une seule 
variable (cf. l'exercice 12 de la page 886). 


(£") 


Les solutions de classe C? de (E) sont donc les fonctions f de la forme : 
Fr, y) = Rx + y) + l(ux + y), 


où h et l sont des fonctions de classe C? d’une seule variable. 


15.22 1. + Les deux applications composantes de sont polynomiales sur l’ouvert IR?. 


L'application & est donc de classe C?. 
e Ilest clair que w est à valeurs dans U. 
e Soit (u,u) EU et (x,y) EU. Ona: 


= Ty u= dy 
(Hvl= tt) (Li — 0 
Comme u > 0 et y > 0, on en déduit : 


(uv) = p(x,y) Lu 7 . 


e On en déduit que w est une bijection de U sur U (tout élément de U admet 
un unique antécédent par & dans U). De plus : 


CR Ce #5 
(u,v) — (Va, VZ): 


l'est de classe C2. 


Par conséquent, 7 


2. Soit f : U — IR une fonction de classe C? quelconque. 
Posons le changement de variable : 


= (ent) et ue Jn) 


c’est-à-dire introduisons g : U — IR définie par go = f. Puisque w”! est de 
classe C?, la fonction g = f ow-! est de classe C2. 
Par la règle de la chaîne : 


CE A LE 
Ox Ou y Ov 
of _ Og x Ôg 


0y — Ou y? Ov 


Ces relations sont valables pour tout couple (f,g) de fonctions de classe C1 liées 
par la relation f = go «. 
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En itérant, compte tenu du théorème de Schwarz : 


= load eo )slf, 0%, 10% 
0x2 | Gw2 y Ovdu y Ÿ Hudv y Ov? 


©? 2 1 2 
SP HR RS 
Ou? Oudv y? Ov? 


or D nn 
Ÿ Ou? y? Ovou y Ov y? Ÿ Duov y? Ov? 
> 075 x? 0?g LR dg 2% 0g 


Ou? y? Oudv y! Ov? y? Ov 


Il s'ensuit que : 


2®f OT _ 4,2 079 2x 0g 


Da? * 9x? ” Ovou y dv 


Puisque x Z 0 pour tout (x,y) EU, et puisque w est une bijection de U sur U, 


il s'ensuit que f est une solution du problème si, et seulement si, g = fo! est 
une fonction de classe C? vérifiant : 
0 [0 1 0 
fee et) (x) 
Ou \ Ov 2u Ov 
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e Soit g € C’(U,IR) vérifiant (x). Pour tout v > 0, la fonction u + Fu, v) est 


1 


7 2. Il existe donc une fonc- 


solution sur IR? de l’équation différentielle z' = 
tion @ : IR? — IR telle que : 


V(u,v) EU Eu) = p(v) Vu. (1) 


Puisque w(v) = 22(1, v) pour tout v € IR* , la fonction 4 est de classe Cf. 
Fixons u > 0. Il vient en intégrant (1), qu'il existe un réel Y(u) : 


g(u,v) = (vu) Vu + Y(u) 


où ® est une primitive de . Puisque Y{u) = g(u,1)—®(1)u, la fonction Y 
est de classe C?. En conclusion, il existe deux fonctions ® et Ÿ de classe C? 
sur IR telles que : 


Viu,v)EU  g(u,v) = Vu®b(v) + Yu). 


Soit ® et Y deux fonctions de classe C? définies sur IR°_. Posons g la fonction 
définie par : 

V(u,v)EU  g(u,v) = Vu ®(v) + Yu). 
Par opérations sur les fonctions de classe C?, la fonction g est de classe C2. Il 
est facile de vérifier par le calcul que g est alors une solution de (x). Par suite, 
l’ensemble des solutions de (x) est : 


S, = {(u,v) + Vub(v) + Yu); (D, Y) € CIRE, IR) +. 


Solution des exercices 


e L'ensemble des solutions du problème initial est donc : 
S={fEC(U,R)| foy Ees,}. 


l sont de classe C?, on déduit : 


S={g0v;ges,}, 


Puisque 4 et 47 


soit : 


S = {(x,y) + VÉ1E) + Way); (@,W) € C(RY, RP. 


15.23 1. Soit u une solution de (x) et soit X € C!(IR,IR). 


Posons g:t1+ u(X(t),t). Par composition, la fonction g est de classe C! et le 
théorème de dérivation en chaîne donne : 


VtEIR g'{t) = xD (X(,0) . (X(,0) 


c’est-à-dire, du fait que u est solution de (+) : 


VEEIR g'(t) = (x) — (X() +1)(+ 1)) 2 (X(H,4)) 


Ainsi, si À est une solution de l’équation différentielle : 
(E):y —-(1+t)y=(6+1) 
alors g est constante. 


L'équation différentielle (£) est linéaire, résolue, du premier ordre, avec second 
membre. L'ensemble $Sz des solutions sur IR de l’équation homogène associée 


est : ) 
SH = {ee aexp( 0 ) :a€ R}. 


Il est immédiat que la fonction constante égale à —1 est une solution de (£). Par 
suite, l’ensemble S des solutions de (£) est : 


o— {ee aep((tD) —l;a€ R}. 


2 
On notera dans la suite, pour a réel, XL, :tr aexp( 4°) — 1 définie sur IR. 


. La question précédente invite à poser un changement de variable. 
Posons, pour (a,t) € IR? : 
Gt) = (0,0 = (40 (0),6): 
e Par opérations sur les fonctions de classe C!, l'application ® est de classe C!. 
Elle est de plus bijective, car pour out (x,t) € IR? : 


tiooe 8 ap (I )-1 


Etui 


— a= (2 + 1)exp (- 
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e Soit u € C1(IR?, IR) une application quelconque et posons : 


via.) = ur; À), 


c’est-à-dire, définissons v par v = uo ®, qui est définie sur IR?. 

Par composition, v est de classe C! et, pour tout (a,t) € IR?, d’après la règle 
de la chaîne : 

Ou 


(ant) = X4(D 5e (Hat) + Se (Aa) 
Ou Ou 
SEE DR EDR ONE IX t 
(Aa (O +1) (+1) (Aa (0,0) + (Ha (0,0 
Il s'ensuit que si uw est une solution de (x), alors . — 0. Cela implique, 


pour à € IR fixé, que l'application t + v(a,t) est constante sur l'intervalle IR 
et donc : 
V(a,t) EIR? u(a,t) = v(a, 0). 
Par définition de v : 
v(a,0) = u(B(a,0)) = u(Xa(0),0) = uo(Xa(0)) = uo(ae!/? —1), 
ce qui implique : 


V(a,t) IR? v(a,t) = uo(ae!/? — 1). 


Il suit du dernier point que, si u est une solution, alors : 
#2 
V(x,t) EIR* u(x,t) = v(® l(x,t)) = vo (e +1) ep(-— — !) — 1) 


Il est facile de vérifier que cette fonction est solution de (x). 


Chapitre 16 : Ensembles dénombrables 


Démonstrations et solutions des exercices du cours . . 


Exercices 


Ensembles 
dénombrables 


En première année nous avons étudié les ensembles finis et introduit la notion 
d'ensemble infini. Ce chapitre a pour but d’introduire la notion d’ensemble 
dénombrable qui est le type le plus simple d'ensemble infini. La notion de 
dénombrabilité jouera un rôle important en probabilités. 


éfinition 1 
Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec IN, c’est-à-dire 


s’il existe une bijection entre cet ensemble et IN. 


Remarques 

1. Compte tenu de la définition précédente, un ensemble dénombrable est 
nécessairement infini (rappelons qu’un ensemble E est fini s’il existe n € IN 
tel que E soit en bijection avec [1,n]). En revanche, la réciproque est 
fausse : il existe des ensembles infinis qui ne sont pas dénombrables (de 
tels exemples seront vus dans l'exercice 9 de la page 941). 


2. Concrètement un ensemble X dénombrable est un ensemble infini dont 
on peut numéroter les éléments de manière exhaustive, te. l'écrire sous la 
forme : 


X = {xn; n EIN} où les x, sont deux à deux distincts. 


Dans l’écriture précédente, le fait que les x, soient deux à deux distincts 
signifie que l’application n + x, est injective. 


p.942| Exercice 1 Montrer que l’ensemble des entiers naturels pairs est dénombrable. 


roposition 1 
L'ensemble Z est dénombrable. 


Démonstration. On peut énumérer les éléments de Z de la manière suivante : 


DS RP ne 


Plus formellement, l'application suivante est une bijection de IN dans Z : 


op: IN — 7Z 


 —— p si n — 2p est pair 
—p—1 si n=—2p+1 est impair 


Pour justifier le caractère bijectif de 4, on peut expliciter sa bijection réciproque. On constate 
en effet qu'en prenant : 


D: Z — IN 


2n si n>0 
nm + 
—2n—1 si n<0 


on a Yo — Idn et 4 o d — Idz, donc w et 4% sont bijectives et 4 — 7". Û 


Exercice 2 Soit À un ensemble dénombrable. 


Montrer que tout ensemble en bijection avec À est dénombrable. 


Exercice 3 


1. Montrer que toute partie infinie de IN est dénombrable. 
Indication : numéroter dans l’ordre croissant. 


2. En déduire que toute partie infinie d’un ensemble dénombrable est dénombrable. 


éfinition 2 
Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable. 


Exemple Toute partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable. 
En effet, si À est une partie d’un ensemble dénombrable, alors : 
e soit À est finie: 


e soit À est infinie et alors À est dénombrable en tant que partie infinie d’un 
ensemble dénombrable (cf. deuxième question de l’exercice 3). 


Les deux exercices suivants présentent des résultats pouvant se révéler très 
utiles pour prouver qu’un ensemble est au plus dénombrable. 
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Exercice 4 Soit À un ensemble non vide. Montrer que À est au plus dénombrable si, 


et seulement s’il existe une injection de À dans IN. 


Exercice 5 


1. Soit À un ensemble non vide. Montrer que À est au plus dénombrable si, et 
seulement s’il existe une surjection de IN sur À. 


2. En déduire que l’image par une application d’un ensemble au plus dénombrable 
est au plus dénombrable. 


roposition 2 
L'ensemble IN? est dénombrable. 
Démonstration page 944 


orollaire 3 (Produit cartésien d’ensembles dénombrables) 
Soit E et F deux ensembles dénombrables. 


Alors le produit cartésien ÆE x Fest dénombrable. 


Démonstration page 945 


Exemple L'ensemble Z? est dénombrable. 


Exercice 6 Montrer que Q est dénombrable. 


On pourra utiliser le résultat l’exercice 5. 


Exercice 7 Soit Æ et F' deux ensembles au plus dénombrables. 


Montrer que le produit cartésien Æ x F' est au plus dénombrable. 


Exercice 8 (Réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables) 


Soit (An)nen une suite d’ensembles non vides au plus dénombrables. 
Notons A— |] À,. 
EIN 
1. Construire une surjection de IN? sur À. 
2. En déduire que À est au plus dénombrable. 


On pourra utiliser le résultat de l’exercice 5 
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Exemples d’ensembles infinis non dénombrables 
L'exercice suivant prouve qu'il existe des ensembles infinis non dénombrables, 
en montrant que les ensembles P(IN), {0,1}N et IR ne sont pas dénombrables. 


p.946) Exercice 9 


1. Supposons qu’il existe une bijection f de IN vers P(IN). 
En considérant l’ensemble : 


A={nelNiné f(n)}, 
aboutir à une contradiction. Conclure que P(IN) n’est pas dénombrable. 
2. En explicitant une bijection de P(IN) vers {0,1}N, déduire de la question pré- 
cédente que {0,1}N n’est pas dénombrable. 


3. En explicitant une application injective de {0,1}N dans IR, obtenir alors que IR 
n’est pas dénombrable. 


Remarques 

e On peut démontrer en fait que IR est en bijection avec {0,1}N et donc que les 
ensembles IR, {0,1}N et P(IN) sont non dénombrables et en bijection entre eux. 

e Il existe des ensembles non dénombrables infinis qui ne sont pas en bijection 
avec IR. Par exemple, on peut démontrer de la même façon que dans la première 
question de l’exercice 9, que P(IR) n’est pas en bijection avec IR. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exercice 1 L’application @ : IN — 2IN est bijective et assure donc que l’en- 
n > 2n 

semble 2IN des entiers naturels pairs est dénombrable. Pour justifier la bijectivité 
de w, il suffit de constater que l’application : 


D: 2N —+ IN 


p 
— _— 
P 2 


vérifie ® o & = Idm et w o = Idon, ce qui prouve que les applications & et Ÿ sont 
bijectives et réciproques l’une de l’autre. 


Exercice 2 Soit B un ensemble tel qu'il existe une bijection & : À — B. Comme A 
est dénombrable, il existe une bijection Ÿ : IN — À. L'application w o 4 est alors une 
bijection de IN vers B, ce qui prouve que B est dénombrable. 


Exercice 3 


1. Soit À une partie infinie de IN. On obtient naturellement une numérotation des 
éléments de À en les ordonnant dans l’ordre croissant. 
Plus formellement, on construit une bijection 4 : IN — À de la manière suivante : 


(0) = min(A) et Vn EIN* ç(n)=min(A\{y(0),...,q(n—1)}). 


e Pour tout n € IN*, la validité de la définition de y(n) est assurée par le fait 
que la partie À étant infinie, l’ensemble : 


A\{p(0),...,g(n—1)} 
est une partie non vide de IN, donc possède un plus petit élément. 
e  Justifions la bijectivité de @. 
*  Injectivité. Par construction de &, on a : 


Vn € IN* q(n) > g(n-1). 


L'application @ est donc strictement croissante, donc à fortiori injective. 
* _ Surjectivité. Comme % est strictement croissante et à valeurs dans À C IN, 
on prouve, par récurrence immédiate, que : 


VnEeIN pin) >n, et donc g(n) —+ +o. 


n— +00 


Supposons &w non surjective. Alors il existe un élément a appartenant 
à A\Imw. Un tel élément a vérifie alors, pour tout n € IN* : 


a € A\{wp(0),...,w(n—1)} et donc a > p(n). 


On en déduit que w est majorée par a, ce qui est en contradiction avec le 
fait que ç(n) —> +oo. 
n— +00 


Remarque Pour justifier la bijectivité de &, on aurait aussi pu expliciter sa 
bijection réciproque : 


pl: A — IN 


a ++ card (AN[O,a—1]). 
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Soit £ un ensemble dénombrable et À une partie infinie de £. Comme E est 
dénombrable, il existe une bijection 4 : E — IN. Cette bijection @ induit une 
bijection de À vers w(A). Comme À est infinie, w(A) est une partie infinie de IN, 
donc w(A) est dénombrable d’après la première question. L'ensemble À est donc 
en bijection avec un ensemble dénombrable; ainsi, d’après l’exercice 2, À est 
dénombrable. 


Exercice 4 


Supposons À au plus dénombrable. 


* Si À est fini, alors, comme À est non vide, À est en bijection avec [1,n] 
où n = card(A). Il existe donc une bijection y : À — [l,n] qui fournit 
immédiatement une injection de À dans IN : 


A —> IN 
a + (a). 


* Si À est infini, alors À est dénombrable, et par définition il existe une bijection 
donc une injection de À dans IN. 

Réciproquement, supposons qu’il existe une injection 4 : À — IN et montrons 

que À est au plus dénombrable. 

* Si À est fini, alors par définition À est au plus dénombrable. 

* Supposons que À soit infini et montrons que À est dénombrable. 
L'application injective 4 induit une bijection de À vers B = (A) et, 
comme À est infini, B est aussi infini. 

L'ensemble B est alors une partie infinie de IN, donc est dénombrable d’après 
l’exercice 3. L'ensemble À, en bijection avec un ensemble dénombrable, est 
donc dénombrable (cf. exercice 2). 


Exercice 5 


Le 


e Supposons À au plus dénombrable. 
* Si À est fini, alors, comme À est non vide, il existe une bijection : 


p:[1,r] — À avec n = card (À). 
N'importe quel prolongement de & à IN tout entier constitue alors une 


surjection de IN sur A. On peut construire un tel prolongement & en 
posant : 


Vkelln] 9(&)=4+(k) et  VkeIN\[Ln] g(k) = (1). 


* Si À est infini, alors À est dénombrable. Il existe alors une bijection et 
donc une surjection de IN sur À. 

e  Réciproquement, supposons qu’il existe une surjection @ : IN — À et montrons 
que À est au plus dénombrable. Supposons que À soit infini et montrons 
que À est dénombrable. Pour tout a € À, la surjectivité de 4 assure que 
l’ensemble 7 !({a}) est une partie non vide de IN, donc possède un plus petit 
élément. Il est donc possible de définir l'application suivante : 


di A —> IN 
a ++ min(p l({a})). 
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L'application Ÿ est injective car si l’on considère a et b deux éléments distincts 
de À, les ensembles @7l({a}) et 471({b}) sont disjoints donc n’ont pas le 
même plus petit élément. 

D'après le résultat de l’exercice 4, À est dénombrable. 


2. Soit f : E — F une application et À une partie au plus dénombrable de Æ. 


e Si A= ©, alors f(A) = G. 

e Supposons À £ S. L'application f induit une surjection de À vers f(A). 
Comme À est au plus dénombrable, la question 1 assure qu’il existe une sur- 
jection w : IN — À. L'application f o & réalise alors une surjection de IN 
sur f(A), ce qui prouve, d’après la question 1, que f(A) est au plus dénom- 
brable. 


Proposition 2 Proposons trois méthodes pour obtenir ce résultat classique. 


e Méthode 1. La première méthode est la plus visuelle mais n'est pas la plus facile à 
écrire rigoureusement. 
» 2 217 2 ; . 
On peut énumérer les éléments de IN° suivant le prin- 
cipe illustré ci-contre (le dessin indique pour chaque 
point son numéro), ce qui correspond à l'énumération 9 
suivante : 


à” 
(6,0), 40), (01; 20,010) (02): (6:07 \ … ne 
\ 7 à. 


(SA 


Pour expliciter la bijection & associée, constatons que 2 


les points (i, 5) € IN? vérifiant à + j — n sont numé- 0 10 
rotés, par ordonnée croissante, de © mu à mu +n. 
Il est en fait plus naturel d'expliciter ‘ la ecibe réciproque de  : 
” G+ji+i+1) | 
D((i,5)) — D J 
On peut alors démontrer que + est bijective de IN? dans IN. 


Méthode 2. De manière moins visuelle mais bien plus commode à rédiger, constatons que 
tout entier naturel non nul s'écrit de manière unique comme le produit d'une puissance 
de 2 et d’un nombre impair, i.e. sous la forme : 


2P(24+1) avec (p,q) € IN°. 
Cela signifie que l'application suivante est une bijection de IN? vers IN* 


fi IN? — IN* 
(p,g) + 2P(2q +1) 


donc l'application IN? — IN est une bijection entre IN? et IN. 
(p,4) — f(p,9)-1 
Méthode 3. On peut également remarquer que l'application : IN? —> IN est 


(p,g) > 23 
injective par unicité de la décomposition en produit de nombres premiers. Le résultat de 


l'exercice 4 de la page 940 assure alors que IN? est au plus dénombrable, donc dénombrable 
car infini. Notons que pour cette méthode, au lieu de 2 et 3, on aurait pu prendre n'importe 
quels nombres premiers p1 et p2 distincts. 
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Corollaire 3 Comme E et F sont dénombrables, il existe des bijections @1 : IN —+ E 
et @2 : IN — F. L'application : 


IN — ExF 
(p,q) — (ip), w2()) 


est alors une bijection, ce que l'on prouve en constatant que l'application : 


d : EXxF — IN 
(ef) — (er (e).67 (f) 
vérifie : 
pod—=IdEexr et 4 o 6 = [dy . 
En conclusion, puisque les ensembles IN? et ÆE x F sont en bijection et que IN? est 
dénombrable, E x F l'est aussi (cf. exercice 2 de la page 939). 


Exercice 6 L’application suivante est surjective : 
6: ZXxIN — Q 
D 
Ho) + À 


et donc Q = Im = w(Z x IN*). Comme Z x IN* est dénombrable (comme pro- 
duit cartésien d’ensembles dénombrables), la deuxième question de l'exercice 5 de la 
page 940 assure que @ est au plus dénombrable, donc dénombrable car infini. 


Exercice 7 

e Si E ou F est l’ensemble vide, alors E x F' aussi. 

e Supposons E £ S et F GS. Comme Æ est au plus dénombrable, le résultat de 
l'exercice 4 de la page 940 assure qu’il existe une injection @1 : E — IN. 
De même, comme F est au plus dénombrable, il existe une injection 42 : F — IN. 
L'application : 

gg: ExF —> IN 
(ef) (gaie), pa(f)) 


est alors une injection de E x F dans IN°. Toujours d’après le résultat de l’exer- 
cice 4, E x Fest au plus dénombrable. 


Exercice 8 


1. Pour tout n € IN, comme 4, est au plus dénombrable et non vide, il existe, 
d’après l’exercice 5 de la page 940, une surjection @, : IN — 4,. 
Considérons alors l'application ® : IN? —+ À définie par : 


V(n,p) € IN? ®(n,p) = pn(p). 
Prouvons que ® est surjective. Soit a € A. Par définition de À, il existe n € IN tel 
que a € À, . Alors, par surjectivité de vw, , il existe p € IN tel que a = y, (p), c’est- 
à-dire a = D(n,p). 
2. D’après la première question, l’ensemble À apparaît comme l’image de IN? par 


l'application ®. Comme IN? est dénombrable, le résultat de l'exercice 5 assure 
que À est au plus dénombrable. 
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Exercice 9 


1. 


L'ensemble : 

A={neNiné f(n)} 
étant un élément de P(IN), la surjectivité de f assure qu'il existe a € IN tel 
que f(a) = À La contradiction vient du fait que : 
e sia€ À, alors, par définition de A,ona a € f(a), c’est-à-dire a € À; 
e siaé À, alors, comme À = f(a) et par définition de A,ona a € À. 
L'hypothèse initiale est donc fausse. Par suite, il n’existe pas de bijection de IN 
vers P(IN). L'ensemble P(IN) n’est donc pas dénombrable. 
Les ensembles P(IN) et {0,1}N sont naturellement mis en bijection par l’appli- 
cation w : P(IN) — {0,1}N qui à À € P(IN) associe la fonction indicatrice de 
l’ensemble À : 


la : IN —+ {0,1} 


{ 1 site À 
T > à 
O0 sinon. 


Si {0,1}N était dénombrable, alors P(IN) le serait aussi (cf. exercice 2 de la 
page 939), ce qui n’est pas le cas. 
L'application : 

Y: {O,LIN — IR 


(Un )neN > Aa 


est injective, par unicité du développement décimal propre d’un nombre réel (rap- 
pelons que l’on appelle développement décimal propre un développement décimal 
qui ne se termine pas par une infinité de 9; c’est bien le cas ici puisqu'il n’y a 
que des 0 et des 1). Donc, en notant À — Y({0, LM): l’application Ÿ induit une 
bijection de {0,1}N vers A. 

Si IR était dénombrable, alors A le serait aussi (comme partie infinie d’un en- 
semble dénombrable, cf. exercice 3 de la page 939), ce qui contredirait le caractère 
non dénombrable de {0,1}N. 
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Exercices 


S’entraïîner et approfondir 


16.1 L'ensemble IR \ Q des nombres réels irrationnels est-il dénombrable ? 


16.2 1. Montrer qu’un ensemble est infini si, et seulement s’il contient une partie dénom- 
brable. 


2. Montrer que si À est un ensemble au plus dénombrable et B un ensemble infini, 
alors AU B est en bijection avec B. 


16.3 Montrer que l’ensemble Po(IN) des parties finies de IN est dénombrable. 


On pourra utiliser le résultat de l’exercice 8 de la page 940. 


16.4 Nombres algébriques 

Un nombre réel est dit algébrique s’il est racine d’un polynôme non nul à coefficients 

rationnels. Notons À l’ensemble des nombres réels algébriques. 

1. Justifier que À est un ensemble infini. 

2. (a) Justifier que pour tout n € IN, l’ensemble Q,[X] des polynômes à coefficients 
rationnels et de degré au plus n est dénombrable. 

(b) En déduire que l’ensemble Q[X] des polynômes à coefficients rationnels est 

dénombrable. 
On pourra utiliser le résultat de l’exercice 8 de la page 940. 


3. Obtenir alors que l’ensemble À des nombres réels algébriques est dénombrable. 


4. Un réel est dit transcendant s’il n’est pas algébrique. Justifier qu’il existe des 
nombres transcendants. 


947 


Chapitre 16. Ensembles dénombrables 


Solution des exercices 


16.1 On à IR = QU(IR \ Q). Si IR \@Q était dénombrable, alors IR serait la réunion 
de deux ensembles dénombrables. D’après le résultat de l’exercice 8 de la page 940, 
l’ensemble IR serait alors au plus dénombrable (donc dénombrable car infini). 

Or l’ensemble IR n’est pas dénombrable (cf. exercice 9 de la page 941). 


16.2 1. Un ensemble qui contient une partie dénombrable est évidemment infini. 
Réciproquement, supposons que Æ soit un ensemble infini et construisons une 
suite (än)nen d'éléments de E distincts deux à deux. 

e Comme E est infini, il est non vide, ce qui permet d’y choisir un élément ào. 

e Soit n € IN. Supposons construits ap,...,an des éléments de E distincts deux 
à deux. Comme E est infini, il n’est pas égal à {ao,...,an}, ce qui permet de 
choisir un élément a,+1 € E différent des précédents. 

L'ensemble À = {a, ; n € IN} est alors une partie dénombrable de E. En effet, 


l'application IN —> À est bijective car : 
N + An 


e injective par construction de la suite (ah }neln : 
e surjective par définition de À. 

2. Soit À un ensemble au plus dénombrable et B un ensemble infini. 
Prouvons que À U B est en bijection avec B. Quitte à changer À en À = A\B, 
on peut supposer que À et B sont disjoints. 
D'après la première question, il existe une partie © € B dénombrable. Alors, 
d’après la deuxième question de l’exercice 8 de la page 940, l’ensemble À UC est 
au plus dénombrable, donc dénombrable car infini. 


Les deux ensembles € et AU C' étant dénombrables, on peut considérer une 
bijection w : © — AU C. Prolongeons l’application © à B tout entier de la 
manière suivante : 
dv: B —> AUB 
p(x) si xecC 
RE { zæ si xeB\C 


et prouvons que 4 est une bijection de B vers AU B. 
Pour cela, constatons que l’application : 


y: AUB — B 


. p l(x) si æe AUC 
“ si ce B\(AUC) 


vérifie : 
yov=ldg et d o7y= Ida, 


donc # et 7 sont bijectives et réciproques l’une de l’autre. 
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16.3 + Montrons que Po(IN) = {SG} U U P(Lr]). 


* Pour tout n € IN, puisque toute partie de [0, n] est une partie finie de IN, on 
a P([0,n]) € Po(iN). D'où l'inclusion : 


U] P(I0,n]) € Po(IN) et done {2} U (J P(I0,»]) € Po(iIN). 
neIN neN 
* Réciproquement, si À est une partie finie non vide de IN, alors en notant m 
le plus grand élément de À, on a À C [0m], ie. A€ P([0. m]). D'où 
l'inclusion : 
Po(IN) € {2} U (J P(I0, 1). 
neIN 
e Puisque les ensembles P([0. n]) sont finis, le résultat de l’exercice 8 assure que 
l’ensemble PS(IN) est au plus dénombrable. Comme c’est un ensemble infini, il est 
dénombrable. 


16.4 1. Il est clair que À contient Q puisque tout nombre rationnel q est racine du 
polynôme à coefficients rationnels X — q. Comme Q est infini, À l’est aussi. 


2.(a) Soit n € IN. Se donner un élément P = 5 a; XF de Q,[X] revient à se don- 


k=0 
ner la (n+1)-liste (ao,..….,an) € Q"*} de ses coefficients. 
Plus formellement, l’application : D = Du] est une bi- 
ladesos) = SGEN 


k=0 
jection. Comme @ est dénombrable, l'ensemble Q"*} l’est aussi (comme pro- 
duit cartésien fini d’ensembles dénombrables). Par suite, Q,[X] est dénom- 
brable. 
(b) On a Q[X] = U Q,[X]. Ainsi, QIX] est une réunion dénombrable d’en- 
nEIN 
sembles dénombrables. Le résultat de l’exercice 8 de la page 940 nous assure 
alors que QÏX] est dénombrable. 
3. Notons 7 l'application qui à P € Q[X] associe l’ensemble de ses racines réelles : 
y: QIX] — PR) 
P + {melR|P(x) =0}. 


On a alors A = U y(P): 
PEQ[X]\{0} 

On sait qu’un polynôme non nul possède un nombre fini de racines : tous les 
ensembles y(P), pour P € QÏX]\ {0}, sont donc finis. L'ensemble À est donc 
une réunion dénombrable d’ensembles finis. D’après le résultat de l’exercice 8 de 
la page 940, À est au plus dénombrable. 
Comme de plus À est infini, il est dénombrable. 

4. Comme l’ensemble À des nombres algébriques est dénombrable et que IR ne l’est 
pas (cf. exercice 9 de la page 941), l'inclusion À C IR est stricte. Autrement dit, 
l’ensemble IR\.A des nombres transcendants n’est pas vide (et il est même infini). 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


EXeÉCICES : Se de Loue de es ne de + à eo de 


Espaces probabilises 


Introduction informelle 


En première année ont été manipulées des probabilités sur des univers finis. 
L'objectif du cours de deuxième année est d’étendre ces notions aux univers 
quelconques (et donc éventuellement infinis). 

Cette introduction informelle vise à motiver les deux principales nouveautés 
par rapport au cours de première année : 


e la propriété d’additivité dénombrable va venir remplacer la propriété d’ad- 
ditivité finie ; 

e l’ensemble des événements ne sera plus systématiquement P(Q) comme 
dans le cas fini, mais pourra en être un sous-ensemble strict (appelé tribu) 
respectant quelques propriétés. 


1 Deux exemples d’univers infinis 


Parmi les expériences aléatoires menant naturellement à envisager des univers 
infinis, considérons les deux suivantes qui vont permettre d'illustrer : 
e pour la première, la propriété d’additivité dénombrable ; 


e pour la seconde, la notion de tribu. 
Dans la suite de cette introduction, on suppose disposer d’une pièce de mon- 
naie, éventuellement truquée ; on note p € |0,1[ la probabilité d'obtenir pile. 


Premier exemple : obtention du premier pile 

On lance la pièce de monnaie jusqu’à l’obtention du premier pile et l’on s’in- 
téresse au nombre de lancers effectués ; l’univers naturellement associé à cette 
expérience aléatoire est (Q — IN*. 


Second exemple : jeu de pile ou face infini 

Deux joueurs jouent à pile ou face, l’un pariant systématiquement sur pile et 
l’autre sur face. À chaque lancer, le perdant donne 1 euro au gagnant. 

Les joueurs partent avec chacun une somme d’argent initiale et la partie s’ar- 
rête dès que l’un des deux joueurs est ruiné. 


Représentons pile par 0 et face par 1. Le déroulement d’une partie peut être 
décrit par la liste des résultats des lancers, c’est-à-dire, si l’on note n la lon- 
gueur de la partie, par un élément de {0,1}. Il est cependant impossible de 
prendre {0,1}” comme univers, car la longueur n de la partie est aléatoire et 
l’on ne peut pas la prévoir à l’avance, ni la majorer. Il faut a priori s'attendre à 
observer des parties arbitrairement longues... et à ce stade du raisonnement, 
rien ne nous assure qu’une partie se termine toujours en un nombre fini de 
coups. 
Pour surmonter cette difficulté, on envisage une expérience aléatoire beaucoup 
plus abstraite : celle où la pièce est lancée une infinité de fois. L'univers choisi 
est alors : 

Q = {0,1}N, 
chaque élément (z»)hen* de ® étant la suite des résultats des lancers succes- 
sifs : pour tout n € IN*, x, est le résultat du n-ième lancer. 


Univers dénombrable / non dénombrable 
Les deux univers IN* et {0,1}N° sont tous les deux infinis. Une différence 


fondamentale les distingue néanmoins : l’univers IN* est dénombrable alors 
que {0,1}N° ne l’est pas (cf. exercice 9 de la page 941). 


2 Propriété d’additivité dénombrable 

Rappel de première année : cas d’un univers fini 

Dans le cas où l’univers Q est fini, se donner une probabilité P sur Q revient 
à définir P sur les événements élémentaires (1.e. les singletons) ; en effet, si 


l’on connaît tous les P({x}) pour x € Q, puisque tout événement À € P(Q) 
est fini, la propriété d’additivité donne : 


P(A) = >, P({x}). (x) 


xzEAÀ 


Renforcement de l’additivité < finie > en additivité dénombrable 

Si l’on se contente de définir une probabilité P par ses valeurs sur les singletons, 
alors la propriété d’additivité précédente ne permet de calculer P(A) que pour 
des parties À finies. Or, si l’univers Q est infini, il existe bien évidemment des 
parties À € P(Q) qui sont infinies. 

Dans le cas où l’univers ( est dénombrable, on règle ce problème en imposant 
à P la propriété d’additivité plus forte suivante, appelée additivité dénom- 
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brable : si (Ay)nen est une suite d'événements deux à deux incompatibles, 
alors la série 3! P(A,) converge et l’on a : 


( U 4) ë PA). 


nEIN n=0 


Cette propriété d’additivité dénombrable rend la relation (x) valable pour 
toute partie À dénombrable. 
Exemple Considérons l’expérience de l’obtention du premier pile. Il est naturel de 


commencer par définir P sur les événements élémentaires. En effet, pour tout k € IN*, 
on convient facilement que l’événement : 


{k} : «on a effectué k lancers » 
a pour probabilité : 
P({k}) =p(i-p. 
Puisque Q = IN* est dénombrable, la propriété d’additivité dénombrable permet alors 


de calculer la probabilité de tout événement À C P(Q). 
Par exemple, si l’on considère l’événement : 


A : «on a effectué un nombre pair de lancers », 
alors on a A —2IN*— |) {2k} et donc, par additivité dénombrable : 
kEIN* 


_& NS ns 00 dd 
P(A)= 3 P({2k})= 3 p(1 D) | 1-(-p} 2-p 
k=1 k=1 


3 Le cas non dénombrable reste problématique 


La propriété d’additivité dénombrable permet de traiter complètement le cas 
où ( est dénombrable, mais la situation où ( n’est pas dénombrable reste 
problématique. 

En effet, si ( n’est pas dénombrable, la connaissance des P({x}) pour x € Q 
ne permet d'obtenir P(A) que pour des parties À € P(Q) au plus dénom- 


brables, ce qui représente une infime partie de P(Q). 
Or, il est illusoire d’espérer qu'il soit suffisant de ne travailler qu'avec des 
parties au plus dénombrables. Pour s’en convaincre, considérons l’exemple du 
jeu de pile ou face infini, modélisé par l’univers non dénombrable 

Q = {0,1}N7. 
Un élément de Q est une suite infinie de 0 et de 1 (formée des résultats succes- 
sifs de l’infinité de lancers réalisés) ; on convient facilement qu’un tel élément 
isolé de ( est observé avec probabilité nulle. Par additivité dénombrable, il 
s'ensuit que toute partie au plus dénombrable est de probabilité nulle. 
Donc, si l’on souhaite munir Q d’une probabilité P modélisant le jeu de pile 
ou face infini, c’est essentiellement le comportement de P sur des parties non 
dénombrables de Q qui nous intéresse. 
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Construire une telle probabilité se révèle être un problème délicat. Sans rentrer 
dans les détails techniques, il a été prouvé! qu’il n’existe pas de probabilité 
définie sur P(Q) tout entier permettant de modéliser le jeu de pile ou face 
infini. 

Une telle probabilité P ne peut donc pas être définie sur P(Q) tout entier 
mais seulement sur un sous-ensemble strict de P(Q) : 


P:A—T[0,1] avec AC P(Q). 


Cela nous contraint à redéfinir la notion d'événement : les événements ne sont 
plus toutes les parties de ( comme dans les cas fini et dénombrable, mais 
seulement les parties de Q® appartenant à A. 

L'ensemble À des événements sera appelé tribu. 

Réfléchissons de manière informelle à ce que peut être la tribu naturellement 
associée au jeu de pile ou face infini. Cela revient à se poser la question sui- 
vante : « quelles parties de Q = {0,1}N° constituent naturellement des événe- 
ments vis-à-vis de cette expérience aléatoire ? ». Il vient naturellement, pour 
tout n € IN*, deux événements, contraires l’un de l’autre, associés au n- 
ième lancer : 


Ph : « pile au n-ième lancer » et Fn : « face au n-ième lancer » 


ou plus formellement : 
Fi = {(ær)kenr enl|æ = 1} et = {(æx)kenr enlz = 0}. 


À partir des ces événements « simples », il est naturel d'envisager des réunions, 
des intersections, des passages à l'événement contraire. Aïnsi, l'événement : 


FE : « pile aux deux premiers lancers et face au quatrième lancer » 


s'écrit : 
EP PF 


tandis que l’événement : 
FE: : « les trois premiers lancers donnent le même résultat » 


s'écrit : 
Ê= (NN PNP)U(FN BEN BE). 


1. la preuve de ce résultat dépasse largement le cadre de ce livre 
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Chapitre 17. Espaces probabilisés 


| Généralités 
1 Espace probabilisable 
éfinition 1 
Soit Q@ un ensemble. Une tribu sur Q est une partie À de P(Q) vérifiant : 
(i) AE À; 
(ii) pour tout A€ A,ona Q\AE A; 


(iii) pour tout suite (A»)nem d'éléments de À, on a (J Ah € À. 
neEIN 


Reformulation Une tribu est donc une partie de P(Q) contenant Q, stable 
par passage au complémentaire et par réunion dénombrable. 


Remarque Une tribu est aussi appelée une © -algèbre, d’où la notation A 
généralement utilisée. 


éfinition 2 
Lorsque l’on a muni un ensemble Q d’une tribu À, l’ensemble Q est appelé 


univers et les éléments de À sont appelés les événements. 


Terminologie 
1. Le couple (Q,.4) est appelé espace probabilisable. 


2. Si À est un événement, son complémentaire, (\ A, est appelé événement 
contraire de À. Il est parfois noté À (ne pas confondre avec la notion 
d’adhérence d’une partie d’un espace vectoriel normé). 


Ainsi, la propriété de stabilité par passage au complémentaire est aussi 
appelée propriété de stabilité par passage à l’événement contraire : 


VAE A Àé A. 


3. On dit que deux événements À et B sont incompatibles s'ils sont 
doints, £.e. s'ils vérifient AN B = gG. 


Exemples Soit Q un ensemble. 
1. L'ensemble {9,0} est une tribu, appelée tribu grossière. 


2. L'ensemble P(Q) est une tribu, appelée tribu complète. 
3. Pour tout À C , l’ensemble {S, À, À, Q} est une tribu, appelée tribu associée à 


l'événement A. C’est la plus petite tribu contenant À. 
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| Généralités 
roposition 1 (Propriétés de stabilité d’une tribu) 
Soit À une tribu sur un ensemble Q. On a les propriétés suivantes : 


() SeA 


(ii) stabilité par intersection dénombrable : 


V(An)nen € AN (4€ 4; 
nEIN 


(iii) stabilité par réunion finie et intersection finie : 
V(A1,...,4n)€E AT AU: -UA,EA et AiN---N Any € À; 
(iv) stabilité par différence : 


V(AB)e A A\BEA. 


Démonstration page 970 


Exemple Soit Q un ensemble muni d’une tribu À, et À et B deux événements. 
Les propriétés de stabilité de la tribu À assurent que : 


C' : « parmi les événements À et B, un et un seul est réalisé » 
est un événement. En effet, C se reformule ainsi : 
« À est réalisé et B ne l’est pas, ou alors B est réalisé et À ne l’est pas ». 


et s'écrit de manière plus formelle : 


C=(ANB)Uu(ANB). 


p.970] Exercice 1 Suite de la discussion informelle de la page 955. 


Supposons que l’on dispose d’un espace probabilisable (Q,.4) permettant de modéli- 
ser le jeu de pile ou face infini, de telle sorte à pouvoir considérer, pour tout n € IN*, 
les événements : 


Py : « pile au n-ième lancer » et F, : « face au n-ième lancer ». 
1. Justifier que l’on définit des événements en posant : 
A : « on obtient au moins un pile» et B : «on n'obtient que des faces » 


2.(a) Justifier que, pour tout k € IN*, on définit un événement en posant : 
C% : « on n'obtient que des piles à partir du k-ième lancer ». 
(b) En déduire que l’on définit un événement en posant : 


C' : « on n'obtient que des piles à partir d’un certain rang ». 
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Exercice 2 (Approfondissement) 


Soit ( un ensemble muni d’une tribu À et (A»)hen une suite d'événements. 
On s'intéresse à : 


B : « parmi les événements de la suite (A, )ne 
seul un nombre fini se réalisent » 


De manière ensembliste, B est la partie de Q constituée des éléments w € Q qui 
n’appartiennent qu’à un nombre fini (éventuellement nul) de A,. 


1. Soit w € (. Justifier que w € B si, et seulement s’il existe un rang p € IN tel 
que : 
VneIN n>p—wE€ À. (x) 


2. Obtenir une expression de B à l’aide des À, et en déduire que B est un évé- 
nement (1e. BE À). 


3. En déduire que : 
C' : « parmi les événements de la suite (A, ren, une infinité se réalisent » 


est également un événement et donner une expression de C' à l’aide des 4, . 


Exercice 3 (Approfondissement) 
Soit ( un ensemble muni d’une tribu A et (A»)hen une suite d'événements. 


Montrer que l’on définit un événement en posant : 


D : « tous les événements de la suite (A, )hen se réalisent 
sauf un nombre fini ». 


2 Espace probabilisé 


éfinition 3 
Soit ® un ensemble muni d’une tribu A. On appelle probabilité sur (Q, 4) 
toute application P : A — [0,1] telle que : 


(Gi) P(Q) =1; 
(ii) additivité dénombrable : si (A»)hen est une suite d'événements 
deux à deux incompatibles, alors la série 5 P(4,) converge et l’on a : 


1 U 4) - ” (An). 


nEIN n=0 


Le triplet (Q,.4,P) est alors appelé espace probabilisé. 
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1 Généralités 


Remarque culturelle 


La propriété d’additivité dénombrable est également appelée « &-additivité ». 


Remarque Dans la propriété d’additivité dénombrable de la définition ci- 


dessus, l'événement (J 4, ne dépend pas de l’ordre dans lequel sont énumé- 
nelIN 


rés les éléments de la suite (A»)nemn: Ainsi une conséquence de la propriété 


+00 

d’additivité dénombrable est que la valeur de la somme Y° P(4,) ne dépend 
n=0 

pas de l’ordre d’énumération. 


roposition 2 (Propriétés de calcul des probabilités) 
Dans tout espace probabilisé (Q, 4, P) on a les propriétés suivantes : 


1. P(S) =0; 


2. additivité finie : si A:,...,A4, sont des événements deux à deux in- 
compatibles, alors : 


P(AiU---U 4x) = P(A1) +: + P(An) ; 


3. si À et B sont deux événements vérifiant B € À, alors : 


P(A \ B) = P(A) — P(B) ; 


4. croissance : si deux événements À et B vérifient B € À, alors : 


P(4) < F(B) ; 


5. pour tout événement À, on a P(A) =1—P(A); 
6. étant donné deux événements À et B, on a : 


P(AUB)=P(A)+P(B) -P(ANB). 


Démonstration page 971 


Remarque La propriété d’additivité finie nous assure de la cohérence avec 
la définition donnée en première année pour une probabilité sur un univers 
fini. Remarquons au passage que, sur un univers fini, la propriété d’additi- 
vité dénombrable n’est que de l’additivité finie « déguisée » car pour qu’une 
suite (Ah )nen soit composée d'événements deux à deux incompatibles, il est 
nécessaire que les À, soient tous égaux à & sauf éventuellement un nombre 
fini d’entre eux. 
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roposition 3 (Continuité monotone) 
Soit (Q, 4, P) un espace probabilisé. 
1. Continuité croissante 
Pour toute suite croissante d'événements (A, )»em, c’est-à-dire vérifiant : 


Vne IN A4, C Au, 


on à #( U 4) — Jim P(Ax). 


ne N—+00 


2. Continuité décroissante 
Pour toute suite décroissante d'événements (A, )hen, c’est-à-dire vérifiant : 


Vn E IN An1 C A, 


on à P( M 4) = lim P(An). 
nEIN N—+00 


Principe de démonstration. Pour le premier point, construire, à l'aide de la suite (An)nen, 


une suite d'événements deux à deux incompatibles dont la réunion est U An. 
nEeIN 


La seconde propriété se déduit de la première. Démonstration page 972 


p.973] Exercice 4 Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et (4, ),en une suite d'événements. 


Montrer que : 


n—=0 neElN 
N 
(A4) (N a) 


roposition 4 (Sous-additivité) 
(i) Cas fini. Si (A1,..., An) est une famille finie d'événements, alors : 


P(AU--.U An) < P(A;) +... + P(An). 


(ii) Cas dénombrable. Soit (Ah )nen une suite d'événements telle que la 
série > P(4,) converge. On a : 


#( U 4) < > P(A,). 


nEIN n=0 


Principe de démonstration. Démonstration page 974 


e Le cas fini se prouve comme déjà vu en première année dans le cas d'un univers fini. 
e Le cas dénombrable se déduit du cas fini par continuité croissante. 
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Il Conditionnement 


Terminologie 
L’inégalité de sous-additivité est également appelée inégalité de Boole. 


Evénements presque sûrs, événements négligeables 


P) un espace probabilisé, et À un événement. 


i P(A) = 1, on dit que À est presque sûr ou presque certain. 


i P(A) = 0, on dit que À est négligeable ou presque impossible. 


Exemple Dans tout espace probabilisé (Q,.4,P), l'événement Q est presque certain 
et l'événement © est négligeable. 


p.975| Exercice 5 Soit À et B deux événements d’un même espace probabilisé. 


1. Montrer que si B est presque sûr, alors P(AN B) = P(4). 
2. Montrer que si B est négligeable, alors P(AU B) = P(A). 


orollaire 5 
Toute réunion au plus dénombrable d'événements négligeables est encore 


négligeable. 
Principe de démonstration. Démonstration page 975 
Traiter le cas d'une famille finie (A1,..., An), puis celui d'une suite (A, )1en. 


II Conditionnement 


Cette section généralise aux univers quelconques les notions de conditionne- 
ment déjà vues en première année. La seule vraie nouveauté concerne les sys- 
tèmes complets d'événements et la formule des probabilités totales, puisque 
sont considérées des familles dénombrables d'événements. 


1  Probabilité conditionnelle 


éfinition 5 
Soit À et B deux événements, avec P(B) Z 0. On appelle probabilité 
conditionnelle de À sachant B, et l’on note P(A | B), le réel : 

P(AN B) 


ESS + 
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roposition 6 

Soit B un événement de probabilité non nulle. L'application : 
A —> [0,1] 
A > P(4]B) 


est une probabilité. On la note PZ et on l’appelle probabilité condition- 
nelle à l’événement B. 


Principe de démonstration. Démonstration page 975 


Revenir à la définition d'une probabilité. 


Conséquence En tant que probabilité, Pg vérifie toutes les règles de calcul 
énoncées précédemment (propositions 2, 3 et 4). 


Remarque Pour la probabilité conditionnelle de À sachant B, on note indif- 
féremment P(A | B) ou Pg(À). 


2 Formule des probabilités composées 


héorème 7 (Formule des probabilités composées) 
Soit n > 2. Si A1,..., À, sont n événements vérifiant : 


P(A: N:-..N A1) 0 


alors on à : 


(AA) = P(A1)P(42 | A1) P(43 | Ai N A2): P(An | AN:::N A1) 
k=1 


ce qui s'écrit aussi : 


DE: 


P(Az | AN::. * Ak_1). 


Remarque L'hypothèse P(A; N ::: N 4,1) Æ 0 assure l’existence, pour 
tout k € [2,n], de la probabilité conditionnelle P(Az | AN: 1N Ag). 
En effet, l’inclusion : 


Air Ad a € Aie 


entraîne, par croissance de P, que P(A41N:-:-N 4x 1) £ 0. 


Principe de démonstration. Démonstration page 975 


C'est la même qu’en première année. 
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Il Conditionnement 


3 Formule des probabilités totales 


Cas des familles finies d'événements 


En première année, dans le cadre des univers finis, la notion de système complet 
d'événements ainsi que la formule des probabilité totales ont été vues dans 
le cas des familles finies d'événements. Ces notions s'étendent sans aucune 
difficulté aux univers quelconques. 


éfinition 6 
On appelle système complet fini d'événements toute famille finie d’évé- 
nements (A1,..., An) deux à deux incompatibles dont la réunion vaut Q, 
c’est-à-dire : 
Gi) V(n,p)E[LNT n£p— ANA =; 
N 


(ii) ([J 4 =. 


n=1l 


héorème 8 (Formule des probabilités totales, cas fini) 
Soit (41,..., An) un système complet fini d'événements. 
Pour tout événement B, on a : 


N 
P(B) = 9 P(BNA;). 


n=1l 


Principe de démonstration. Comme en première année. Démonstration page 976 


Extension aux familles dénombrables 


éfinition 7 
On appelle système complet dénombrable d’événements toute suite 
d'événements (A;)nem deux à deux incompatibles dont la réunion vaut Q, 
c’est-à-dire : 


(i) V(n,p) €EIN n£p— ANA =; 


(ii) (J An = 0. 


nEIN 


Terminologie Pour simplifier, nous utiliserons l’expression système com- 
plet d'événements aussi bien pour les systèmes complets finis que pour les 
systèmes complets dénombrables. 
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héorème 9 (Formule des probabilités totales, cas dénombrable) 
Soit (An)nen un système complet d'événements. Pour tout événement B, 
la série 5 P(BN A;) converge et l’on a : 


+00 


P(B) = ÿ P(BNA). 


n=0 


Principe de démonstration. Démonstration page 976 


C'est l'adaptation au cas dénombrable de la preuve faite dans le cas fini. 


Remarque Avec les notations du théorème précédent, si l’on a de plus : 
Vn EIN P(4,) £0, 
alors on peut conditionner par chacun des événements À, : 


VnEIN P(BNAy) = P(B | An) P(A) 


et la formule des probabilités totales donne : 


+00 
P(B) = > P(B| Ar) P(An). (x) 
n=0 


Convention Si P(A,) = 0, alors on convient en général que pour tout évé- 
nement B, on a P(B | A,)P(A») = 0. Cette convention permet d'écrire la 
formule (+) pour tout système complet d'événements (même si celui-ci contient 
des événements négligeables). 

Cette convention est à préciser à chaque fois qu’elle est utilisée. 


Extension au cas d’un système quasi-complet d'événements 


éfinition 8 
Une suite (Ah )hem d'événements deux à deux incompatibles vérifiant : 


+00 
S_ P(4;)=1 
n=0 


est appelé système quasi-complet d'événements. 


Remarques 
1. Par additivité dénombrable, les événements A, étant deux à deux incom- 
+00 
patibles, la condition 32 P(A4,) — 1 équivaut à dire que (J A, est un 
n=0 neEIN 


événement presque sûr. 


2. Tout système complet d'événements est un système quasi-complet d’évé- 
nements, mais la réciproque est fausse. 
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Le résultat suivant étend la formule des probabilités totales aux systèmes 
quasi-complets d'événements. 

roposition 10 

Soit (A»)nen un système quasi-complet d'événements. 


Pour tout événement B, la série 5 P(BN A,) converge et l’on a : 


P(B) = P(BN A). 


n=0 


Principe de démonstration. Démonstration page 976 


Ajouter un événement à la suite (A»)»en pour se ramener à un système complet. 


Remarque En reprenant la convention P(B | A4,)P(A,) = 0 si P(A,) = 0, 
la formule (+) de la page ci-contre reste vraie dans le cas d’un système quasi- 
complet d'événements. 


4 Formule de Bayes 
héorème 11 (Formule de Bayes) 
Soit À et B deux événements de probabilités non nulles. On a : 
P(B | A)P(A) 

P(B) 


P(A]B)= 


Principe de démonstration. Démonstration page 976 


C'est la même qu'en première année. 


Remarque Si B est un événement de probabilité non nulle et si (A; )»em est 
un système complet d'événements, alors on peut combiner la formule de Bayes 
avec la formule des probabilités totales : 

P(B | 4)P(4) 


+00 

> P(B | 43) P(An) 

n=0 

Exercice 6 On étudie une maladie dans une population donnée. La probabilité 


qu'un individu pris au hasard soit atteint est 0,001. Pour cela, on dispose d’un test 
tel que : 


Vie IN PA: |B)= 


e la probabilité d’avoir un test positif lorsque l’on est malade est 0,99 ;: 


e la probabilité d’avoir un test positif lorsque l’on est sain est de 0,02. 


1. Un individu vient d’être testé positif. Quelle est la probabilité qu’il soit sain ? 
On donnera une valeur approchée à 10? près. 


2. Un individu vient d’être testé négatif. Quelle est la probabilité qu’il soit malade ? 


3. Commentaires ? 
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p.977] Exercice 7 Dans une population donnée, on suppose qu’il existe p € ]0, 1] tel que, 


pour tout n € IN, la probabilité qu’une famille ait n enfants soit égale à 


nm 


Pn = (1—p)p". 


On suppose de plus qu’à chaque naissance, il y a équiprobabilité d'obtenir un garçon 
ou une fille. 


Calculer la probabilité qu’une famille ait exactement deux garçons sachant qu’elle 
a exactement deux filles. 


Indication : on sera amené à utiliser la formule des probabilités totales pour calculer 
la probabilité d’avoir deux filles ; on reconnaîtra une série géométrique dérivée deux 
fois. 


II Indépendance 


éfinition 9 
Deux événements À et B sont dits indépendants si : 


P(ANB) = P(A)P(B). 


roposition 12 
Soit À et B deux événements. Si P(B) £ 0, alors les événements À et B 
sont indépendants si, et seulement si, P(A | B) = P(A). 


Démonstration page 979 
éfinition 10 


Des événements A1, ..., À, sont dits deux à deux indépendants si pour 


tout couple (i,j) € [1,n]° tel que à £ j, les événements À; et À; sont 


indépendants. 


Des événements A1,..., 4, sont dits mutuellement indépendants si 
pour toute partie non vide I C [1,n], on a : 


( N Ai) = ][P(4;). 


ic icl 


Terminologie Au lieu de « mutuellement indépendants », on se contente 
parfois, lorsqu'il n’y à pas d’ambiguïté, de dire « indépendants ». 


Remarques 
1. L'indépendance deux à deux et l’indépendance mutuelle ne dépendent pas 
de l’ordre des événements. 


966 


111 Indépendance 


2. Si (41,...,A,) est une famille d'événements deux à deux indépendants, 
alors il en est de même pour toute sous-famille. 


On a la même propriété pour l’indépendance mutuelle. 
Attention 


1. Si des événements A1, ..., À, sont mutuellement indépendants, alors ils 
sont deux à deux indépendants. 


En revanche, la réciproque est fausse (cf. exercice 8). 


2. La seule relation x N Ai) — [[ P(4;) ne dit rien sur l'indépendance! 
i=1 i=1 


Elle peut avoir lieu sans que les événements A1,...,4, soient mutuelle- 
ment indépendants, et même sans qu’ils soient indépendants deux à deux 
(cf. exercice 9). 


p.979] Exercice 8 (L'indépendance deux à deux n’entraîne pas l'indépendance) 


On lance deux fois une pièce, et l’on considère les événements : 
À : « le premier lancer donne pile » B : « le second lancer donne pile » 
C : « les deux lancers donnent le même résultat » 


Montrer que À, B et C' sont deux à deux indépendants mais pas indépendants. 


p.979] Exercice 9 Expliciter trois événements À, B et C vérifiant : 


P(AN BNC) = P(A)P(B)P(C) 


mais qui ne sont pas deux à deux indépendants, et donc pas indépendants. 


p.979] Exercice 10 Soit (A:,...,A,) une famille d'événements mutuellement indépen- 
dants. Montrer que les trois familles suivantes sont formées d'événements mutuelle- 


ment indépendants : 


(A5, 42, 4,) (A1 N A2, 43,..., An), et (A1 U A2, 43,..., A»). 


Extension au cas d’une suite d'événements 
La notion d’indépendance deux à deux s’étend naturellement au cas d’une 
famille dénombrable. On étend également la notion d'indépendance mutuelle 
par la définition suivante : 
éfinition 12 
On dit que les événements d’une suite (4, )»eN sont mutuellement indé- 
pendants si pour toute partie finie non vide 1 € IN, la famille finie (A;);er 


est constituée d'événements mutuellement indépendants. 
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IV Probabilités sur un univers au plus dénombrable 


Lorsque l’univers ( est fini ou dénombrable, on le munit généralement de la 
tribu complète P(Q) (autrement dit, toute partie de Q est un événement). 


Une probabilité P sur (Q,P(Q)) est alors entièrement déterminée par son 


comportement sur les événements élémentaires (1.e. les singletons). 
En effet, si À est un événement (i.e. une partie de Q), alors À est au plus 
dénombrable et l'écriture de À comme « réunion disjointe des ses singletons » : 


A= {a} 
a€ A 
entraîne, par propriété d’additivité dénombrable de P, que : 
P(4) = > P({a}). 
acA 
1 Cas d’un univers fini 


Soit ( un univers fini; en notant N = card(Q), on peut écrire Q sous la 
forme : 


= {w1,...,wn} 
Le résultat suivant a déjà été vu en première année : 
roposition 13 
N 
Si (p1,...,pn) est une famille de réels positifs vérifiant 5 p, = 1, alors il 


n=1l 


existe une unique probabilité P sur (Q, P(Q)) telle que : 


Vne Ti, N] P({uwn}) = pn. 


2 Cas d'un univers dénombrable 


Soit ( un univers dénombrable. 
Notons w, les éléments deux à deux distincts de © : 


Q = {w,; nEeIN}. 
roposition 14 
+00 
Si (Pn)nen est une suite de réels positifs vérifiant 9 p, = 1, alors il existe 


n=0 


une unique probabilité P sur (Q, P(Q)) telle que : 


Vn EeIN P({wn}) = Pn. 


Démonstration (non exigible) page 981 
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Exercice 11 


1. Justifier qu’il existe une unique probabilité P sur (IN, P(IN)) vérifiant : 


VnEIN P({n}) = ET 


2. On note À l’ensemble des nombres pairs. Calculer P(A). 
On admettra qu'il existe une constante 7 telle que : 


4 
k=1 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Proposition 1 


(à) Comme ( € À, on a, par stabilité par passage à l'événement contraire, S = ( € A. 
(ii) Soit (A, )nen une suite d'éléments de À. On a: 
[Y 4 = Ü 4. () 
nEIN neIN 


Par stabilité par passage à l'événement contraire, chaque À, appartient à À. 


Par stabilité par réunion dénombrable, on a alors (J À, € A. Enfin, d'après la rela- 
nEIN 


tion (x) et à nouveau par stabilité par passage à l'événement contraire, on obtient : 


\ 42 € A. 


nEIN 


(iii) Soit A:,..., 4, des éléments de A. 
e Posons Azx = @ pour k > n +1. On a, par stabilité par réunion dénombrable : 


[J AE A c'est-à-dire A1 U--:U A4, € A. 
kEIN* 
e Posons Az = Q pour k > n+1.On a, par stabilité par intersection dénombrable : 
(\ AE A c'est-à-dire A1N:-:1N An € À. 
kEIN* 


(iv) Il suffit d'écrire A\ B = ANB et d'utiliser la stabilité par passage à l'événement 


contraire (qui assure que B € A) puis par intersection finie. 


Exercice 1 


1. e On peut écrire À ainsi : 


A = U P,. 


neEIN* 


Comme les P,, pour n € IN*, sont des événements, À en est un également. 


e Puisque B — A, comme À est un événement, B en est un également. 


Remarque Pour justifier que B est un événement, on peut aussi écrire : 


B = M he 


neEIN* 
2.(a) Le fait que C% soit un événement est garanti par le fait que Cx — Q P;: 
nZz 


(b) Constatons que C' = |] C%. Comme les C4, pour k € IN*, sont des événe- 
kEIN* 


ments, il en est de même pour C. 
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Exercice 2 


1. e Sipe IN vérifie la propriété (x), alors w n'appartient qu'à un nombre fini 
de À, car pour avoir w € À, il est nécessaire d’avoir n € [0,p — 1]. 
e Réciproquement, si w n'appartient qu'à un nombre fini de À, , alors l’en- 


semble : 
{nEIN we 4,} 


est une partie finie de IN, donc est majoré; n'importe lequel de ses majorants 
vérifie alors la propriété (x). 
2. Considérons l’ensemble : 


E,={wenl|vnelnN n>p—w€ Ah}, 
c'est-à-dire E, = (A An. 

n2p 
D’après la question précédente, on a : 


(WEB) (HEIN w € Ep). 


On a donc B = |) E,, ce qui mène à l’expression suivante de B : 


8=U(NX). 


pEIN ‘n>p 
Les propriétés de stabilité de À assurent alors que B € A. 


3. On constate que C' n’est rien d’autre que B. Donc, par stabilité par passage à 
l'événement contraire, on a © € À. 
En passant à l’événement contraire dans l’expression de B, on obtient : 


c-N(UA) 


pEN ‘n2>p 


Exercice 3 
On peut exprimer D ainsi : 


« parmi les événements de la suite ( A, }hen, seuls un nombre fini se réalisent ». 
On est alors ramené à la première question de l’exercice 2 et l’on obtient l’expression 


suivante pour D : 
D=U(N4) 


pEIN ‘n>p 
Les propriétés de stabilité de À assurent alors que D € À. 
Proposition 2 


1. Pourtout n € IN, posons À, = &. La suite (A, ),en est une suite d'événements deux 
à deux incompatibles, donc, par additivité dénombrable, la série 3: P(A4,) converge. 
Comme on a P(4,) = P(S) pour tout n E IN, cela impose que P(S) = 0. 
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2. Soit A:,...,A, des événements deux à deux incompatibles. Pour tout 4 > n +1, 
posons Ax — S. Puisque (A, ),em* est une suite d'événements deux à deux incom- 
patibles, on a par additivité dénombrable : 


+00 
P( U a,) = S P(Ax) c'est-à-dire P(A1U---UA,) = P(A1)+-:-+P(4n). 
nEIN* n=1l 


3. Soit À et B deux événements vérifiant B C A. On a alors A = BU (A \B). 
L'ensemble À \ B est un événement, comme différence de deux événements. 
Comme la réunion est disjointe, on a par additivité finie : 


P(A) = P(B) +P(4\B) c'est-à-dire P(A\ B) = P(A) — P(B). 
4. Supposons B C A. Puisque P(A \ B) > 0, la propriété P(A \ B) = P(A) — P(B) 
impose P(B) < P(A). 
5. Soit À un événement. Comme Q est la réunion disjointe de À et À, on a, par 
additivité finie : 
P(A)=P(4A)+P(A) c'est-à-dire  P(A)=1-—P(A). 


6. Soit À et B deux événements. L'événement A U B est la réunion disjointe des 
événements : 


A et B\(ANB) 
donc, par additivité finie : 
P(AU B) = P(4) +P(B\(ANB)). 
En utilisant la propriété 3, on obtient alors la formule souhaitée : 
P(AU B) = P(A) +P(B) - P(ANB). 
Proposition 3 
1. Soit (A,),en une suite croissante d'événements. Définissons la suite (B, )»en par : 
Bo = Ao et Vnzel Bi=A,\A; 


Pour tout n € IN*, comme 4,,_1 C A,, on a P(B,) = P(A,) — P(A,-_1). 
La suite (B,)1en est alors une suite d'événements deux à deux incompatibles véri- 


fiant : 
és U4: 


nEIN neIN 


Par additivité dénombrable, on obtient la convergence de la série 3° P(B;) ainsi que : 


r(U4) =r( U 5,) = Sr) 


nEIN 


Cette formule donne le résultat souhaité via le calcul suivant : 
N N 
D P(Bn) = P(Ao) + Ÿ_ (P(An) — P(45-1)) = P(AN) 
n=0 n=1 

et par passage à la limite lorsque N tend vers +co. 
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2. Soit (A,)h»en une suite décroissante d'événements. Alors la suite ( A, )1en est une 
suite croissante d'événements. La première propriété déjà démontrée donne alors : 


neElN 
ou encore : 
= r( Ux) =1- lim P(An) 


Cela donne la formule souhaitée puisque : 
e d'une part : 


M Ai= (JA et donc rÉN4)=1-r( 0): 


nEIN neIN 


e d'autre part : 


Exercice 4 


nm 
e Pour tout n € IN, posons B; — |J Az. La suite (B,)hen est alors une suite 
k=0 
croissante d'événements, pour laquelle la propriété de continuité monotone donne : 


li P(B — P BP, |: 
im, PB») (U ) 


Cela donne le résultat souhaité puisque : 


[| B= U 4 et Bn = | J 4x. 


nElN nEN n=0 


nm 
e + Première méthode. Posons, pour tout n € IN, B, = (A Ax. La suite (B,)nen 
k=0 
est alors une suite décroissante d'événements, pour laquelle la propriété de 
continuité décroissante donne : 


Gin PB) = (D 8). 


Cela donne le résultat souhaité puisque : 


N 
(re (\ 42 et Bn = () An. 


nEIN nElN n=0 


* Deuxième méthode. 
En appliquant la première limite obtenue à la suite ( 


Àn 
UT) .r(Ux) 


nEIN 


InEN ; On à : 
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Comme de plus : 


UÆR- NA «+ Ur-14 


ne[0,N] ne[0,N] nEIN neEIN 


la limite ci-dessus se réécrit : 
N 
1—P _ 
(Qa) sn t-r(N 4) 
n=0 nEIN 
et donc : 


(14.) nr N An). 


nEIN 
Proposition 4 
e Cas fini. Prouvons-le par récurrence que pour tout N € IN. 


* _Initialisation. La propriété (H:) est évidemment vraie. La propriété (A2), quant 
à elle, a déjà été vue précédemment : 


P(A: U A2) = P(A1) + P(A42) — P(A1 N 42) < P(A1) + P(A42). 
| 
>0 
* _ Hérédité. Soit N € IN*. Supposons (Hxw) vraie et montrons (Hw+1). Écrivons : 


N+1 N 
U 4» = Any U (JA. 
n=1 n 


—] 


En appliquant successivement les propriétés (A2) puis (Hw), on obtient (Hn+1) : 


PU) <P(Ays4) +P( U a.) d'après (H2) 


n=1 
N N+1 
<P(Aw+1)+ 9 P(An)= D P(An). d'après (Hn) 
n=1 n=1 


e Cas dénombrable. Par propriété de continuité croissante appliquée à la suite croissante 


N 
U A» ,ona: 
—0 NEIN 


r(Ua.) nr U 41) 


neEIN 


d'événements ( 


De plus, comme la série S'P(4,) converge, on a : 

N —+oo 
S_P(Ar) — P(A»). 
n=0 = 


N—+c 


Donc, l'inégalité souhaitée s'obtient par passage à la limite dans l'inégalité (Hx) 
quand N — +6. 
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Exercice 5 On sait que : 
P(AU B) = P(A) +P(B) - P(ANB). (x) 


1. Supposons que B soit presque sûr, te. P(B) = 1. Comme P(B) = 1, l’inclu- 
sion BC AUB assure, par propriété de croissance de P, que P(AU B) = 1. 
L'égalité (x) devient donc : 


1=P(A)+1-P(ANB), et donc P(AN B) = P(À). 
2. Supposons B négligeable, 1.e. P(B) = 0. Comme AN BC B, la croissance de P 
donne P(AN B) = 0. L'égalité (x) donne donc : 
P(AUB)=P(A)+0-—0, £e P(AUB)=P(À). 


Corollaire 5 
e Cas fini. Si A:,..., An sont des événements négligeables, alors on a, par sous- 
additivité : 


e Cas dénombrable. Si (A,,),en est une suite d'événements négligeables, alors on a, 
par sous-additivité : 


Ua) <Sra-0 


nElN 


Proposition 6 
e Comme P est à valeurs dans [0,1], PZ est aussi à valeurs dans [0,1]. 
P(ANB P(B 
e On a Pa(0) = EE = po =! 
e Soit (A;,)hen une suite d'événements deux à deux incompatibles. 
La suite (4, N Bhen est également une suite d'événements deux à deux incompa- 
tibles, donc, par additivité dénombrable : 


r( U (402) =Sruns, (x) 


nEIN 


Puisque (J (4, N B) = ( U An) NB, on obtient, en divisant la relation (x) 
nEIN nEIN 


par P(B), la propriété d'additivité dénombrable cherchée : 


Pa( U a,) = D Pota.) 


nEIN 


Théorème 7 Pour k€ [2,n], on a: 


P(A NN Ax) 


FAT REReNee 
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En faisant le produit pour k € [2,n], on voit apparaître un produit télescopique : 


P(ANn---NA, 
[EPA An 4e) = ÉD. 
=2 


k 
En multipliant par P(A:) de part et d'autre, on obtient la formule souhaitée. 


N N 
Théorème 8 Soit B un événement. Comme |J 4, = Q,ona B= ([J(BNA,). 
n=1l n=1 
Comme les événements A:,..., An sont deux à deux incompatibles, il en est de même 
pour les événements B N A:,..., BN An. Donc, par additivité finie : 


P(B)= 9 P(BNA). 


n=1 


Théorème 9 Soit B un événement. Comme {(J A, =Q,ona B= (J (BNA,). 
nEIN nEIN 


Comme les événements de la suite (A, ),em sont deux à deux incompatibles, il en est de 
même pour les événements de la suite (BN A»)ren. Donc, par additivité dénombrable : 


P(B) = 5 P(BN A). 


Proposition 10 Notons C —  |J A,. Alors, en ajoutant l'événement C à la 
nelN 


suite (A; )nen, on obtient un système complet d'événements, qui nous permet d'écrire 
la formule des probabilités totales vue précédemment : pour tout événement B, on a: 
—+oo 
P(B)=P(BNC)+3 P(BN A). 
n=0 


Comme (A, )nen est un système quasi-complet d'événements, l'événement {J À, est 
neIN 


presque sûr, donc son événement contraire C est négligeable. Comme BNCCC,ona 
par croissance P(B NC) = 0 et donc : 


P(B) = ” P(BN A). 


Théorème 11 Comme P(A) £ 0 et P(B) Z 0, on peut écrire les probabilités condition- 
nelles : 
P(ANB) 
P(B) 
et donc on obtient P(AN B) de deux façons : 


P(ANB)=P(A|B)P(B) =P(B | A)P(4). 


P(ANB) 


P(A | B) = PA 


et  P(B|A)= 


La formule de Bayes s'obtient alors en divisant la dernière égalité par P(B) # 0. 
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Exercice 6 Concernant un individu donné, introduisons les événements suivants, per- 
mettant de formaliser le problème : 


M : « l'individu est malade » et P : « le test est positif ». 
L’énoncé nous donne : 
P(M) = 0,001,  P(P|M)=0,99 et  P(P|M)=— 0,02. 
1. On cherche P(M | P). La formule de Bayes nous donne : 


Por je) = FE NPC) TE ), 


Sur les trois termes apparaissant dans le membre de droite, seul P(P) n’est pas 
encore connu. Pour l’obtenir, utilisons la formule des probabilités totales avec le 
système complet d'événements (M, M) : 


P(P)=PPNM)+P(PNM) 


= P(P| M)P(M)+P(P | M)P(M) 
— 0,99 x 0,001 + 0,02 x 0,999. 


La probabilité cherchée vaut finalement, 


0,02 x 0,999 


A 
CAPES 0,99 x 0,001 + 0,02 x 0,999 


Une valeur approchée à deux chiffres significatifs pour P(M | P) est 0,95. 
2. On cherche P(M | P). La formule de Bayes donne : 


pou |) Ê@IM)ECM D — 1h 


Tous les termes du membre de droite sont connus : 


P(P|M)=1-P(P|M)= 0,01; P(M) = 0,001 et P(P) =1-P(P). 
Une valeur approchée à deux chiffres significatifs pour P(M | P) est 1,0 x 1075. 
3. On constate que le test : 

e dans le cas où il est négatif, garantit avec une probabilité très élevée que l’in- 
dividu n’est pas malade : 

e en revanche, dans le cas où il est positif, il commet très majoritairement une 
erreur : c’est ce que l’on appelle les « faux positifs » ; ici, 95% des personnes 
testées positivement sont en fait saines. 


Exercice 7 Concernant une famille donnée, considérons les événements : 
En : « n enfants » ; Gn : { n garçons » et Fh : « n filles » 


On cherche P(G2 | F2). On a : 


P(GNP) 


P(G2| FR) = 
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e D'une part, on constate que Go N F5 = G21N E1, et donc : 
P(G2N P2) = P(G2 0 Ea) = P(G2 | Ea) P(E4). 
Sous l’hypothèse que la famille ait eu 4 enfants, chacun d’entre eux est un garçon 


1 
ou une fille avec probabilité 2? et donc le nombre de garçons suit une loi binomiale 


1 4 1\4 3 
de paramètre (4 :) . On a donc P(G2 | E4) = (.) (3) =3 ce qui donne : 
3 
P(G2 NF) — 8 CE — p)p*. 


e D'autre part, la formule des probabilité totales appliquée avec le système complet 
d'événements (E,)nen donne : 


+00 
P(P) = ÿ P(PN Ex) 


— D» P(F | En) P(En) 


= N P(F|E;)P(E) car P(P | En) = 0 lorsque n < 2. 


Sous l'hypothèse que la famille ait eu n enfants, le nombre de filles suit une loi 


binomiale de paramètre (n, =) . On obtient : 
=) (CG) nr" 
n=2 
LG) SEre-0 (ET 


On reconnaît une série géométrique dérivée deux fois. Plus précisément, par théo- 
rème de dérivation terme à terme appliqué à la série entière ÿ x" de rayon de 
convergence 1, on a : 


Vr e]-1,1| 0 lat? = (=) _ TER 


n=2 


la notation (LE) étant un abus de langage signifiant f/(x) avec f:x+ 


On obtient : 
1—p/p\? 2 2p° (1 —p) 
pose rie) + PE PI 
By) =— (3) (2) (2 — p} 


On peut donc conclure l’exercice en reprenant la formule (0) : 
3 
P(G|P)= ep (C2-p). 
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Proposition 12 Supposons P(B) > 0. On a: 
(A et B indépendants) = P(AN B) = P(A)P(B) 
<= P(A | B)P(B) = P(A)P(B) 
<= P(A | B) = P(4) (car P(B) £ 0). 


Exercice 8 Modélisons cette expérience aléatoire par l’univers : 
GP PL(RE) (EPL) 
muni de la probabilité uniforme. On a alors : 


A={(P.P)(PF)}; B={(P.P)(FP)}; et C={(P.P)(FF)} 
donc P(A) = P(B) = P(C) = =. 
e D'une part, on a P(A)P(B) = P(A)P(C) = P(B)P(C) = : ét 


ns as 


ANB=ANC=BNC=({(P,P)} done P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)= 


Les événements À, B et C sont donc deux à deux indépendants. 
e D'autre part, on a AN BNC = ANR, donc : 


1 
P(ANBNC) = 2 Z P(A)P(B)P(C) = = 
donc les événements À, B et C' ne sont pas mutuellement indépendants. 


Exercice 9 L'égalité P(AN BNC) = P(A)P(B)P(C) a lieu si P(C) = 0. 
Il suffit alors de prendre pour À et B deux événements non indépendants pour 
obtenir l’exemple souhaité. On peut prendre pour À n'importe quel événement de 
probabilité p € ]0,1{, puis B = À et C'= SG. 


Exercice 10 


e Famille (A1, A2,..., An) 
Notons : 
B; — À; et VkE [2,n] By = Ax. 


Il s’agit de prouver l'indépendance de la famille (B:,...,B;). Pour cela donnons- 
nous un ensemble d'indices non vide 1 C [1,n] et montrons que : 


r(Nx) = ][P(:). (x) 
iel iel 
* SiléT, alors l'égalité (x) est vraie par indépendance mutuelle de 42,...,A,. 


* Si 1 = {1}, alors l'égalité (x) est évidente. 
* Supposons que 1 s’écrive 1 = {1}U J avec J C [2,n] non vide. On a : 


NB: = B0 (Bi =(@\ A)n (A: = (Na)\(na) 


iclI ieJ ieJ ieJ iclI 
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et donc, comme J CT: 


e(N2) -r(N4) (na) 


Nous sommes alors en mesure d'utiliser l’indépendance mutuelle des événe- 
ments À1,..., An : 


r(N5) = [ [PA - IT PCA) 


icJ ici 
= (1-—P(4)) [[ PCA) = PCA) [[P(Ai = [[P()). 
ieJ icJ icl 


e Famille (A; N A2, A43,..., An) 
Notons : 
B2 — A; N A et VkE [3,n] Bz — Ax. 


Donnons-nous 1 € [2,n] et prouvons que P( M 5) _ IPG). 
ieI ieI 
* C’est évident si 2 1 par indépendance mutuelle de A3,..., À, et c’est évident 
ie 
* Supposons que Î s’écrive 1 = {2} U J avec J € [3,n] non vide. On a : 


MNBi=(dnAa)nai= ff À 


ie ieJ ie{1,2}UJ 


Par indépendance mutuelle de A:,...,A4,, on obtient : 
P( M 5) I[ rP(4) 
iel ie{1,2}0J 
(P(A1) P(42)) [[P(4:) 


ie J 
= P(B) | [P(:) (indépendance de A1 et A2) 
1EJ 
L II P(Bi) 


e Famille (A: U A2, 43,..., Ah) 
Comme l'indépendance ne dépend pas de l’ordre des événements dans la famille, 
on peut appliquer deux fois le premier résultat de cet exercice et affirmer l’indé- 
pendance mutuelle des événements : 


A1, 42, 43,..., An. 


En appliquant le deuxième résultat, on obtient l’indépendance mutuelle des évé- 
nements : 


An FN An, Aa: A 
En appliquant alors à nouveau le premier, et grâce à l'égalité : 


À; N A2 = A1 U 4, 
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on en déduit l’indépendance mutuelle des événements : 


Au As. Aa. 40 


Proposition 14 
e  Unicité. Montrons qu'une telle probabilité P est entièrement déterminée par les va- 
leurs des p,. Pour cela, donnons-nous un événement À et montrons que P(A) ne 
dépend que des p,. Comme la famille ({w,})nen forme un système complet d'évé- 
nements, la formule des probabilités totales donne : 


+00 sn ( 
1 sie A 
P(4) = ŸP(AN{wn}) = 2; Llun) pr D { 0 sinon 


n=0 
donc P(A) ne dépend que de la valeur des p,. 
e Existence. Montrons que l'application suivante répond au problème : 


P: PA) — IR 
+00 
A 5  Ï la(ws)Pn 


n=0 
* Tout d'abord, l'application est bien définie car, pour tout A € P(Q), comme on a 
Vn EIN O0 < La(wn)Pn < Pn: 


la convergence de la série Sp, entraîne la convergence de la série 9° Law) pr. 
Elle est de plus à valeurs dans [0,1] car pour tout À € P(Q), comme tous les p, 
sont positifs : 


+00 +00 
0 < >. 14 (Wn) Pn < Ÿ_Pn = 1. 
n=0 n=0 


* || est immédiat que : 


+00 +00 
P(Q) = Ÿ_ o(wr) pr = D Pn = 1. 
n=0 n=0 


*  Îl reste à démontrer la propriété d'additivité dénombrable. Commençons par consta- 
ter que P vérifie les propriétés de croissance et d’additivité finie, dont on se servira 
dans la suite du raisonnement : 

x si AC B, alors, comme 14 < 18, on a P(A) < P(B); 
x Si A1,..., 4, sont des événements incompatibles deux à deux, alors on a 


Lau..uA, = La, +: + 1a,, 
ce qui donne, en revenant à la définition de P : 
P(di Ur UA,)=P(A:) +6: +P(4,). 


Soit maintenant (4,),en une suite d'événements deux à deux incompatibles. 


Posons À — U A, et montrons que : 
pe 
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Pour cela, montrons les deux inégalités. 
x Première inégalité. Tout d'abord, pour tout N € IN, on a, par additivité finie 
et croissance : 
N 


Ÿ_P(4,) = r( Ua,) < "(Üa) = P(A). 


p=0 


+00 
Il en découle que la série = P(A,) converge et que ÿ: P(4,) < P(A). 


p=0 
x Seconde inégalité. Soit € > 0. +00 
Par convergence de la série Sp, il existe no tel que >. Pn <E. 
n=no+1l 
Pour un tel no, on a alors : 
no +oo 
P(A) H ÿ LA (un )Dn TT La (wn)Pn 
n=0 n=no+1l 
no +oo 
< >. LA(Wn)Pn IF >» Pn 
n=0 n=no+1l 
no 
< ÿ 14(Wn)Pn + €. (x) 
n=0 


Notons 0, = {wx; k < no}. Comme l'ensemble ANQ,, est fini, on peut 
trouver n tel que : 
ni 
An, € (JA 
p=0 
On a alors, par croissance et additivité finie : 


no ni ni +00 
Ÿ_ La(wn)pn = P(AN no) & P( U 4) = Ÿ P(4,) < D P(4p). 


n=0 
(xx) 
Les inégalités (x) et (xx) donnent alors : 
+00 
P(4) < D _P(4,) +e 
p=0 


Cela étant vrai pour tout £ > 0, on en déduit l'inégalité souhaitée : 


P(A) < SEA) 


+00 
D'où le résultat : P(A) = 5° P(4,). 
p=0 
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Exercice 11 


1. 


1 
(n + 1)(n +2) 
positifs. Pour justifier l’existence et l’unicité de la probabilité P recherchée, il 
suffit, en vertu de la proposition 14 de la page 968, de vérifier que la série > ph 


En notant Ph — , on constate tout d’abord que les p, sont tous 


+oo 
converge et que 3 Pn — 1 Remarquons que : 
n=0 


= 


il 1 
oi ace ne avec rar 


Pn — 


7 


On reconnaît alors une série télescopique. Puisque la suite (u»)nen converge, la 


série ÿ_p\ converge et l’on a : 


+oo 

Ÿ_Pn = 0 — lim un = 1. 
n— +00 

n=0 


D'où le résultat. 
L'événement À étudié s’écrit comme réunion disjointe d'événements élémentaires : 


A= (J{2n}. 
nEIN 


Par additivité dénombrable, il vient : 


—+oo 


-5r np) = DE —. _ no) 


On a donc : 
> 1 1 
P(A)= lim S = ( - k 
(4)= lim 5x ave 5x >» On+1 2n+2 
Pour NE IN, on a : 
N 
er 
Fe LE ee 
CNRS N+1 
k=1 k=1 


(In(2N +2) +7+0(1)) — (In(N +1) +7+o(1)) 
= Im(2) +o(1). 


On a donc finalement P(A) = In 2. 
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S’entraîner et approfondir 


Probabilités finies (révisions de première année) 


Un gardien doit ouvrir une porte ; il possède un trousseau de quatre clés différentes. Il 
teste les clés une par une et met de côté les clés déjà testées, sauf s’il est ivre, auquel 
cas il remélange les clés après chaque tentative. 

Le gardien est ivre un jour sur trois. 


Un soir, on le voit essayer au moins trois clés. Quelle est la probabilité qu’il soit ivre ? 


Un avion comporte n sièges (n > 2). On considère n passagers, chacun ayant une 
place réservée. 


e Le premier passager qui arrive est distrait et s’installe à une place choisie au 
hasard. 


e Les passagers suivants, lorsqu'ils arrivent, s'installent à leur place si celle-ci est 
disponible, et dans le cas contraire ils choisissent une place au hasard parmi les 
places encore libres. 


On note p, la probabilité que le n-ième passager s’installe à sa place. 


n—1l 
à 1 
1. Etablir la relation suivante : p, = — (: + ÿ n) . 
d k=2 


2. En utilisant la relation précédente au rang n et au rang n + 1, obtenir alors 
QUE Pn = Pn+1. En déduire la valeur de p;. 


Univers infinis 
Un banquier se rend chaque jour de son domicile à la banque, puis de la banque à 
son domicile. Il possède un unique parapluie. Chaque fois qu’il part, s’il pleut et si le 


parapluie est à sa disposition, il le prend avec lui. 
On suppose qu’à chaque déplacement du banquier, il pleut avec probabilité p € ]0,1f. 


Pour n € IN, on note p, la probabilité que le parapluie soit disponible (là où se trouve 
la banquier) après n trajets. 


On pose q = 1 — p et qn = 1 — pr. 


1. Déterminer une matrice À € MAR) telle que : 


Vn e IN at) 
An+1 An 


2. En déduire que la suite (p,)nen converge et déterminer sa limite. 
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17.4 On joue à pile ou face avec une pièce équilibrée. On s'intéresse à l’événement : 


En : «lors des n premiers lancers il n’a pas été observé 
deux piles consécutifs ». 


On note p, la probabilité de l'événement ÆE,. 
1. Trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite (ph ne. 
2. Calculer lim ph. 

n—+00 


17.5 La ruine du joueur 
Deux joueurs À et B s’affrontent dans une succession de parties indépendantes. 


À chaque partie, le joueur À gagne avec probabilité p € ]0,1[ et B gagne avec 
probabilité g = 1—p. À l'issue de chaque partie, le gagnant reçoit un euro du perdant. 
Le jeu s'arrête si l’un des joueurs est ruiné. 

Pour (a,b) € IN?, on note R(a,b) la probabilité que À gagne le jeu (c’est-à-dire 
que B finisse ruiné) sous l'hypothèse que les joueurs À et B ont débuté le jeu avec a 
et b comme fortunes respectives. 


1. Pour (a,b) € (IN*)?, établir une relation entre : 
R(a, b), R(a+1,b—1) et R(a—-1,b+1). 


2. Dans cette question, on suppose, pour simplifier les calculs, que le jeu est équilibré, 


c’est-à-dire que p = q = . 


(a) En utilisant la relation de récurrence obtenue à la question 1, obtenir une 
expression de R(a,b). 
(b) Justifier que le jeu s'arrête presque sûrement en un nombre fini de parties. 
3. Reprendre la question 2 dans le cas où p £ q. 


17.6 Soit (A, )nen une suite d'événements mutuellement indépendants. 


N 
1. Montrer que r( U A) —=1— lim P( 4). 
neN D deu 
1 


2. On suppose dans cette question que : Vn E IN P(4,) = m+2 


Calculer r( U a). 


nEIN 
Indication : on fera apparaître un produit télescopique. 


3. On suppose dans cette question que : Vn EIN P(4,) #1. 
(a) Prouver que les séries 5 P(4,) et >_InP( 4, ) sont de même nature. 


(b) Montrer que P( U 41) = 1 si, et seulement si, la série Ÿ_P(4,) diverge. 
nEIN 
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x 17.7 Lemme de Borel-Cantelli et loi du zéro-un 
Soit (Ay)nen une suite d'événements. On note B l'événement : 


« parmi les événements 4, pour n € IN, une infinité se réalisent. » 


1. Exprimer B en fonction des 4, , de manière ensembliste (grâce aux symboles U 
et N). En déduire que B est bien un événement. 

2. Lemme de Borel-Cantelli. 
Montrer que si la série 3: P(4,) converge, alors P(B) — 0. 

3. Loi du zéro-un. On suppose de plus les événements À,, pour n € IN, mutuelle- 
ment indépendants. Montrer que l’événement B est de probabilité 0 ou 1, selon 
la convergence ou la divergence de la série 3 P(4,). 


Indication : on considèrera P(B) et l’on pensera au logarithme qui permet de 
transformer un produit en somme. 


17.8 Tribu engendrée 
Soit ( un ensemble. 


1. (a) Soit (A;);er une famille de tribus sur Q. 
Montrer que l'intersection À = () 4; est également une tribu sur Q. 
ie 
(b) Soit F une partie de Q. Montrer qu’il existe une plus petite tribu sur Q 
contenant F. Cette tribu s’appelle tribu engendrée par F. 
2. Soit {B1,...,B,} des parties de ( deux à deux incompatibles et dont la réunion 
vaut (@. Montrer que la tribu engendrée par {B:,...,B,} est : 


A={{B: FE pl}. 


iel 
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Solution des exercices 


17.1 Notons 1 l'événement « le gardien est ivre » et Az l’événement « le gardien fait au 
moins k tentatives ». On souhaite calculer la probabilité conditionnelle P(J | 43). La 
formule de Bayes nous donne : 


P(I | A3) = 


e L’énoncé nous donne P(1) — 


e Si le gardien est ivre, il a, à chaque tentative, une chance sur quatre de trouver la 
bonne clé. L'événement A3 s'exprimant : « deux fois consécutivement il n’a pas 


trouvé la bonne clé », on a : 
3\2 
P(A43 | 1) = (5) ; 


e La formule des probabilités totales avec le système complet (7,1) donne : 
P(43) = P(43 | 1)P(1) + P(43|1)P(T). (x) 


Le seul terme encore inconnu dans la formule précédente est P(43 | T). Compte 
tenu de l'inclusion A2 C 43, la formule des probabilités composées nous donne : 


P(A43 | T1) = P7(43) = P7(43 | A2) Pr(Ao). 


et donc, compte tenu de l’énoncé : 
= 25 

P(A3 11) = --— =. 
(A517)=2 2 


La relation (x) donne donc : 


On obtient finalement : 


ES 
pe | 4) = &2 5 2 2. 
— 2 


17.2 1. Notons G l’événément « le n-ième passager s’installe à sa place ». 
Pour k € ]1,n], considérons l’événement : 


Ak : « le premier passager s’installe à la k-ième place. » 


La famille d'événements (Az)£ep1,n] forme un système complet d'événements, cha- 


1 
cun de probabilité —. La formule des probabilités totales donne : 
nm 


1 10] 
= D PGA MES REA) 


Compte tenu de _—_— ne. décrite : 


e si le premier passager s’installe à sa place, alors tous les autres font de même ; on 
a donc P(G | A;) = 1; 
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e si le premier passager s’installe à la n-ième place, alors le n-ième passager en 
arrivant verra sa place déjà occupée ; on a donc P(G | AÀ,) = 0 ; 
e pour 4 € [2,n — 1], si le premier passager s’assoit à la k&-ième place, alors : 

* les passagers, du 2° au (k — 1)-ième, s’assoiront à leur place, 

* le k-ième passager lui ne pourra pas le faire, il choisira donc une place 
au hasard parmi les places encore libres (il y à alors n — k + 1 places 
libres : la première et celles dont le numéro appartient à [k+1,n]) ; quitte 
à renuméroter les n — k + 1 places disponibles de 1 à n — k + 1, on est 
alors ramené au problème initial avec n — k + 1 places au lieu de n;:ona 
donc P(G | Ak) — Pn—k+1: 

On a donc : 


1 n—1l 
Pr= > (: £s ET) 
k=2 
ce qui, via le changement d'indice j = n — k + 1, donne la relation souhaitée : 
il n—1l 
Pn = = (: + >.) 
n rer 
2. e Au rang n +1, la relation obtenue précédemment s'écrit : 


1 nm 
PR (: Li >) 
j=2 
On à : 
n—1 n 
npn= 1} p; et (n+1)pnri = 1+ Ip; 
j=2 j=2 
ce qui donne : 
(n +1) Pn+1 =NPn +Pn =(n+1)ph puis finalement ph+1 = Pr. 
e Il en résulte que la suite (p»)n>2 est constante. De plus, on à facile- 
1 : —. 
ment P2 = 3» Car pour 2 passagers le problème est très simple : il y a deux 


cas équiprobables suivant que le premier passager s’installe à la place 1 ou à 
la place 2. 


1 
On en déduit que py = 2 


17.3 1. Pour n € IN, notons 4, l'événement : 
« le parapluie est disponible après n trajets ». 
Soit n € IN. Appliquons la formule des probabilités totales avec le système com- 
plet (A, An) : 
Pn+1 = P(An+1) = P(An+1 | An) P(An) + P(An+1 | An) P(An ). 


e On a P(A,}1 | An) = p car, sachant que le parapluie est disponible après n 
déplacements, il l’est après n +1 déplacements si, et seulement si, le banquier a 
pris le parapluie avec lui, c’est-à-dire s’il a plu lors du (n+1)-ième déplacement. 
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e On a P(A;11 | A») = 1 car si le parapluie n’est pas disponible après n 
déplacements, il le sera après le déplacement suivant. 
On obtient : 


Pn+1 = PPn + An: 
Puis, avec le même raisonnement : 
An+1 — PA | An) P(4») 4 PA | An) P( H) — QPn 


et donc finalement : 
Fee AE avec A=( ? : : 
An+1 n q 0 
. La relation de récurrence obtenue à la question précédente donne : 
VneIN {Pr |=4r{ Po |. 
Qn go 


Il s’agit donc de calculer A”. Pour cela, diagonalisons la matrice A. 
On a sp(A) = {1, —-a}, et : 


Ei(A) = vect ( ( | )) et Ba(A) = Vect | ( E )): 


On a ÀA = PAP avec : 


1 0 1 —1 1 1 1 
À =  — et PI = — : 
te (, ) ee 


Ons alors 4% .P AP PT buts: 


ete) 
An go 


Comme |q| < 1, on a : 


Par continuité de l’application : 
M(IR) ——> M 1 (IR) (x) 


M — PMP! ( Po 
go 


on déduit de la relation (x) que les suites (p,) et (q1) convergent et que : 


imp \ 1 0 1 { Po 
(mn )=P (0 0) (a) 


ce qui donne, après calcul (et comme po + go = 1) : 
Î L 1 
( HR Pr ) = —— ( - ) et donc limp, = —— 
lim qn 1+q\94 1+q 
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17.4 1. Pour n € IN*, considérons les événements : 
P, : « pile au n-ième lancer » et F, : « face au n-ième lancer ». 


On a évidemment po = p1 = 1. Soit n > 2. La famille d'événements : 
Ci, Pons Pi PS) 
est un système quasi-complet d'événements ; appliquons la formule des probabilités 
totales : 
Pn = P(En) = P(En | F1) P(F) + P(Ea | AN B)P(P NP) (x) 


+ P(En | Pi NP) P(Pi N Po). 


e Compte tenu de l’expérience aléatoire décrite par l’énoncé, on a : 
PH lent Pl) = «et PE line) 
e D'autre part, la pièce étant équilibrée, on a : 


1 1 
P(Pi NP) = PP NP) = 7 et PF) = 3 


La formule (x) mène donc à la relation de récurrence suivante : 
Pn—1 Pn—2 
= ds ; 
Pn 9 1 
2. La suite (pr)nen vérifie une relation linéaire d’ordre 2, dont l'équation caracté- 
ristique : 


possède deux solutions distinctes : r1 — 


Il existe donc deux constantes À et 1 telles que : 
VnEIN Pn = ÀTT + ro. 
Comme |r1| < 1 et |r2| < 1, on en déduit immédiatement limp, = 0. 
Remarque On pourrait déterminer les valeurs des constantes À et 4 en exploitant 
le fait que po = p1 = 1, mais cela ne s’est pas révélé utile pour déterminer la limite 
de la suite (Pa }ne : 
17.5 1. Soit (a,b) € (IN*)?. Supposons que les joueurs À et B disposent, au commence- 
ment du jeu, de a et b fortunes respectives. Considérons les événements : 
G : « À gagne le jeu» et Gi: & À remporte la première partie ». 


On à, d’après la formule des probabilités totales avec le système complet (G1,G1) : 
R(a,b) = P(G) = P(G | G1) P(G1) + P(G | G1)P(G). 


e Ona P(G1) =p et P(G1)=a. 
e Sile joueur À gagne la première partie, alors, au moment de jouer la deuxième 
partie, les fortunes de À et B valent respectivement a +1 et b—1. 
On a donc P(G | G1) = R(a+1,b—1). 
e De même, on a P(G | G1) = R(a—1,b+1). 
On obtient la relation suivante : 
R(a,b) = pR(a+1,b—-1)+qR(a—-1,b+1). 
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Solution des exercices 


On constate que la somme des deux fortunes reste constante tout au long de 
la partie. 
Soit (a,b) € (IN*)2. Notons N = a + b, et posons : 
VkeÏ0, N] ur = R(k,N —k). 
On a d’une part : 
uo = 0 et un = 1 
et d'autre part la relation obtenue à la question précédente donne, en tenant 


compte du fait que p = q = = : 


VkeILN-1] ue = + 


se qui se reformule ainsi : 
Vk € [O, N — 2] Uk+2 — 2Up+1 +'ug = 0. (x) 


La (N +1)-liste (uo,...,un+1) vérifie donc une linéaire d’ordre 2. On montre 
qu’une telle liste (uo,...,un+1) est entièrement déterminée par ses deux pre- 
miers termes uo et u1, et que cette liste est en fait la « restriction » aux N +1 
premiers termes d’une suite récurrente d’ordre 2 « classique ». 

Plus précisément, si l’on considère la suite (vx)Ken vérifiant : 


(vo, V1) = (uo, w1) et VkREIN vgr2 — 20k31 + x = 0, 
alors on montre par récurrence finie double sur k € [0, N] que : 
VkE TO, N] ux = ve. 
L’équation caractéristique de la relation de récurrence (+) est : 
æ—2x+1=0 


et possède 1 comme solution double. On en déduit qu’il existe deux 
constantes À et y vérifiant : 


VkEeÏ0, N] ux =À+uk. 
1 
Comme de plus uo = 0 et un = 1, on obtient À = 0 et y — N° d’où : 


k 
VkeÏ0, N] ur = N et en particulier R(a,b) = ua = - = En 
Pour (a,b) € IN?, notons S(a,b) la probabilité que la joueur B gagne le jeu. 
En échangeant les rôles de À et B, le résultat de la question précédente nous 
donne : 


b 
a + b 


S(a,b) = 
On constate alors que 
R(a,b) + S(a,b) =1, 
ce qui signifie que presque sûrement un des deux joueurs finit ruiné. Autrement 


dit, le jeu se termine presque sûrement en un nombre fini de parties (et cela 
quelles que soit les fortunes initiales a et b des deux joueurs). 
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3. Le raisonnement est le même qu’à la question 2, seuls changent les calculs. 
Contentons-nous donc d’indiquer les résultats. 


(a) La relation vérifiée par la (N +1)-liste (uo,...,un) est : 
1 q 
VkEÏ0,N-2] uys2 — 7 UE Le =), 


L’équation caractéristique : 


1 
2 —=r+1=0 
P P 


possède deux solutions distinctes : 1 et Ê, donc il existe deux constantes À 
q 
et vérifiant : 
k 
VhEION] uw =À+y (2) 
q 


En utilisant le fait que uo = 0 et un = 1, on obtient : 


1 —1 
| — 


(+) -( 


ce qui donne : 


Vk € [0, N] CE et donc 2. ©, 
(5) 1 (4) 


(b) On obtient, en échangeant les rôles de À et B dans le résultat précédent : 


b 


N 
—() 
p 
et l’on constate à nouveau que : 
R(a,b) + S(a,b) = 1, 


ce qui mène à la même conclusion : le jeu se termine presque sûrement en un 
nombre fini de parties. 


17.6 1. On a, par continuité monotone : 


r( U a.) = im P( U An). (x) 


nEIN n=0 
D'autre part, pour tout N € IN : 
N N N 
P(UA)=1-r (U 4% =1-r( AZ) 
n=0 n=0 n=0 
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Comme les événements A0,..., An sont mutuellement indépendants, il en est 
de même pour les événements 45,..., An (conséquence de l'exercice 10 de la 
page 967), et donc le calcul précédent mène à : 


(Ua) _— ES 


La limite (x) donne alors le résultat souhaité : 


r( U 4.) =1-— lim f P(4,). 


N—+c 
neEIN n=0 


2. Pour N EIN,ona : 


N … N 1 

Le -TI 6 5) 
_frm+D)(n+3) 
1 (+2) 


Le produit obtenu se simplifie en faisant apparaître des produits télescopiques : 


Dee (1) - LS 


— 1 
On obtient lim II P(A,)— -— et donc, d’après la question précédente : 
N—+00 p 2 


3. (a) Distinguons deux cas : 


e si P(A,) ne tend pas vers 0, alors In P(4,) sont plus, et dans ce cas les 


deux séries ÿ'P(4,) et ÿ'InP(A,) divergent grossièrement ; 
e si P(A,) — 0, alors on a : 


—InP(4,)=-Im(1-P(4,)) = P(4,) 


et alors, par théorème de comparaison sur les séries à termes positifs, les 
deux séries 3P(4,) et >_InP(4,) sont de même nature. 
(b) D’après la première question, on a : 


N 
FU A) =1 lim P(A)= 0. 
nEIN n=0 
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Comme tous les P(4,) sont strictement positifs, on a : 


P(U4)-1 + im (TIR) = x 


nEIN n=0 


N 
— nn) = —00 


et donc, comme ÿ In P(4,) est une série à termes négatifs, l’équivalence pré- 
cédente se reformule ainsi : 


r( U a.) =l = (la série ÿ InP4,) diverge.) 
nElN 


Puisque d’après la question précédente les séries 5 In P(4,) et > P(A,) ont 
même nature, cela prouve le résultat souhaité. 


17.7 1. e L'expression de B à l’aide des À, a déjà été obtenue à l’exercice 2 de la 
page 958 (il s’agit de l’événement noté C' dans l’exercice en question) : 


8=-M(U4) 
pEIN ‘n>p 
e Pour tout p € IN, |) À, est un événement comme réunion dénombrable 
n>Zp 

d'événements, et donc B un bien un événement car intersection dénombrable 

d'événements. 
Cette expression de B assure qu’il s’agit bien d’un événement (par les propriétés 
de stabilité d’une tribu). 


2. La famille ( U a.) est une suite décroissante d'événements. Par continuité 
n>p pEIN 


décroissante, on à : 
P(B)= lim P An |. 
) Pers ( U ) 


Supposons que la série ÿ'P(4,) converge. Alors son reste tend vers 0 : 


+00 
ŸS_P(Ar) — 0 
on p— +00 


De plus, par sous-additivité, on a : 


0 <r( U a.) < > Pt, 


n>2p 


Il en résulte, par théorème d’encadrement que 


lim P Al =0 ’est-à-di PE) = 0: 
ni (U ) c’est-à-dire (B) 
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3. 


Solution des exercices 


e Un sens a déjà été obtenu à la question précédente (c’est le lemme de Borel- 


Cantelli) : si la série S'P(A4,) converge, alors P(B) — 0. Nous pouvons re- 
marquer que, pour obtenir ce résultat, nous n’avons nullement eu besoin de 
l'hypothèse d'indépendance des 4,. 

Montrons l’autre sens : supposons que la série S'P(4,) diverge et prouvons 


que P(B) = 1. Cela revient à montrer que P(B) = 0. Étant donné l'expression 
de B obtenue à la question 1 on a : 


7-U(Q7) 


et donc, par continuité croissante : 


Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit alors de prouver que pour tout p € IN : 
P( N ñ.) =) 
n>Zp 
Soit p € IN. Par continuité décroissante, on a : 
N 
(NX) - dm, (0%) 
nZ2p n=p 


Comme les événements de la suite (A )hen sont mutuellement indépendants, 


| (A) = [Ir 
| In E(Ax)) - D n (FA) 


Pour conclure, distinguons deux cas : 
* Premier cas : P(A,) ne tend pas vers 0. 


Alors P(4,) ne tend pas vers 1, et donc In (P(4,)) ne tend pas vers 0. 


Par suite, la série ÿ In (P( An )) diverge grossièrement et donc, comme elle 
est à termes négatifs, on obtient : 
N 
lim In (P(An)) = —0o 
p 


N—+00 


n—= 


puis, en composant par l’exponentielle : 
N 
im M ñ.) = 0 c’est-à-dire r( M ñ.) = 0. 
n=p n2p 
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* Second cas : P(A,) tend vers 0. 
Alors on a —In(P(A)) = —In(1-—P(4;)) = P(An). Par théorème de 
comparaison des séries à termes positifs, la divergence de la série ÿ° P(4,) 


n>2p 
entraîne la divergence de 37 —In (P(An )) . On obtient finalement : 
n2p 
N 
> 


et l’on obtient, comme dans le premier cas : 


(NX) -0 


n>p 


17.8 1.(a) Montrons que À = f} À; vérifie les trois propriétés de la définition 1. 
iel 
e Pourtoutiel,ona {€ A,;. Ainsi, NE A. 
e Soit AE À. Pour tout ie l,ona AE À, et donc À € À;. Ainsi, À € À. 
e Soit (A»)nen une suite d'éléments de À. Pour tout à € I, (An)nen est 


une suite d'éléments de À4;, donc (J 4, € À;. Ainsi, (J 4, € A. 
nEIN nEIN 


Donc À est une tribu sur Q. 
(b) Notons l l’ensemble des tribus sur Q qui contiennent F. Montrons que l’in- 
tersection de tous les éléments de T : 


A= (18 


Ber 


est la plus petite tribu sur Q contenant F. 

e D'après la question précédente, À est une tribu sur Q, comme intersection 
de tribus sur Q. 

e Par définition de [', on a : 


VBET  FCB 


donc, par construction de À, on a F C À. 
e D'autre part, si À est une tribu contenant F , alors on à AETet donc, 
par définition de À, on a À © A. 


2. e Prouvons que À est une tribu sur ©. 
* Par hypothèse sur B1,...,B,,ona Q= (J B;.DoncQ{e A. 
iel1;p] 
* Pour À € À, il existe I C [1,p] tel que À = (J B;. Comme les en- 
iel 
sembles B:,...,B, sont deux à deux incompatibles et de réunion {, on 
“1 
A\A= (J B  etdonc A\4€E4. 
ief1,p]\7 
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Solution des exercices 


*x Soit (A»)nen une suite d'éléments de A. Pour tout n € IN, on peut 
écrire An = (J B; avec 1, C [1,p], et l’on a alors : 


iéls 
U An = (JB: avec Î = U Le [EL 
nEIN ie nEN 


ce qui prouve que (J Ah € A. 
nEIN 


Donc À est une tribu sur (. 
e Il reste à prouver que la tribu A contient B:,...,B, et que c’est la plus petite 
vérifiant cela. 
* [lest clair que À contient les parties B:,...,B, car pour tout k € [1,p] 
on à Br = |) B; avec I = {k}. 


ie 
x Soit B est une tribu contenant B:,...,B,. Montrons que A C B. 
Soit À € À. On a A = |] B; avec I C [1,p]. En posant alors : 


ie 
Vnelz A,=B, et VnelIN\] A4, =59S 


on a À — |) A4,. Comme toutes les parties À,, pour n € IN, appar- 
nElN 


tiennent à la tribu B, la propriété de stabilité par réunion dénombrable 
entraîne que À € B. 
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Variables aléatoires 


18 


discrètes 


1 Variables aléatoires discrètes 
1 Généralités 
éfinition 1 
Soit ((9,.4) un espace probabilisable. Une variable aléatoire discrète 


sur (Q,.4) est une application X : Q — E, où E est un ensemble quel- 
conque, telle que : 


(i) l’image de X, notée X(Q) ou Im X, est une partie au plus dénombrable 
de E ; 


(ii) pour tout x EImX,ona X_!({x}) € A. 
Lorsque E = IR, on parle de variable aléatoire réelle discrète. 


roposition 1 
Soit X une variable aléatoire discrète sur (Q,.4), à valeurs dans £. 


Pour tout AC E,ona X-!(A) € A. 


Principe de démonstration. Écrire X-!(A) comme une réunion au plus dénombrable de 
parties de la forme X (x) et utiliser les propriétés de stabilité de A. 


Démonstration page 1015 
Notations 


e Pour re E, l'événement X-1({x}) est noté {X =x} ou (X=x). 
e Plus généralement, pour À C E, l'événement X-!(A) est noté {X € A}. 


e Si X est à valeurs réelles, alors un événement de la forme {X € 7}, où 1 
est un intervalle, pourra s’écrire à l’aide d’inégalités, par exemple : 


ISA SD {X > a} ou encore Aer 
e Pour alléger les écritures dans des calculs de probabilités, on omet- 


tra souvent les accolades : ainsi, pour P({X = x}), on écrira simple- 
ment P(X = x). 


1 Variables aléatoires discrètes 


Exemples 


1. Toute fonction constante est une variable aléatoire discrète, appelée variable 
aléatoire constante. 


2. Si À est un événement, alors la fonction 14 (fonction indicatrice de A) est une 
variable aléatoire discrète, appelée variable aléatoire de Bernoulli. 


p.1015) Exercice 1 Montrer que si ( est un ensemble au plus dénombrable que l’on à muni 


de la tribu complète P(Q), alors toute application définie sur Q est une variable 
aléatoire. 


Remarque En particulier, la définition 1 de la page ci-contre est cohérente 
avec la définition déjà vue en première année dans le cadre d’un univers fini. 


2 Loi d'une variable aléatoire discrète 


roposition 2 2 
Soit (Q,4,P) un espace probabilisé et X : Q — E une variable aléatoire 
discrète. L'application Px : P(Im X) — [0,1] définie par : 


VACImX Px(A)=P(X E À) 


est une probabilité sur (Im X, P(Im X)), appelée loi de X. 


Principe de démonstration. Démonstration page 1015 


Utiliser la définition d'une probabilité (définition 3 de la page 958). 


Remarques 


1. L'ensemble Im X étant au plus dénombrable, il est naturel de le munir de 
la tribu complète P(Im X). 


2. La loi d’une variable aléatoire discrète est donc une probabilité définie sur 
un univers au plus dénombrable. Une telle probabilité est appelée loi de 
probabilité discrète. 


3. Il arrive couramment que l’on ne connaisse par exactement Im X, mais 
que l’on connaisse seulement un ensemble ÆE au plus dénombrable tel 
que mMXcCE. 


Dans ce cas, on pourra considérer la loi Px de À comme une probabilité 
sur (E,P(E)), et l’on a alors : 


VxeE\ImX Px({x}) =0. 


1001 


Chapitre 18. Variables aléatoires discrètes 


Point méthode 


Comme Im X est au plus dénombrable, toute partie À C Im X s'écrit comme 


réunion disjointe au plus dénombrable de singletons À = |] {x}. 
xEA 
e Si À est finie, alors on a par additivité finie : 


PAC). 
xzEA 


e Si À est dénombrable, alors en écrivant À = {a, ; n € IN}, les a, étant 
deux à deux distincts, on a par additivité dénombrable : 


+00 
PAS LE) 
n=0 


Pour caractériser la loi de X, il suffit donc d’expliciter tous les P(X = x) 
pour xæ € Im X. 


Remarque Avec les notations précédentes dans le cas où À est dénombrable, 
la valeur de la somme 5 P(X =a,) ne dépend pas de l’ordre dans lequel les 
éléments de À sont os puisqu'elle vaut Px(A) dans tous les cas. 
On s’autorise donc à noter : 

Px(4) = D F(X =2) 


ze À 


ce qui présente l’avantage d’avoir une notation unifiée pour le cas fini et le cas 
dénombrable. 


Notation Soit X une variable aléatoire discrète et £ une probabilité 
sur Im XX. On dit que X suit la loi £, et l’on note X + £ ou X = £, 
pour signifier que £ est la loi de X. 

éfinition 2 

Une variable aléatoire X est dite presque constante s’il existe a tel 


que P(X =a) = 1. 


Remarque Toute application constante est une variable aléatoire presque sû- 
rement constante, mais la réciproque est fausse (cf. exercice suivant). 


p.1015) Exercice 2 Soit (Q,P(Q),P) un espace probabilisé avec ( au plus dénombrable. 


Montrer que les variables aléatoires presque sûrement constantes sont exactement 
les applications constantes si, et seulement si : 


Vwen P({w}) #0. 
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Système complet associé à une variable aléatoire 


roposition 3 
Soit X une variable aléatoire discrète sur (Q,.4,P). La famille : 


({X = Eh) X 


est un système complet d'événements. 


Il est appelé système complet associé à X. 


Principe de démonstration. Il s'agit de vérifier que les événements {X — x} sont deux à 


deux incompatibles et que leur réunion vaut Q. Démonstration page 1016 


Conséquence Ona Ÿ P(X=x) = 1. 
xEIm X 


Exemple Soit À un événement. Le système complet associé à 14 est (A, À). 


Image d’une variable aléatoire par une application 
roposition 4 2" 
Soit X une variable aléatoire discrète sur (Q,A4,P) ainsi que f une ap- 
plication définie sur Im X. Alors f o X est une variable aléatoire discrète, 
notée f(X), dont la loi est donnée par : 


VyEImf(X) P(f(X)=y)= Ù.  P(X=x). 


2€ f ({y}) 


Principe de démonstration. Pour montrer que f o X est une variable aléatoire, revenir à la 
définition 1 de la page 1000. Puis, pour exprimer P(F(X) = y) , écrire l'événement { f(X) _ y} 


comme réunion disjointe d'événements de la forme {X = x}. Démonstration page 1016 


Existence d’une variable aléatoire à loi fixée à l’avance 
Les résultats suivants énoncent que toute loi de probabilité discrète (ï.e. toute 


probabilité sur un univers au plus dénombrable) peut être vue comme la loi 

d’une variable aléatoire discrète. 

La proposition 5 traite du cas fini et la proposition 6 du cas dénombrable. 
roposition 5 (Cas fini) 2" 
Soit x1,...,2n des éléments deux à deux distincts d’un ensemble E. 

Si p1,...,pn sont des réels positifs dont la somme vaut 1, alors il existe 
un espace probabilisé (Q,.4,P) ainsi qu’une variable aléatoire X : Q — E 
vérifiant : 


VneEÏIL,N] P(X=x») = pa. 


Principe de démonstration. Utiliser la proposition 13 de la page 968. 


Démonstration page 1017 
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roposition 6 (Cas dénombrable) 2" 
Soit (Tn)neIN une suite d'éléments de Æ deux à deux distincts. Si (Ph)neiN 


+00 
est une suite de réels positifs vérifiant ÿ° p, = 1, alors il existe un espace 


n=0 


probabilisé (Q, 4, P) ainsi qu’une variable aléatoire X : Q — E vérifiant : 


VREIN PLX=%,)=52,. 


Principe de démonstration. C'est l'adaptation au cas dénombrable de la preuve de la propo- 


sition 5. Utiliser la proposition 14 de la page 968. Démonstration page 1017 


Approfondissement Au vu de la démonstration de la proposition précédente, 
lorsque l’on souhaite construire une variable aléatoire dont la loi est fixée à 
l’avance, on peut imposer si besoin que l’univers Q soit dénombrable. 


p.1017] Exercice 3 Soit À > 0 et a € IR. Donner une condition nécessaire et suffisante 


sur @ pour qu’il existe une variable aléatoire X à valeurs dans IN telle que : 


VnEIN P(X =n)=a—. 


Il Couples de variables aléatoires 


Dans cette partie, (Q,.4,P) est un espace probabilisé. 


1 Généralités 
roposition 7 


Soit 1 et E2 deux ensembles ainsi que X : Q — FE et Y : Q — EF: deux 
applications. L'application 


Z: OO — ExE 
w > (X(w),Y(w)) 


est une variable aléatoire discrète si, et seulement si, X et Y le sont. 


On parle alors du couple de variables aléatoires (X, Y). 


Principe de démonstration. Pour un des sens, trouver deux applications m1 et m2 telles que : 
X = m(2) et Y = m(2Z). 


Pour l’autre sens, si X et Ÿ sont des variables aléatoires, alors Z aussi en revenant la définition 1 


de la page 1000. Démonstration page 1017 


Remarque On a Im(X,Ÿ) C ImX x ImŸ. L'égalité est fausse en général, 
comme on le voit en considérant le couple (X,X) avec X non constante. 
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11 Couples de variables aléatoires 


roposition 8 
Soit (X,YŸ) un couple de variables aléatoires discrètes. 
La famille d'événements : 


(EX =} ny =) 


est un système complet d'événements. 


æ,y)Elm X xXImY 


Principe de démonstration. Expliquer le lien entre la famille d'événements considérée et le 


système complet associé à la variable aléatoire (X,Y). Démonstration page 1018 


Conséquence On à : 


> P({X =2}N{Y =y}) =1. 


(x,y)Elm X xImY 


p.1018| Exercice 4 (Somme et produit de deux variables aléatoires discrètes réelles) 


Soit À et Y deux variables aléatoires discrètes réelles définies sur un même espace 
probabilisable (Q,.4). Montrer que leur somme X + YŸ et leur produit XY sont 
des variables aléatoires discrètes. 

Loi conjointe 


éfinition 3 


Étant donné deux variables aléatoires X et Y définies sur un même es- 
pace probabilisé (Q,.4,P), on appelle loi conjointe de X et Y la loi du 


couple (X,Y). 


Remarque La loi conjointe de X et Y est déterminée par la famille : 
P({X = x} N{Y = y})) 


Cela explique pourquoi, dans le cas où Im X et ImŸ sont finis, on présente 
souvent la loi conjointe sous la forme d’un tableau dans lequel figurent les 
valeurs des P({X = x} N{Y = y}) pour (x,y) décrivant Im X x ImY. 


PTS 


(x,y)Elm X xImY 


Lois marginales 
éfinition 4 
Étant donné (X,Y) un couple de variables aléatoires, les lois de X et YŸ sont 
respectivement appelées première loi marginale et seconde loi margi- 


nale du couple. 


Le résultat suivant indique comment les lois marginales s’obtiennent à partir 
de la loi du couple. 
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PAX=z)= D, P{X=zx}N{Y =y}) 


yEImY 


e De la même manière, pour tout y € ImŸ, on a : 


PY =y)= à, P{X=zx}N{Y = y}) 


xElm X 


Principe de démonstration. Démonstration page 1018 


Pour la première formule, utiliser le système complet d'événements associé à la variable Y’. 


2 Loi conditionnelle 


éfinition 5 
Soit À une variable aléatoire discrète sur (Q,4,P) et B un événement de 
probabilité non nulle. On appelle loi conditionnelle de X sachant B la 
loi de X sur l’espace (Q,.4,P3), où PZ désigne la probabilité conditionnelle 
Res 


Pour tout À C Im X, on a ainsi : 


Pa(X € À)=P(X € A1 5) = EDR) 


Remarques 
e Une loi conditionnelle étant la loi d’une variable aléatoire, c’est une pro- 
babilité ; elle en a donc toutes les propriétés. 


e Le plus souvent, lorsque l’on considère des lois conditionnelles, l’événe- 
ment B est de la forme {Y = y}, où Ÿ est une autre variable aléatoire 
discrète définie sur le même espace probabilisé que X (cf. définition sui- 
vante). 


éfinition 6 
Soit (X,YŸ) un couple de variables aléatoires discrètes sur (Q,.4,P). Étant 
donné y € ImŸ tel que P(Y = y) £ 0, on appelle loi conditionnelle de X 
sachant {Y = y} la loi de X sur l’espace probabilisé (Q, 4, Pry_,}). 


Pour tout À C Im X, on a ainsi : 


HAE AROE SU) 
P(Y = y) 


Pry=y(X € À) =P(X E AÏY = y) = 
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roposition 10 

Soit (X,YŸ) un couple de variables aléatoires discrètes sur (Q,.4,P). 
Supposons que pour tout y € ImŸ , on ait P(Y = y) # 0. 

Alors, pour tout x € Im X, on a : 


Vy EImY P({X=:}n{Y v}) P(X=x|Y =y)P(Y =y) 


cdoncr Peu) »  P(X=r)Y=1) PT =). 
yEIm Y 


Principe de démonstration. La première formule est une conséquence immédiate de la défi- 


nition 6. Pour la seconde, utiliser la proposition 9. Démonstration page 1019 


Remarque Dans la définition 6 et la proposition 10, les rôles de X et Y 
peuvent évidemment être échangés. 


Conséquence Par suite, connaissant une des lois marginales ainsi que la loi 
conditionnelle de l’autre variable par rapport à la première, on sait retrouver : 


e la loi conjointe (1.e. la loi du couple) ; 


e la seconde loi marginale. 


II Indépendance 
1 Indépendance de deux variables aléatoires 


Contexte Pour alléger les énoncés, sauf mention plus précise, X et Y sont 
deux variables aléatoires discrètes sur un même espace probabilisé (Q, 4, P). 


éfinition 7 
On dit que X et Y sont indépendantes si pour tout (x,y) € ImX xImY : 


PHX=x}N {Y =y}) = P(X =zx) P(Y =y). 


Remarque Si X et Y sont indépendantes, alors la connaissance de leurs lois 
permet d'obtenir immédiatement leur loi conjointe, ï.e. la loi du couple (X, Y). 


p.1019| Exercice 5 


Montrer que X est indépendante de toutes les autres variables aléatoires discrètes 
sur (Q,.4,P) si, et seulement si, elle est constante presque sûrement. 


Indication : si X n’est pas constante presque sûrement, on pourra montrer qu’elle 
n’est pas indépendante d'elle-même. 


Remarque Il découle de l’exercice précédent que l’indépendance de deux va- 
riables aléatoires discrètes n’est pas une notion intrinsèque aux variables aléa- 
toires considérées, mais dépend de la probabilité P dont on a muni l’espace 
probabilisable (Q, 4). 
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roposition 11 
Les variables X et Y sont indépendantes si, et seulement si, pour 
tout AC ImX et BCImY,ona : 


P({X e AJN{Y E B}) =P(X € A)P(Y € B). 


Démonstration (non exigible) page 1019 


roposition 12 
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toutes fonctions f et g définies 
sur Im X et Im Ÿ respectivement, les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont 
indépendantes. 


Démonstration page 1020 


Caractérisation par les lois conditionnelles 


roposition 13 
Les variables X et Ÿ sont indépendantes si, et seulement si, pour tout y € ImŸ 
tel que P(Y = y) Z£ 0, la loi conditionnelle de X sachant {YŸ = y} est la 


même que la loi de X. 


Démonstration page 1020 


Somme de deux variables réelles indépendantes 


Point méthode 


Si X et Ÿ sont indépendantes et à valeurs réelles, alors on sait déterminer 
la loi de leur somme Z = X + Y. Pour z € ImZ, l'événement {7 = 2} 
s'écrit comme une réunion disjointe au plus dénombrable : 


D U ne 


xEIlm X 


e SilmX = {x1,...,2n} est fini, alors on a, par additivité et en utilisant 
l'indépendance de X et Y : 


N 
Ze ===); 
nil 


e SiImX = {x,; n € IN} est dénombrable, alors on a, par additivité 
dénombrable et en utilisant l’indépendance de X et Y : 


RUES EC ET) 
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2 Extension au cas de n variables aléatoires 


Contexte 
Pour alléger les énoncés, on convient ici que X1,...,X, désignent n variables 
aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (Q,.4,P) (avec n > 2). 


éfinition 8 
Les variables aléatoires X1,...,X, sont dites mutuellement indépen- 
dantes, ou simplement indépendantes, si : 


Viri..m)elmXi kr -XImX, 


P({X = m1} Ne NX = an}) = Il 


Attention Pour alléger, on dit souvent indépendantes et non pas mutuelle- 
ment indépendantes. Prendre garde alors à ne pas confondre avec l’indépen- 
dance deux à deux. 


Remarque La notion d'indépendance ne dépend pas de l’ordre des variables. 


roposition 14 2" 
Les variables aléatoires X1,...,X, sont mutuellement indépendantes si, et 


seulement si, pour toutes parties A1 C ImX1,..., 4, C Im X,, on a : 


(Xi € A}Nn---N{X € An}) — II P(Xr € Ak). 
k=1 


Démonstration (non exigible) page 1021 


roposition 15 

La propriété d'indépendance se transmet à toute sous-famille. 

Autrement dit, si (X1,...,X,) est une famille de variables indépendantes, 
alors, pour tout 1 € [1,n] non vide, la famille (X;);-7 est également une 
famille de variables indépendantes. 


Démonstration page 1022 


Exercice 6 Supposons les variables aléatoires X1,...,X, indépendantes. 


Montrer que, pour toutes parties A1 € Im X:,..., 4, C Im X,, les événements 
{X1 € A:},...,{Xn € À,} sont indépendants. 


Démonstration page 1022 
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p.1022| Exercice 7 Montrer que des événements A1,...,A, de (Q,.4,P) sont indépen- 


dants si, et seulement si, les variables de Bernoulli associées 14,,...,14, sont in- 
dépendantes. 


p.1023) Exercice 8 Supposons X1,...,X, indépendantes. Montrer que si f1,...,fn sont 


des fonctions définies respectivement sur Im X:,...,Im X,,, alors les variables aléa- 
toires f1(X1),..., fn(Xn) sont indépendantes. 


p.1023| Exercice 9 Soit n > 3. Considérons X1,..., X, des variables aléatoires discrètes 


indépendantes. Montrer que si l’on note Y le couple (X1, X2), alors les variables 
aléatoires Y, X3,..., X, sont indépendantes. 


p.1024] Exercice 10 En utilisant les résultats des exercices 8 et 9, montrer que 


si X1, Xo, X3, X4 sont des variables aléatoires réelles discrètes indépendantes, les 
variables X1 + X° et X3X1 sont indépendantes. 


3 Suites de variables aléatoires indépendantes 


éfinition 9 
(Xn)nen une suite de variables aléatoires discrètes sur (Q,.4,P). 


On dit que (X»)nen est une suite de variables aléatoires indépen- 


dantes si, pour toute partie finie non vide 7 € IN, la famille finie (X»)ner 
est une famille de variables indépendantes. 


Remarques 
1. La notion d'indépendance ne dépend pas de l’ordre des variables. 


2. Toute sous-famille (finie ou non) d’une suite de variables indépendantes 
est encore une famille de variables indépendantes. 


Le théorème suivant est fondamental : il assure l’existence de suites de variables 
aléatoires indépendantes dont les lois sont fixées à l’avance. Sa démonstration 
est hors-programme. 


probabilisé (Q,.4,P) ainsi qu’une suite (X,)»en de variables aléatoires in- 


dépendantes définies sur (Q,.4,P) telle que : 


VnEIN Xp — Ly. 
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orollaire 18 
Soit £ une loi de probabilité discrète. Il existe un espace probabilisé (Q, 4, P) 
ainsi qu’une suite (X»)»en de variables aléatoires indépendantes définies 


sur (Q,.4,P) et suivant toutes la loi £. 


Application au jeu de pile ou face En notant p la probabilité d'obtenir pile, et en 
représentant pile et face par 1 et O respectivement, alors la modélisation d’un jeu 
de pile ou face infini revient à la construction d’une suite (X,)»en- de variables 
aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli de paramètre p. 

Le corollaire 18 nous assure l’existence d’une telle suite (X,)ne- . 


IV Lois discrètes usuelles 

En première année ont été présentées les lois finies usuelles suivantes : 
e la loi de Bernoulli de paramètre p € [0,1], notée B(p) : 

e la loi uniforme sur un intervalle d’entiers [a,b], notée U{([a, b]) : 


e la loi binomiale de paramètre (n,p) € IN X [0,1], notée B(n, p). 


Nous ajoutons à ces lois finies deux lois discrètes : 

e la loi géométrique de paramètre p € [0,1{, notée G(p) : 
e la loi de Poisson de paramètre À > 0, notée P(À). 

1 Loi géométrique 


éfinition 10 
Soit p € [0,1[. On dit que X suit la loi géométrique de paramètre p si : 


ImX=IN* et  VkeIN* P(X =k)=p(i-p}f 


On note alors X = G(p). 


Attention Pour pouvoir parler de la loi géométrique de paramètre p, il est 
nécessaire d’avoir p non nul et p #1. 


Remarque La définition précédente est cohérente car : 
+00 
VpEIN* p(i—p}* 1>0 et Spip} !=1. 
k=1 


Extension de la définition 10 Dans certains cas, la variable aléatoire X étu- 

diée ne vérifie pas rigoureusement la définition 10 mais vérifie seulement : 
IN*CImX et  VkelIN* P(X=k)=p(1-p}" 1. 

On a alors P(X € IN*) = 1, et donc P(X € (ImX) \ IN*) = 0, et on dit 


encore que X suit la loi géométrique de paramètre p. L'exercice 11 ci-dessous 
présente une telle situation. 
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Situation type On obtient naturellement une loi géométrique G(p) lorsque 
l’on s'intéresse à l’instant du premier succès dans une suite d'épreuves de 
Bernoulli indépendantes de paramètre p (cf. exercice suivant). 


Exercice 11 (Instant du premier succès) 


On considère une suite (Ux)x>1 de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes 
de paramètre p € ]0,1{, et l’on définit X, à valeurs dans IN U {co}, de la manière 
suivante : 
x | min{k EIN*|Ux =1} si{keIN*|Ux =1} £ © 
O0 sinon. 
1. Montrer que X est une variable aléatoire. 


2. Montrer que X suit la loi géométrique de paramètre p. 


Remarque Une variable aléatoire X suit la loi G(p) si, et seulement si : 
VREIN P(X>k)=(1-p}", 

ce que l’on interprète facilement si X est l’instant du premier succès dans une 

suite d'épreuves de Bernoulli (cf. exercice précédent) ; en effet, la réalisation de 


l'événement {X > k} équivaut à dire que chacune des k premières épreuves 
a donné lieu à un échec. 


roposition 19 (Caractère sans mémoire de la loi géométrique) 
Soit X une variable aléatoire telle que Im X = IN*. La variable X suit une 
loi géométrique si, et seulement si, on a : 

VnEIN P(X>n) #0 


ainsi que : 


V(n,k) IN? P(X>n+Kk|X >n) =P(X > k). (x) 


Remarque Démonstration page 1025 


Cette propriété (x) est appelée « absence de mémoire » de la loi géométrique. 


Exercice 12 (Une autre caractérisation de l’absence de mémoire) 


Soit X une variable aléatoire telle que Im X = IN*. Montrer que X suit une loi 
géométrique si, et seulement si, on a : 
VneIN P(X>n)>0 
ainsi que : 
V(n,k) EINXIN* P(X=n+k|X >n)=P(X=k). CA) 


Exercice 13 (Minimum de deux variables indépendantes de loi géométrique) 


Soit X, et X2 deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques 
de paramètres respectifs p1 € |0,1/[ et p2 € ]0,1|. 
Quelle est la loi de la variable aléatoire X = min(X1, X2) ? 
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2 Loi de Poisson 


Remarque culturelle  Siméon Denis Poisson (1781 - 1840) était un physicien 
et mathématicien français. 


éfinition 11 
Soit À > 0. On dit que X suit la loi de Poisson de paramètre À si : 
Ar 


ImX=IN et  VREIN P(X=H)= Te 


On note alors X <+ P(A). 


Remarque La définition précédente est cohérente car : 


XF ; Te ir : 
Vk e IN Fr > 0 et er = ] 


Avant d'expliquer l’utilisation pratique de la loi de Poisson, commençons par 
le résultat suivant qui affirme que la loi de Poisson est naturellement obtenue 
comme « limite » de lois binomiales. 
roposition 20 2" 
Soit (X»)nen* une suite de variables aléatoires telle que pour tout n € IN*, 
la variable X, suive une loi binomiale de paramètre (n, ph). 
Supposons que l’on ait la limite suivante : 


mn, (np) À 0: 


n— +00 


Alors, pour tout k € IN, on a : 


P(Xn=k) — = 


Démonstration page 1026 


Remarque Avec les hypothèses de la proposition précédente, si X suit une 
loi de Poisson de paramètre À, alors on a : 


VEEIN P(Xh=Ek) — P(X =k). 


n— +00 


Cela s’interprète ainsi : la loi de Poisson P(À) est une « bonne approximation » 
d’une loi binomiale B(n,pA) associée : 

e à un grand nombre de tentatives (i.e. n grand); 

e chaque tentative ayant une probabilité de succès très faible (1.e. p, petit): 
e de telle sorte que np, soit proche de À. 

On dit que la loi de Poisson est la « loi des événements rares. » 
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Situation type Supposons que l’on souhaite modéliser le nombre d’appels 
reçus par un standard téléphonique dans une période d’une heure, sachant 
que la moyenne habituellement observée est de 30 appels par heure. 
e On peut tout d’abord aborder ce problème minute par minute en considé- 
rant qu’à chaque minute, le standard : 
* avec probabilité à, reçoit un appel; 
* avec probabilité à, n’en reçoit pas. 
Le nombre d’appels reçus en une heure est alors modélisé par la somme 
de 60 variables de Bernoulli, que l’on suppose indépendantes, et suit donc 
la loi binomiale B (60, 3) . Cette modélisation respecte la moyenne attendue 
de 30 appels par heure, mais n’est pas très satisfaisante car elle impose : 
* qu'il ne peut pas y avoir plusieurs appels reçus dans la même minute ; 
* qu'il est impossible de recevoir plus de 60 appels en une heure. 
e Pour rendre le modèle plus réaliste, on peut songer à affiner le précédent 
en optant pour un découpage seconde par seconde. 


On aboutirait alors à la loi binomiale B (3600, x) 


e Si l’on veut rendre le modèle encore plus réaliste, pourquoi ne pas aug- 
menter encore le découpage ? C’est là qu’intervient la proposition 20 de 
la page précédente : à force d’augmenter le découpage, on ne fait que se 
« rapprocher » de la loi de Poisson P(30), qui apparaît finalement comme 
le choix le plus pertinent pour notre modélisation. 


Plus généralement La loi de Poisson est utilisée pour modéliser un flux d’ar- 
rivées (homogène dans le temps) comme par exemple, durant une période T 
donnée : 


e le nombre de clients se présentant dans un magasin ; 

e le nombre de véhicules franchissant un poste de péage ; 
e le nombre d’appels reçus par un standard téléphonique ; 
e le nombre d'étoiles filantes observées une nuit dégagée. 


roposition 21 
Si X et Y sont deux variables indépendantes, suivant des lois de Poisson 
de paramètre respectifs À et u, alors X + Ÿ suit une loi de Poisson de 


paramètre À + y. 


Démonstration page 1027 


Attention Dans le résultat précédent, l'hypothèse d'indépendance est impor- 
tante ! Par exemple, si X suit une loi de Poisson de paramètre P(1), alors 2X 
ne suit pas une loi de Poisson (car par exemple P(2X = 1) = 0). 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Proposition 1 Soit AC ÆE.Ona: 
X-1(4A)=X" (A) avec À=ANImx. 


Il s'ensuit que : 


X71(4)= [J X-'({x}). (x) 


ze À 


e Comme X est une variable aléatoire, Im X est au plus dénombrable, donc À l'est 
aussi. La réunion apparaissant dans la relation (x) est donc au plus dénombrable. 


e De plus, comme X est une variable aléatoire, on a : 
Vx € À X7'({x}) € A. 
Donc, par stabilité de À par union au plus dénombrable, on a X-!(A4) € A. 


Exercice 1 Soit X : (0 — E une application. 


e Comme Q est au plus dénombrable, il en est même pour Im X puisque X induit 
une surjection de Q sur ImX (cf. exercice 5 de la page 940). 


e D'autre part, il est clair que pour tout xe E,ona (4) e P(Q). 


Proposition 2 


e L'application Px est bien à valeurs dans [0,1]. 

e Ona{XEImX}= 0, donc Px(ImX) = P(Q) = 1. 

e Si (Ay)nen est une suite de parties deux à deux disjointes de Im X, alors les événe- 
ments {X € A, } pour n € IN, sont deux à deux incompatibles et donc, par additivité 
dénombrable : 


Px( U A.) =r( U1{x € A) = D PXEA;)= S Px(An). 


nEIN nEIN nEIN nEIN 
Donc l'application Px est une probabilité sur (Im X, P(ImX)). 
Exercice 2 Considérons la condition : 


Vwen P({w}) #0. (C) 


e Supposons la condition (C) vérifiée. Soit X une variable aléatoire non constante. 
Comme X n’est pas constante, on peut donc trouver (w1,w2) € (? tel que : 


X(w1) Æ X (wo). 
En notant 1 = X{(w:) et x2 = X (wo), on a alors : 
P(X = 21) > P({wi}) >0 et P(X = 2x2) > P({wo}) > 0. 


Comme x1 £ 2, cela prouve que X n’est pas presque sûrement constante. 


1015 


Chapitre 18. Variables aléatoires discrètes 


e Supposons désormais que la condition C ne soit pas vérifiée, et construisons une 
application non constante mais presque sûrement constante. 


Comme C n’est pas vérifiée, on peut trouver wo € ( tel que P({wo}) =), 
Soit alors X : Q — {0,1} définie ainsi : 
X (wo) = 0 et Vue Q\{wo} X(w)= 1. 


Alors X est une variable aléatoire discrète (cf. exercice 1 de la page 1001) et 
l’on a : 


P(X = 1) = P(Q\ {wo}) = 1—P({wo}) = 1, 


donc X est presque sûrement constante et égale à 1. Pourtant, X n’est pas 
constante. 


Proposition 3 


e Les événements de la famille ({X = oo sont deux à deux incompatibles. 


mX 
En effet, pour z1 Æ 2, si l'on a w € {X = x1}, alors X(w) = x1 et donc, 
comme 1 £ 2, on a w € {X = ro}. 


e D'autre part, on a : 


LU (x=a}= {x € LU) &}}={xemx}=0 


xElm X xElm X 


Par suite, la famille ({X = #}) x est un système complet d'événements. 


xElm 


Proposition 4 Prouvons d'abord que f o X est une variable aléatoire discrète. 


e On a Im(fo X) — f(ImX). L'image par une application d'un ensemble au plus 
dénombrable est au plus dénombrable (cf. exercice 5 de la page 940). Comme Im X 
est au plus dénombrable (car X est une variable aléatoire discrète), il en résulte 
que Im(f o X) est au plus dénombrable. 


e D'autre part, pour y € Im(f o X), on a: 
(foX)"({y}h) =X (4) ave A= f'({y}). 
D'après la proposition 1 de la page 1000, on a donc (fo X) !({y}) € A. 
Par suite, f o X est une variable aléatoire discrète. 
Pour obtenir la loi de f o X, remarquons que, pour y € Im f(X), on a: 
(fA=u= L] {X=5 
zEf 1 ({u}) 


La famille ({X = 2}) er étant une famille au plus dénombrable d'événements 


deux à deux incompatibles, on obtient, par additivité dénombrable : 


P(AX)=y)= D, P(X=x) 
ref ({u}) 
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Proposition 5 Soit p1,...,pn des réels positifs dont la somme vaut 1. Notons : 
ti. tnvh 


D'après la proposition 13 de la page 968, il existe une probabilité P sur (A, P(Q)) 
vérifiant : 
VneÏi,N] P({rn}) = pa. 
Alors, l'application X : Q > Æ répond au problème puisque c'est une variable 
T > x 
aléatoire discrète vérifiant : 


VE lILN| PXe=m)=P ir) =r.: 


Proposition 6 Soit (P#)nen une suite de réels positifs dont la somme vaut 1. Notons : 
Q= tr: nEINE 
D'après la proposition 14 de la page 968, il existe une probabilité P sur (Q, P(Q)) 
vérifiant : 
Vn E IN P({xz}) = D. 


Alors, l'application X : (Q > Æ répond au problème puisque c'est une variable 
T > x 


aléatoire discrète vérifiant : 
VhEIN Pen )= Pr =: 


nm 
Exercice 3 Notons p, = a er On constate que la série Sp, converge. D’après la 
nm 


proposition 6 de la page 1004, il existe une variable aléatoire X à valeurs dans IN 
telle que : 
VnEeIN P(X=n)=pn 


si, et seulement si : 


+00 
(VREIN pa>0) et  d pr=1 
n=0 
On a : 
+00 1e jn \ 
a 


Par suite, la condition nécessaire et suffisante cherchée est a = e À. 


Proposition 7 
e Supposons que Z soit une variable aléatoire discrète. En considérant les applications : 


mi: EÆXE — E; et mm: EH XE —> FE 
(&,y) = x (2,y) > y 


on constate que À = m0 Z et Ÿ = 72 0 Z. Donc, d'après la proposition 4 de la 
page 1003, X et Ÿ sont des variables aléatoires discrètes. 
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e  Réciproquement, supposons que X et Ÿ soient des variables aléatoires discrètes et 
montrons que Z l'est aussi. 

* On a ImZ CImX x ImŸ. Comme Im X et ImŸ sont au plus dénombrables, 
leur produit cartésien l'est aussi (cf. exercice 7 de la page 940); par suite, Im Z 
l'est également. 

x Soit z = (x,y) € Im(Z). Montrons que Z-1({2}) € A. On a: 


WE ZT (LT = (X(W),Y(w)) = (x, y) 
es X(wi=zx et Yiw)=#y 
donc Z71({2}) = {X = x} N {Y = y}. Comme X et Y sont des variables 


aléatoires discrètes, on a {X =x} € À et {Y =y} € A. Par suite, comme À est 
stable par intersection, on a Z_!({2}) € A. 


Proposition 8 Pour z={(x,y) EImX xImŸ,ona: 


{X = 2} N{Y = y} = {A Y) = (x,y)}. 
D'après la proposition 3 de la page 1003, la famille : 
({X=2}n {y = U}) (e,y)eim(X,Y) 
est un système complet d'événements : c'est le système complet associé à (X, Y). 


Il en résulte que la famille HX=r} N{Y=y}), est également un système 


x,y)ElmXxImY 
complet d'événements car elle est obtenue, à partir du système complet associé à (X,Y), 
en ajoutant les événements : 

{X =x}N{Y =y} pour (x,y) € (ImX xImY)\Im(X,Y), 


qui sont tous égaux à l'événement impossible S. 
Exercice 4 Notons Z le couple (X,Y). En notant s et p les applications : 
s: IR? — IR et pi IR? —+ IR 
(&,y) > z+y (x,y) > zy 
on à : 
X+Y =soZ=s(Z) et XY =poZ=p(Z). 
Par suite, comme Z est une variable aléatoire discrète, la proposition 4 de la page 1003 
assure que À +Y et XY le sont également. 


Proposition 9 
e On sait que la famille : 


({Y FE D nr 


est un système complet d'événements : c'est le système complet associé à Y. 
La formule des probabilités totales appliquée avec ce système complet donne alors la 
formule souhaitée : 


P(X=2)= N P({X=x}N{Y =y}). 


yEImY 


e La seconde formule s'obtient de la même manière en appliquant la formule des pro- 
babilités totales avec le système complet d'événements associé à X. 
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Proposition 10 Soit x € ImX. 


e Pour yEImY, la relation : 


Vy EImY P({X=:}N{Y=y}) = P(X=x|Y=y)P(Y =y) 


est immédiate par définition de P(X =x | Y =y). 
e La seconde propriété découle de la première puisque, d’après la proposition 9 de la 
page 1006, on a: 


P(X=:)= d  P({X=:}N{Y=y}) 


yEImY 


Exercice 5 
e Supposons que À soit constante presque sûrement. 
Il existe alors a € Im X tel que : 
PÉX=0) = 1 
Soit Ÿ une variable aléatoire discrète sur (Q,.4,P). 


Pour tout (x,y) € ImX x ImY : 


* si x = a, alors l'événement {X = x} est presque certain et alors : 


PAX=R Ni == PT =y) (cf. exercice 5 de la page 961) 
= PIX=x) PO =). 


* si x £a, alors l'événement {X = x} est négligeable, et alors : 
P(LX =} N {= y}) = 0 = P(X =x) P(Y =y). 


Dans tous les cas, on a donc P({X = x} N {Y =y}) = P(X =x)P(Y = y), 
donc X et Ÿ sont indépendantes. 


e Supposons que À ne soit pas constante presque sûrement. Cela signifie qu’il 
existe (x1,x%2) € (Im X}? vérifiant x1 £ x2 ainsi que : 


P(X =x1) > 0 et P(X =x2) > 0. 
Alors X n’est pas indépendante d’elle même car : 


PH) =m = PAP). 


Proposition 11 


e Un sens est évident car si l'on a: 
VACImX VBCImY P({XEA}n{YeB})=P(XE A)P(Y eB), 
alors en exploitant cette propriété pour des singletons À = {x} et B = {y}, on a: 


Vel Rinr PK =S) NT =n=P NX = PT =), 


ce qui exprime précisément l'indépendance de X et Y. 
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e  Réciproquement, supposons X et Ÿ indépendantes. Soit À CImX et BCImY. 
Cr &: 


{Xe A}n{YeB}= [J({X=z:}n{YeB}). 
xEA 


La famille ((X =zx}n{Ye Bi étant une famille au plus dénombrable d'évé- 
nements deux à deux incompatibles, on a, par additivité dénombrable : 
P({XEA}N{Y EB} = SN P({X=:}n{Y eB}). 
xEA 
En écrivant alors, pour tout x € À : 
{X=2}n{Y eB}= |] ({(X=r}n{Y=y}) 
yeB 
et en utilisant à nouveau l'additivité dénombrable, on obtient : 


P({X e A}n{Y eB}) = (= P({X=x}n w=u)) 


zEA ‘“ycB 


L'indépendance de X et Y, donne alors : 


P({X e A}N{Y e B}) = ( P(X =x) P(Y =y) 

xzEA ‘ycB 

= (rx=0 ZE rY-1) 
xEA yEeB 

L (P(X=x) P(Y € B)) 
xEA 

= (> P(X=2)) P(Y eB) 

xEA 
= P(X € A)P(Y € B), 


ce qui prouve le résultat. 


Proposition 12 Supposons X et Y indépendantes. Soit f et g des fonctions définies 
respectivement sur Im X et ImŸ. Pour a € Im f(X) et be Img(Y), on a: 


P({F(X) = a} n{g(v) =0}) = P({X € fr ({ah}n{y eg ({0h)}). 
Comme X et Y sont indépendantes, la proposition 11 de la page 1008 donne : 
P({/(X) = a} N{g(Y) = b}) = P(X € FT ({a})) P(Y eg ({6})), 
2 — 


=P(f(X)=a) =P(9(#)=0) 
d'où l'indépendance de f(X) et g(Y). 
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Proposition 13 


e Supposons X et Ÿ indépendantes. Soit y € Im Ÿ tel que P(Y = y) £ 0. 
Pour tout xEImX,0ona: 
P(AX=x} N {Y =y}) 
P(Y =y) 
P(X=x) P(Y =y) s 
= ——————— indépendance de X et Y 
P(Y =y) ( 


= P(X = x). 


MA=r Ter) 


Donc la loi conditionnelle de X sachant {Y = y} est la même que la loi de X. 


e  Réciproquement supposons que : 


VyeElmY P(Y=y)£0— (VrelmX P(X=x|Y=y) =P(X=x)) (x 


et montrons que X et Ÿ sont indépendantes. 
Soit (x,y) € Im X x Im Y . Montrons que : 


FAX ==) = PA 0) PTS). 


x Si P(Y=y) =0,0na: 
P({X=x} N {Y=y}) = 0 =P(X=x) P(Y =y). 
x Si P(Y =y) Z 0, alors : 
P({X=x}N{Y=y}) = P(X=x | Y = y)P(Y =y) 


D'où le résultat. 


Proposition 14 Soit A, CImX:,...,4, CImX,.Ona: 


nm 
(\{Xx € A} = U {X1=m} Ne N{Xn=tn}. 
k=1 (t1,...,%n)EA1X-X An 
Puisque les ensembles A1,..., A4, sont au plus dénombrables (car ils sont inclus respec- 
tivement dans Im X:,...,Im X,), leur produit cartésien A, x :-- x A, l'est aussi. 


La réunion précédente étant disjointe, on a, par additivité dénombrable : 


P{ Aux e A) = >, P({Xi=m}.. {Xn=tn}). 
k=1 (t1,...,%n)EA1X-.X An 
Par indépendance des variables X:,...,X,, on a alors : 
P( (A € ) — œ P(X1=21): P(Xn=%n). 
k=1 (t1,...,%n)E A1 XX An 


Un calcul analogue à celui de la démonstration de la proposition 11 de la page 1008 
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permet alors d'aboutir à : 


1) = 5 PG=a)) ++ ( > P(X, =) 


k=1 æ1E A1 


| 
> 


P(X% € Ak). 


Proposition 15 Soit 7 C [1,n]. Soit (x;);er une famille telle que : 
HET mEImMX*. 
Prouvons-que : 
icI icI 
Soit (A;)iepi,n] la famille définie par : 
VielI A;={x;} et Viefi,n]\1 A; =ImX;. 
La proposition 14 de la page 1009 nous donne, par indépendance de X:,..., X, : 


r( Nix È 43) _ [LP E À). e 


i=1 i=1 

Par construction de la famille (A;);er, on a : 

et 

La relation (x) se simplifie donc pour donner le résultat souhaité : 
iel ie 


Exercice 6 Prouver que les événements { X1 € A1},...,{X, € A, } sont indépendants 
revient à montrer que pour tout 1 C [1,n] non vide, on a : 


ie iel 
C’est une conséquence immédiate de l’indépendance des variables X; pour à € 1 


(assurée par la proposition 15 de la page 1009) et de la proposition 14 de la page 1009. 


Corollaire 16 Il suffit d'appliquer la proposition 15 de la page 1009 aux sous-familles à deux 
éléments de la famille (X1,...,X,). 
Exercice 7 


e Supposons que 14,,...,14, sont indépendantes. Prouvons l’indépendance mu- 
tuelle des événements A41,...,A4,. 
Pour cela, fixons 7 C [1,n] non vide et montrons que : 


P( M A) = ][P(A4:). 


iclI 1€I 
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D’après la proposition 15 de la page 1009, la sous-famille (14,);er de 
(L4,,...,LA,) est une famille de variables indépendantes. Donc, d’après la propo- 
sition 14 de la page 1009, on a : 


P(QUa = 1}) = [TFC = 1), 


ce qui donne la relation souhaitée puisque pour tout à € 7 on a {14, = 1} = À 


Supposons que les événements A1,...,4, sont indépendants et montrons l’indé- 
pendance des variables 14,,...,14,. Fixons (x1,...,2:) € {0,1} et prouvons 
que : 


P Pb = [TP = %0). (x) 
(Qt mr) IT 


Pour tout ke [1,n], on a : 


Ag Si æ =1l 
donc en notant By — _ | ; 
Az si xp =0, 


Àk si Ty = 1 


{Las — zx} — { 


Ax sixzr =0 


la relation (x) se réécrit : 


P( N m) = Ir) 


k=1 
Cette relation est vérifiée puisque, les événements A1,..., 4, étant indépendants, 
il en est de même pour B1,...,B, (c’est une conséquence de l’exercice 10 de la 
page 967). 


Exercice 8 Pour (x1,...,%n) € Im f1(X1) X --: x Im fh(Xh), on a : 


Vkefin] {fk(Xx) = 2r} = {Xr € fr (æh)} 


puis : 


PA tnt =a)) = (A Xe fe (&m))}) 


— Il PÉX, € fe (U})) (indépendance de X1,...,X») 


| 
as | 


D'où l’indépendance des variables f(X1),..., f(Xh). 


Exercice 9 Soit (y,x3,...,%n) € ImY x Im X3 x:--Im X,. Montrons que : 


nm 


P({Y=y}N{X3=23} NN {Xn=tn}) = P(Y =y) [[PXx=x). © 
k=3 


Comme Ÿ est le couple (X1, X2), l'élément y € ImŸ s'écrit : 


y =(x1,72) avec 21 EImX1 et x2 € Im X2. 
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On a alors : 
Y'=y} = {X1i=m}N{X2=72} 


et par indépendance de X3 et X: : 


La relation (x) que l’on cherche à obtenir est donc équivalente à : 


PHX=minNlXi=m)) =PX =) Per) IL FC =24) 
k=3 


et cette dernière relation est vraie par indépendance des variables X1,..., X». 
Exercice 10 En appliquant le résultat de l’exercice 9 à la famille (X1, X2, X3, X4), on 


obtient l’indépendance des variables (X1,X2), X3 et X4. On sait que l’indépendance 
ne dépend pas de l’ordre des variables, on peut donc considérer la famille : 


(X3, Xa, (X1, X2)) 
et le résultat de l’exercice 9 fournit alors l’indépendance des variables : 
(X3, X4) et (Xi, X2). 


Alors, les variables aléatoires X1 + X2 et X3X4 étant des fonctions respectivement 
des couples (X1,X2) et (X3, X4) le résultat de l'exercice 8 assure l’indépendance 


de X: + Xo et X3X4. 


Exercice 11 
1. e Tout d’abord, X prend ses valeurs dans l’ensemble dénombrable IN* U {wo}, 


donc Im X est au plus dénombrable 
e Il reste à prouver que pour tout x € IN*U {oo}, {X — x} est un événement. 


* Pour n EIN*,ona: 
n—1l 
{X=n} = ( [\{Ux =0}) Net, 
k=1 


c'est donc un événement comme intersection au plus dénombrable (finie, 
ici) d'événements. 
* D'autre part, par définition de X, la partie {X — œ} est un événe- 
oo 
ment : c’est l’événement contraire de ([J {X =n} (qui est un événement 
n=1 


car union dénombrable d'événements). 


+oo 
Remarque : on peut aussi remarquer que {X = oo} = ff} {U, = 0}. 
n=1 
2. Pour ne IN*,ona : 


{X=n)= (hu = 0) Mel} 


k=1 


Par indépendance des variables Ux pour k € IN*, on obtient : 


P(X=n) = ( Il P(U:=0)) P(Un=1) = p{1-—p}" À, 
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Par suite, on a : 
+00 
P(X EIN*)=S p(1-p}"1=1 et donc P(X=00)=1-P(X € IN*)= 0. 
n=1 


Par suite, X suit la loi géométrique de paramètre p. 


Proposition 19 
e Supposons que X suive une loi géométrique de paramètre p € ]0,1{. 

* Puisque X < G(p), on a, pour tout n E IN : P(X > n) =(1-p}" > 0. 
x D'autre part, pour (n,k) € IN?, on a: 

PIX >n+k) 

P(X > n) 
ne Gp} =P(X > &). 
ep 
e  Réciproquement, supposons que X vérifie : 
VnelN P(X>n) #0 


P(X>n+k|X>n)= 


ainsi que : 
V(n,k) EIN? P(X>n+k|X>n)=P(X > &). (x) 
Notons À = P(X =1). 
* Soit m € IN*. L'hypothèse faite sur X permet de conditionner par {X > m—1} : 
P(X > m)=P({X >m}N{X>m-—1}) 


=P(X>m|X>m-1)P(X >m—1) 

En appliquant la propriété (x) pour (n,k) = (m — 1,1), on obtient : 
PCX >n)=P(X > DPIX >m-1=(1-2X)PCX > m1) 

La suite (P(X > m)) 


? . 
l'on a : 


men Sst donc une suite géométrique de raison (1 — À) et 


VmEIN PXS=m)=(1=A7. 
puis, pour tout m € IN* : 
P(X =m)=P(X>m—-1)-P(X > m) 
=(-1)"- (a) 
= À A) 
* Pour conclure que X suit la loi géométrique de paramètre À, il reste à prouver 
que À € [0,1]. Comme À = P(X = 1), on a déjà À € [0,1]. Il s'agit donc de 
prouver que À £ 1 et À 0. 


x Comme par hypothèse on a P(X > 2) > 0,on a ÀA=P(X=1) <1. 
x Si À était nul, alors on aurait : 


Vm EIN* P(X=m)=A(1—))""-1=0 et alors + PLÉ=m)= 0 
meEIN* 


ce qui est impossible car X est une variable aléatoire à valeurs dans IN*. 
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Exercice 12 
Montrons que l’énoncé de cet exercice est équivalent à celui de la proposition 19 de 
la page 1012. Pour cela, montrons que, sous l’hypothèse : 


VnEIN P(X >n)>0, 
la propriété (x) de la proposition 19 de la page 1012 : 
V(n,&) EIN? P(X>n+k|X>n)=P(X > k) (x) 
est équivalente à la propriété (A) de cet exercice : 
V(n,k) EINXIN* P(X=n+k|X > n) =P(X=k). (A) 
e Supposons (x) vérifiée. Soit (n,k) € IN x IN*, on a : 
PÉX=n+k|IX>n)=P(X>n+k-1|[X>n)-P(X>n+k|X>n) 
puis, en utilisant la propriété (x), on aboutit à (A) : 
PS ERA mel ED RCE R= Pix =b. 
° Supposons (A) vérifiée. Pour (n,k) € IN?, on a : 


+00 
PIX >n+k|X>n)= ÿ P(X=n+j|X>n) 
j=k+1 


+00 
_ ÿ FCX=)) d’après (A) 


ce qui montre la propriété (x). 
Exercice 13 La variable aléatoire X prend ses valeurs dans IN*. Pour n € IN, on a : 
{X>n}={X>n}N{X2>n} 
donc, par indépendance de X3 et X : 
P(X > n) =P(X1 > n)P(Xo > n) = (1—p1)" (1 — pa)" = ((1—p1)(1 —p2))". 


Par suite, la variable X suit donc la loi géométrique de paramètre 1—(1—p1)(1—p2), 
ou encore 1 — g1g2 en notant q1 = 1 — p1 et qg2 = 1 — po. 


Proposition 20 Soit k € IN. Pour n € IN*, comme X, — B(n,p;), on a: 


PCA) = (9) ph (=) t 


1 n! 


 — k eu 
ni ani ( Pn) 


On aura le résultat souhaité si l'on montre les deux limites suivantes : 


À 


n! . 
(pr) + e7 tp; >. 
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À 7 
Première limite. Puisque np, — À, on a p, = — et en particulier p, — 0. 
n 


On en déduit : 
(= Hn(1 = ps) + —(n — #)pa ve —{n —#)2 + À 


On a donc : 


(n — k)In(1 — ph) > —À 


n— +00 
puis par continuité de l'exponentielle : 
(pr) = exp ((n —k)In(1 — ph)) — era 
Deuxième limite. On a, par produit d'équivalents (remarquons que ce sont des équi- 


valents quand n — +o que l’on manipule, et que dans les produits ci-dessous, le 
nombre de termes ne dépend pas de n puisqu'il y en a k qui est fixé) : 


n! =. k k A\f 
—— — n—j)en et N (=) ; 
(n —k)! [I ÿ) #3 n 
3=0 
On en déduit, toujours par produit d'équivalents : 
n!p} k eh = 
—"— mn |) =), 
(n —k)! 
ce qui donne la limite souhaitée : 
nl p* 
(n — k)! 
Proposition 21 Comme X et Y sont à valeurs dans IN, la variable X + Y est aussi à 
valeurs dans IN. Pour n E IN, on a, comme X et Y sont à valeurs dans IN : 


{X+Y=n}= ([J{X=#}Nn (Y=n-k}. 
k=0 
La réunion précédente étant disjointe, on a : 


P(X+Y=n) = P({X=Kk}N{Y=n-Kk}) 
k=0 
et donc, par indépendance de X et Y : 


P(X +Y =n) = D P(X=E) P(Y =n — k) 


n 0) 
— n k n-k\€ 
k=0 


er +4) 
n! 


(4 pu) (formule du binôme) 


Donc X + Ÿ suit la loi de Poisson de paramètre À + y. 
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S’entraïîner et approfondir 


Loi hypergéométrique 

Une urne contient N boules : N, boules blanches et MN — N — N; boules noires. On 
tire sans remise n boules et on note X le nombre de boules blanches tirées. 

Donner la loi de X. 

Remarque En notant p — FT, la loi de X est appelée loi hypergéométrique de 
paramètre (N,n,p). Elle est notée H(N, n, p). 


Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux la loi géo- 
métrique de paramètre 1/2. Déterminer la probabilité des événements suivants : 
Lier 

D LEE: 


Soit À et Ÿ deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de 
paramètre p € ]0,1]. Donner la loi de [X — Y|. 


Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans IN*, indépendantes et de même 
loi. On note D =|X —Y]| et M = min(X,Y). 
1. On suppose que X et Ÿ suivent la loi géométrique de paramètre p € [0,1]. On 
note q = 1 — p. 
(a) Déterminer la loi conjointe de D et M. 
(b) En déduire que les variables aléatoires D et M sont indépendantes. 
2. Réciproquement, on suppose que D et M sont indépendantes. 
On suppose de plus que : 


Vn EIN* P(X=n) > 0. 
(a) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que : 
Vn EIN* P(X=n+1) =CP(X=n). 


(b) En déduire qu’il existe p € ]0,1[ tel que X (et donc Ÿ ) suit la loi géométrique 
de paramètre p. 


On suppose que le nombre N de clients allant en caisse dans une période de temps 
donnée suit une loi de Poisson de paramètre À > 0. Le magasin dispose de deux 
caisses, et chaque client se dirige au hasard et indépendamment des autres clients : 
e vers la caisse 1 avec probabilité p € [0,1] 
e vers la caisse 2 avec probabilité q = 1 — p. 
On note N; et N; le nombre de clients se présentant respectivement à la caisse 1 et 
à la caisse 2. 
1. (a) Soit n € IN. D’après l'énoncé, quelle est la loi conditionnelle de Ni sachant 
l'événement {N = n}? 

(b) Déterminer la loi de Ni. 

2. Les variables N; et N: sont-elles indépendantes ? 
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Exercices 


Soit X et Y deux variables aléatoires de Poisson de paramètres respectifs À et y. 
On suppose de plus X et Y indépendantes. 
Soit n € IN. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant {X +Y =n}. 


On considère une suite de n convertisseurs numériques fonctionnant de manière indé- 
pendante et placés en série. Chaque convertisseur restitue correctement le bit qu’on 
lui fournit avec probabilité p et renvoie le bit opposé avec probabilité 1 — p, où 

€ [0,1]. On note X% le bit en sortie du k-ème convertisseur, Xo étant le bit en 


entrée de chaîne. On pose 
P(Xx = 1) 
= ( P(Xx = 0) ) | 


1. Déterminer une relation entre Az et Axy1. 


2. En déduire la probabilité que le bit initial soit correctement rendu en sortie du 
n-ème convertisseur. Que se passe-t-il quand n tend vers l'infini ? 


Ce AN D 

R . s 0 0 1 0 

1. Diagonaliser la matrice J = 0 0 01 
1 0 0 0 


2. Soit ABC D un carré sur lequel on se déplace comme suit : 


e si l’on se trouve en À à l'étape n, on va 
en B avec probabilité 1/2, en D avec  ; /6 1/6 
probabilité 1/3 et on reste en À avec 
probabilité 1/6 : @ 1/2 () 
e si l’on se trouve en B à l'étape n, on va 
en C avec probabilité 1/2, en À avec des 
probabilité 1/3 et on reste en B avec 1/ 
probabilité 1/6 ; 1/3 
e si l’on se trouve en C à l'étape n, on va 
en D avec probabilité 1/2, en B avec Lf 


1/ 
3 
probabilité 1/3 et on reste en C' avec 
1/ 


2 
TT. >» 
probabilité 1/6 ; TG) 
e sil’on se trouve en D à l'étape n, on va © 1} K ) 
en À avec probabilité 1/2, en C avec 6 1/ 
probabilité 1/3 et on reste en D avec 


probabilité 1/6 ; 


3 
1/3 
2 


À l'instant initial, on est situé en À. On notant a, la probabilité d’être en À à 
l'étape n, calculer la limite de la suite (anne. 
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Modélisation d’un flux d’arrivées 

Cet exercice ne tient pas compte de la discussion de la page 1014 expliquant que la 
loi de Poisson permet de modéliser un flux d’arrivées. Il a pour objectif d'aboutir à la 
même conclusion. 


On souhaite modéliser le nombre N d’appels reçus par un standard téléphonique 
entre 14h et 16h ; on suppose ne rien connaître sur la manière dont les appels arrivent 
au standard, si ce n’est qu'ils arrivent de manière aléatoire, indépendamment les uns 
de autres, selon un flux homogène dans le temps. Désignons par X et Y le nombre 
d'appels reçus respectivement entre 14h et 15h et entre 15h et 16h. 


À; 


Question qualitative. Compte tenu de l’expérience aléatoire modélisée, expliquer 
pourquoi il est « naturel » de supposer que : 

e X et Ÿ sont indépendantes et de même loi; 

e VnEIN P(X =n) £0; 

e pour tout (n,k) € IN?, on a : 


PAS RIN Sn) = fn). (x) 


Pour la suite de l’exercice, on suppose ces propriétés vérifiées. 

Soit k € IN. 

En utilisant la relation (x) avec les deux couples (k+1,k) et (k+1,k+1), obtenir 
que : 


PIX=#  ktl M 


En déduire que X suit une loi de Poisson. 
Conclure finalement que N suit une loi de Poisson. 
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Solution des exercices 


18.1 Pour modéliser l’expérience aléatoire considérée, distinguons une à une les boules de 
l’urne, par exemple en les numérotant : 
Phi Bi Nisa NX: 
Tirer n boules sans remise revient à sélectionner une poignée de n boules parmi 
les Ni + N; initialement présentes dans l’urne. 
Prenons comme univers ( l’ensemble de ces poignées de n boules. On a 
ainsi card Q = (Mi), 
Les poignées étant toutes équiprobables, on munit ( de la probabilité uniforme. 
On voit facilement que Im X = [max(0,n — N2),min(n, N:)]. 
Soit x € Im X. Puisque l’on a muni Q de la probabilité uniforme, on a : 


card{X =} 
card Q 
On a déjà card Q = (NE) . Il reste à déterminer card {X =x}. 


Construire une poignée de n boules appartenant à l'événement {X = x} revient à 
deux choix successifs : 


Fr) = 


e choisir une poignée de x boules parmi les N1 boules blanches; il y a (V1) choix; 
e choisir une poignée de n—x boules parmi les N2 boules noires; ily a (2) choix. 


On obtient finalement : 


card {X =x} = () (,) et donc P(X=x) = — 


Remarque 
Si l’on convient que le coefficient binomial Co) est nul si p < 0 ou si p > n, alors 


l'expression obtenue pour P(X = x) est valable pour tout x € IN (et elle est nulle 
si & € [max(0,n — N2),min(n, N:)]). 


18.2 1. Ecrivons l’événement {X — Y } comme une réunion d'événements deux à deux 
incompatibles : 


{X=Y}= |) ({X=n}Nn{Y=n}). 
nEIN* 
Par additivité dénombrable, on obtient : 


+00 
P(X=Y)= 3 P({X=n}N{Y =n}) 


puis, par indépendance de X et Y : 


P(X = Y)= ŸPX =) PT =n) 
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1 
Comme X et Ÿ suivent la loi géométrique de paramètre 3012: 


VnEIN* P(X=n)=P(Y=n) GC) 


et donc : 
1 


DONC DEEE NE 


1 
pl 


2. e Première méthode. De même, l'événement {X < Y' } s'écrit comme réunion 
d'événements deux à deux incompatibles : 


{X <Y}= (J{X=n}n{r >n}. 
neEIN* 
Par additivité dénombrable puis par indépendance de X et Y, on a : 


+oo 


PIX <Y)=S P({X=n}N{Y >n})= Dex P(Y > n). 


fn=l 


1 
Comme X et Y suivent la loi géométrique de paramètre 302: 
x 1\7 1\7 
Vn € IN P(X=n)= (>) et PY>n)=(;) 


ce qui donne le même calcul qu’à la question 1 et mène à P(X < Y) = - 
Deuxième méthode. Remarquons que les événements : 

LÉ=T}, {X<Y} et IX T} 
forment un système complet. On a donc : 


PIX =Y)+P(X <Y)+P(X > Y)=1. 


Par symétrie du problème en X et Y , on a P(X < Y) = P(X > Y). Comme 
1 
on sait déjà d’après la première question que P(X = Y) — 3° °n obtient : 
P(X <Y)=P(X > Y) == 
18.3 Notons Z = |X — Y|. La variable aléatoire Z est à valeurs dans IN. 
s On izeti=ix= y) LIÉE ent. 
nEIN* 
Les événements de la famille ({X = n}N{Y = n}), an- sont deux à deux incom- 


patibles, on a par additivité dénombrable : 


+00 
P(Z=0)= SN P({X=n}N{Y =n}) 


n=1 
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puis, par indépendance des variables aléatoires X et Y : 


n=1 
5 1 pe p 
= : 1 — 237 = ——_—__————— = —. 


e Soit n EIN*.Ona{Z=n}={X-Y=n}U{Y-X=n}. 
Les deux événements {X —Y = n} et {Y — X = n} étant incompatibles, on a 
par additivité : 


P(Z=n)=P(X-Y =n)+PY -X=n). 
Par symétrie du problème en X et Y, cela donne : 
P(Z=n)=2P(X -Y =n). 


L'événement {X —Y = n} s'écrit comme une réunion d'événements deux à deux 
incompatibles : 


{X-Y=n}= [J ({X=n+k}n{y =k}). 
kEIN* 


Par additivité dénombrable, puis par indépendance de X et Ÿ, on obtient : 


+00 
PIX -Y =n)=S P({X=n+k}N{Y =k}) 


= SPX=n+ HP =# 


+oo 
=D p(-p} tr lp(i pt 
k=1 
_ Hi 
=p(1-p} > ((-p)) 
k—1 
1 
= p»2(1 ÿ 
PAR) 1—(1—p} 
pA=p" 
2—p 
2p(1—-9p)" 
et donc finalement P(Z = n) — rt : — 
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18.4 1.(a) Les variables aléatoires D et M sont à valeurs respectivement dans IN et IN*. 
e Pour m € IN*, on a: 


{(D,M)=(0,m)j={X=mIN{Y =m} 
donc, par indépendance de X et Y : 
PIOLM)= (0) FX =med = mm) =2" 0777 
e Soit de IN* et m € IN*. On a : 
(D, M)={d,m)}= ({[X=m} N {Y =m+d}) U ({Y =m+d} N (X=m}). 


Comme d > 0, la réunion précédente est disjointe. On a donc par additivité 
et symétrie du problème en X et Ÿ, puis par indépendance de X et Y : 


P((D,M)=(d,m)) =2P({X =m}N{Y =m+d}) 


- 2 p? HAMPrOS 


(b) + Constatons déjà que pour m € IN* on a : 
{M=m}={({X>m}N{Y >m})\({X>m}N{Y > m}). 
donc : 
P(M=m) = P({X >m}N{Y >m}) -P({X >m}N{Y > m}) 
puis par indépendance de X et Y : 
P(M = m) =P(X >m)P(Y > m)—P(X > m)P(Y > m) 


2m—2 2m 
— 4 


— q 
= pq"? (1+ q). 
e Pour obtenir l’indépendance de D et M, prouvons que : 


V(d,m) EIN XIN* P(D=d|M=m) = P(D=d). (x 


Traitons séparément les cas d = 0 et d € IN*. 

* Pour m € IN*, on a : 

P({D=0}N{M=m}) 
P(M =m) 


p° ges p 


De 0e a 
Le résultat obtenu ne dépendant pas de la valeur de m, on en déduit 
qu’il vaut aussi P(D —0), ce que l’on justifie par la formule des proba- 


FD =D|M=m)— 


bilités totales avec le système complet ({M = m}) 


meEIN* : 
+oo 
P(D=0)= ÿ P(D=0|M=m)P(M=m) 
m=1l 
+oo p p +00 
2:T+q ( ) ra > (M =m) 
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18.5 1.(a) 


Solution des exercices 


* Pour me IN* et de IN* : 


FD = à] M=m) = STEEL 


| pam2(l+g) 1+q 


et le résultat obtenu ne dépendant pas de m, on en déduit, comme au 
point précédent, qu’il vaut aussi P(D — d). 
On à donc obtenu la propriété (x), ce qui prouve l’indépendance de D 
et M. 


Soit n € IN. On a : 

1M=n}M{iD=0}={X=n}Nn{iY =") 
et 
{M=n}Nn{D=1}={({X=n}N{Y =n+1})U(X =n}N{Y =n+1}). 


Par indépendance de M et D d’une part, de X et Y d’autre part, et comme X 
et Y ont même loi, on obtient : 


P(M=n) P(D=—0) 
{ P(M=n)P(D=1) 


P(X=n)? 
2P(X=n) P(X=n +1). 


Par hypothèse on a P(X = n) £ 0 et P(X =n +1) £ 0, donc les quantités 
P(M = n), P(D =0) et P(D =1) sont non nulles. En manipulant les deux 
relations ci-dessus, on aboutit alors à : 


P(D=1 
D'après la question précédente, la suite (P(X _ n) nenr St géométrique de 


raison ©, on a donc : 
Vn EIN* P(X=n) = P(X =0)C"-1 > 0. 


+00 
Comme X est une variable aléatoire, on à ÿ° P(X =n) = 1, ce qui impose 
n=1 


d’avoir P(X = 0) = 1 — C’. Ainsi, on obtient que X suit une loi géométrique 
de paramètre 1 —-C. 


Compte tenu de l'énoncé, la loi conditionnelle de N; sachant l’événe- 
ment {N = n} est la loi binomiale de paramètre (n,p). 

Soit n1 € IN. Appliquons la formule des probabilités totales avec le système 
complet ({N = n}) 


neN 
P(N=k) = S POV =E [N=n)P(N=n). 
n—=0 
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D’après la question précédente, P(N: =k | N=n) — é 


ce qui donne : 


nn \ +00 n—k 
js = k (q À) 
= —- (pAF et? 
_ “2 e PÀ 


La variable aléatoire N; suit donc la loi de Poisson de paramètre p À: 
2. Prouvons que N; et N: sont indépendantes en montrant que : 


V(k,L) IN? P({M=k}N {N2=£}) = PIN: =k) P(No=£) 
Soit (k,4) € IN°. 


e En échangeant les rôles de N; et N: dans la première question, on obtient que 
la variable aléatoire N, suit la loi de Poisson de paramètre q À. On a donc : 


p" q° 
P(N:=k) PM) = dire, 


e D'autre part, on a : 
ENi=R}OINI=E; = {NI =RIOIN =k +4}, 
donc : 
P({Ni=k}N {N2=E)) = P({Ni=Rk}N{N = k+4}) 


=P(N=k|N=k+E) PIN=Rk + Ë6) 


k +4 


Comme P(Ni=k| N=k+4) = ( L 


) p*q", on obtient : 


b+E) pe AP ss 
P({N =k}N {Ni=£}) = 
({N1=k}N {N2=1}) ( : }r'a TEL 
ce qui, après arrangement, est bien égal à P(N:=k) P(N2=4). 
D'où l'indépendance de N; et M. 


18.6 On a : 
P(LX=k}N{X+Y =n}) " 
P(X +Y =n) 
e Comme X et Ÿ sont indépendantes, la variable aléatoire X + Y suit la loi de 
Poisson de paramètre À + 41. On a donc : 
PIX +Y = n)= Qt ge), 


P(X=k| X+Y=n) = 
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e D'autre part, on a : 
{LX=k}N{X+Y=n)}={X=k}N{Y =n-Kk} 
donc, par indépendance de X et Y : 
PAX=Kk}N{X+Y=n}) = P(X=k)P(Y =n—k) 
À _, ut 
HT (n-H 


e ,n—k 


eh 


I 
> 
… 
— 
u 
e 
+ 
= 


On obtient, en repartant de la relation (x) : 


n! AH 


ONE 
 \k) Lit À+u | 
Donc la loi conditionnelle de X sachant {X +Y — n} est la loi binomiale de para- 


mètre (n, x = =) . 


18.7 1. Soit k € IN. Appliquons la formule des probabilités totales avec le système complet 
d'événements ({X% = 1}, {X% = 0}). 
e Siles événements {X% = 1} et {Xy% — 0} ne sont pas négligeables, alors on a : 
P(Xx+1=1) = PXpis=1 | XK=1)P(Xx=1) + PT | XX =0)P(Xx% =0) 
= pP(Xx=1) + (1 p) P(Xx=0). 
On constate que la relation précédente est toujours vraie si l’un des deux 


événements {X% = 1} ou {Xx% = 0} est négligeable. 
e De la même manière on obtient : 


P(Xy41—0) = (1—p)P(Xx=1) + pP(Xx—0). 


Matriciellement cela se traduit par : 


_ =. kb 1=#5 
Ax+1 = M Ax avec m=(,?, : ) 


2. Une récurrence immédiate donne : 
Vn eIN À, = M'A. 
e Sip=l,alorsona:VnelIN Az = A0 = ( x ) ét donc PIX, =1)= 1. 


e Si p — 0 alors on a, pour tout n € IN : 


An = ( : ) et Aon+1 = ( : ) etdonc P(X;,=1)— REP. 
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e Supposons p € [0,1[. On a sp(M) = {1,2p — 1}, avec comme vecteurs propres 


associés ÜU — ( : ) et Uop-1 = ( - ). 
. 1 i] 
Puisque Ao = ( 0 ) —, (Di + Uss-4), on à, pour tout n € IN : 
1 nm nm 
À — 2 (M U1 + M Un-1) 
1 10] 
—= 2 (Ui + (2p . 1) Up} 
et donc 
1 2p —1)" 
P(Xr=1) = er ”, 


Puisque 2p — 1€ |0,1[, on a (2p — 1)" — 0 et donc P(X,=1) — 


NI 


18.8 1. On a J4 = 14, donc sp(J) € {1,,—1,—i} (car X4— 1 est un polynôme annu- 
lateur de J). L'étude des espaces propres donne quatre droites propres et fournit 
une base (U1,U2,U3,U1) de vecteurs propres associés respectivement aux valeurs 
propres 1,2, —1 et —1, avec: 


1 î —1 i 

1 —] 1 1 

1 1 1 —] 
Dans la suite, on notera À1 = 1, À2 =, À3 = —1 et À4 = —i. 


2. Pour n € IN, notons A, l'événement « être en À à l’étape n ». Considérons de 
même les événements B,, C, et D, , et posons : 


À — avec. «= PAL D = PC.) =P(C,:) et d=Pt0,); 


Pour n € IN, la formule des probabilités totales appliquée avec le système complet 
d'événements (A,,B»,Cn;, DA) donne les relations : 


An sa nm b 4. 02 se nm 
RS a RSS LE 
_m min 4  g, =. 
HE na HT 3 © 
ce qui se traduit matriciellement par : 
1 2 0 3 
1 3 1 2 0 
At —= MX» avec M — G 0 3 1 2 
2 0 3 1 
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Par récurrence immédiate, on a : Vn EN X, = M°X5 = M" 


So CS 


On constate que : 


M = AU +27 +8). 


La base (U1,U2,U3,U1) de vecteurs propres pour J est donc aussi une base de 
vecteurs propres pour M, avec comme valeurs propres associées : 

__1+21 +35 
EE  — 
Par suite, si l’on décompose le vecteur X9 dans la base (U1, U, Ua, Ua) : 


4 
X0 — > Us 
ki 


Uk avec k€ [1,4]. 


alors on a, pour tout n € IN : 


4 4 4 
Xn = (ar. ) —= Ÿ_ x M"Ur — Ÿ ze Ur Ur. 
k=1 k=1 


k=1 
Compte tenu des valeurs des À% obtenues à la première question, on voit que 
pour 1 = 1 et que pour k € [2,4] on a [ux| < 1. On en déduit que : 


T1 
T1 
Xn — x = et donc &än — %1. 
n— +00 Ti 
T1 


La décomposition explicite du vecteur X5 = dans la base (U1,Uo, Us, Ua) 


mises. 


1 
donne 1 = ri On conclut donc que an — 2 


Remarque On à également by — +, €n —+ + et dn —+ +, 
pour n grand on est situé sur l’un des quatre sommets de manière à peu près 
équiprobable. 


ce qui signifie que 


18.9 1. + Le flux étant supposé homogène dans le temps, il est naturel de supposer que X 
et Y ont même loi. 
e Rien ne permet d’être sûr qu’il y aura au moins un appel et rien ne nous permet 
de majorer à l’avance le nombre d’appels reçus, d’où l’hypothèse : 


Im X = IN et VneIN P(X = n) #0. 


e Les appels surviennent indépendamment les uns des autres et de manière ho- 
mogène dans le temps, donc : 
* le nombre d’appels reçus entre 15h et 16h ne donne donc aucune indication 
sur ce qui se passera entre 16h et 17h. Il est donc naturel de supposer X 
et Ÿ indépendantes : 
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* sachant qu’il y a eu n appels reçus en tout, on peut considérer que ces 
n appels, indépendamment les uns des autres, ont été passés entre 15h 


1 
et 16h avec probabilité 5 : cela revient à dire que la conditionnelle de X 


1 
sachant {N = n} est la loi binomiale de paramètre (n, 5) 


2. Soit k € IN. D’après la question précédente, on a : 


1 fk+1 k+1 
PX RUN 24) = R )-+ (1) 
et 
1 k+1 1 
D'autre part, on a, en utilisant l'indépendance de X et Y : 
PUX=ELUIIT = 1 FX =hmr=1 
XIVe D PAZ =) _PX=HPY =D) à 


PIN=K+1) PIN=k+1) 


et, de même : 


PIX =k+1[N=Kk+1) = 
Les relations (2) et (4) donnent : 
PEX =k+1) = —— x ———— 
( FT) Dk+I à P(Y =0) 
et les relations (1) et (3) donnent : 
k+1 . PIN=k+1) 
_ 2k+1 PIF = 1) 
Le quotient des deux dernières relations donnent alors le résultat souhaité : 
P(X=k+1) 1 » =) 
P(X =k)  k+1 P(Y =0) 


F1 
3. D’après la question précédente, en notant À — — — ,On à 

À 

et par suite : 

XF 
VkEeIN P(X = k) = a FX =D} 
+00 L 
Puisque 5 P(X=Kk) = 1, on a nécessairement P(X = 0) =e-\,. 


k=0 
Ainsi, X suit la loi de Poisson de paramètre À. 
4. Les rôles de X et Y étant symétriques, on obtient que Ÿ suit également une loi 
de Poisson (de paramètre À). Par suite, puisque X et Y sont indépendantes, la 
variable N = X + Y suit également une loi de Poisson (de paramètre 2À). 
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I Fonction de répartition ................ 
IT Espérance: . 4 5 4 à» à o8 ee us Be et à et 
1 Définition ....................... 
2 Formule de transfert . ................ 
se Opérations algébriques sur l’espérance . . . . . .. 


IIT  Variance, covariance, écart type. .......... 
1 Moments d’une variable aléatoire . . . . . . . . .. 
2 VATIANCE.: 4 LS SU ARS RAR er 
3 COVATIANER. » 22 sus LS st rat Re er are 
4 Écart type, coefficient de corrélation . ....... 
IV Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev 


V Variables aléatoires à valeurs entières : 
fonctions génératrices ................. 


VI Pour finir : récapitulatif sur les lois usuelles 
Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Exeréicés + 52 ne à me nue de 6 0 0 8 6 ee ee 8 0 +6 à 0 ee 


Variables aléatoires 
réelles discrètes 


LE 


Sauf mention plus précise, les variables aléatoires considérées dans ce chapitre 
sont définies sur un espace probabilisé (Q,.4,P). 


| Fonction de répartition 


éfinition 1 
Soit X une variable aléatoire réelle discrète. On appelle fonction de ré- 
partition de X la fonction : 


Soit X une variable réelle discrète. La fonction de répartition Fx est : 


(à) croissante ; 


(ii) continue à droite en tout point de IR ; 


(iii) on a de plus lim Fx = 0 et lim Fy =1. 
— O0 T— +00 


Démonstration page 1058 
roposition 2 


La fonction de répartition Fx d’une variable réelle discrète X caractérise 
la loi de X. Plus précisément, pour tout x € IR, on a : 


P(X =x) = Fx(x) — lim Fx 


Démonstration page 1059 


Conséquence Les points de discontinuité de la fonction de répartition de X 
sont les points x € IR tels que P(X = x) > 0 et dans ce cas, la « hauteur du 
saut » est P(X = x). 


Il Espérance 


p.1059) Exercice 1 Tracer le graphe de la fonction de répartition d’une variable aléatoire 


suivant une loi uniforme sur [0,3]. 


p.1059] Exercice 2 Soit X1,...,X, des variables discrètes réelles indépendantes. 


1. Exprimer, en fonction de Fx.,,...,Fx>x,, la fonction de répartition F>x de la 
variable aléatoire : 
D NX) 


2. Exprimer, en fonction de Fx,,...,Fx, , la fonction de répartition Fy de la 
variable aléatoire : 
mme Xe) 


Point méthode 


Dans le cas où la variable aléatoire X est à valeurs entières, la fonction de 
répartition Fx est constante sur chaque intervalle [n — 1,n|[ avec n € Z, et 
le résultat de la proposition précédente se réécrit : 


VneZ P(X=n) = Fx(n) - Fx(n-1) 
= P(X <n)—P(X <n—1). 


Cette relation se révèle souvent efficace pour déterminer la loi de X 
lorsque X est définie comme un max ou un min d’autres variables aléa- 
toires indépendantes. 


p.1060| Exercice 3 Soit X:, X2 et X3 trois variables indépendantes suivant la loi uniforme 


sur [1,n] (avec n > 2). On note X — max(X1, X2, X3). 
Déterminer la loi de X. 


Il Espérance 
1 Définition 
éfinition 2 (Cas fini) 


Soit À une variable aléatoire discrète à valeurs réelles. Supposons que Im X 
soit fini; notons N = card (Im X) et écrivons Im X = {x1,...,æn}. 


On appelle espérance de X et l’on note E(X) le réel : 


N 
Xe » on POX =). 
n=1 


Exemple Si À est un événement, alors on a P(A) = E(14). 
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éfinition 3 (Cas dénombrable) 
Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs réelles. 
Supposons que Im X soit dénombrable. Ecrivons : 


ImX = {x,; n EIN} où les x, sont deux à deux distincts. 


On dit que X admet une espérance si la série D xn P(X = x,) converge 
absolument ; dans ce cas, on appelle espérance de X, et l’on note E(X), 
le réel : 


+00 
Xe > mes) 
n—=0 
Terminologie Pour dire que X admet un espérance, on dit aussi que X est 
d'espérance finie. 


Remarque Si X est à valeurs positives, alors la convergence absolue de la 
série Zn P(X =) est équivalente à sa convergence. 


Exemple Si X est presque sûrement constante égale à x, te. vérifie P(X =x) = 1, 
alors X admet une espérance et E(X) = x. 


p.1060| Exercice 4 Soit X suivant une loi géométrique de paramètre p € ]0,1{. 


Montrer que X est d'espérance finie et que E(X) = =: 


p.1060) Exercice 5 Soit X suivant une loi de Poisson de paramètre À > 0. 


Montrer que X est d'espérance finie et que E(X) = À. 


Remarque La définition 3 sous-entend le résultat non trivial suivant : la va- 
+00 

leur de la somme Y x,P(X =x,) ne dépend pas de l’énumération de Im X 
n—=0 


choisie. C’est vrai sous l’hypothèse que la série considérée converge absolument 
(cf. exercice 9.19 de la page 486). 

L’énumération de ImX choisie n’ayant pas d'importance, on s’autorise la 
notation suivante : 


E(X)= NO xP(X=x) 


xElm X 
qui présente l’avantage d’être valable dans les deux cas : fini et dénombrable. 


Remarque L’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de la loi de X. 
Ainsi, si À et Ÿ ont même loi, alors Ÿ est d’espérance finie si, et seulement 
si, À l’est et l’on à alors E(X) = E(Y). 
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roposition 4 2 
Une variable aléatoire X à valeurs dans IN est d'espérance finie si, et seule- 
ment si, la série D P(X 2 n) converge, et alors : 


+00 


E(X) = D P(X > n). 


Démonstration page 1061 


Remarque Si X est à valeurs dans IN, on a, pour tout n € IN : 


{X >n}={X >n+1} et donc P(X >n)=P(X >n+1). 
La formule de la proposition précédente peut donc également s’écrire : 
+00 


E(X) = D P(X > n). 


n=0 


p.1062| Exercice 6 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi 


géométrique de paramètre p. Déterminer E(max(X, Y )). 


2 Formule de transfert 


Le cas fini de la formule de transfert a déjà été vu en première année. 


héorème 4 (Formule de transfert, cas fini) 
Soit X une variable aléatoire finie (5e. Im X est fini). 


Pour toute application f : Im X — IR, on a : 


E(F(X)) = D f(x)P(X=x). 


xElm X 
Démonstration page 1063 


héorème 5 (Formule de transfert, cas dénombrable) 
Soit X une variable aléatoire discrète. Supposons que Im X soit dénom- 
brable et écrivons : 


ImX ={x,; n EIN} où les x, sont deux à deux distincts. 


Étant donné f:ImX — IR une application, la variable f(X) est d’espé- 
rance finie si, et seulement si, la série D f(xh)P(X = x,) est absolument 
convergente, et l’on a alors : 


+00 
E(f(X)) . ÿ Ft) P(X =). 
n=0 


La démonstration est hors-programme. 


À défaut d'une preuve rigoureuse, des explications sont données page 1063. 
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+00 
Remarque Dans la formule précédente, la somme 3 f(x,)P(X = x,) ne 


= 


dépend pas de l’énumération de Im X choisie. On _. donc aussi écrire : 


E(f(X)) = 3; f&)P(X =), 


xEIm X 


ce qui présente l’avantage d’être valable à la fois dans le cas fini et dans le cas 
dénombrable. 


Exemples 
1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans IN. La variable X? est d'espérance 
finie si, et seulement si, la série D n?P(X =n) converge, et dans ce cas : 


n>0 
dl +00 
E(X?)= S nP(X=n) 
n=0 


2. Soit X et Y deux variables réelles définies sur un même espace probabilisé et telles 
que [X| < Y. On suppose Ÿ d'espérance finie. Alors X est d’espérance finie. 


En effet, considérons la variable aléatoire Z = (X,Y) et écrivons : 
ImZ = {(tn,Yn); n EIN} où les (æ»,yn) sont deux à deux distincts. 
e Ona Y = g(Z), où g:(x,y) + y. 
Comme Ÿ est d'espérance finie et positive, le théorème de transfert donne la 
convergence de la série D yn P(Z = (tn, Yn))- 


nm 


e Par hypothèse, on a [x,| < y, pour tout n € IN, donc, par comparaison, la 
série d_ Zn P (Z =(r%)) converge absolument. 
10] 


En utilisant l'application f : (x,y) — x, le théorème de transfert nous dit 
que X — f(Z) est d'espérance finie. 
Exercice 7 Soit X suivant une loi géométrique de paramètre p € |0,1|. 


il 
Justifier que x est d’espérance finie et calculer cette espérance. 


Exercice 8 Cet exercice d’approfondissement a pour principal intérêt qu'il sera 
utilisé dans la démonstration de la linéarité de l’espérance (proposition 6). 
Supposons @ dénombrable, muni de la tribu P(Q). Écrivons : 


N={w,; nEIN}, les wh étant deux à deux distincts. 


Soit X : Q — IR une variable aléatoire réelle discrète. 
Montrer que X est d’espérance finie si, et seulement si, la série 3° X(w,)P({w,}) 
converge absolument, et que l’on a alors : 


-5x wn)P({un}). 


Indication : écrire X = X o Ida et . le théorème de transfert. 
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3 Opérations algébriques sur l'espérance 


roposition 6 (Linéarité) 
Soit À et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un même espace 
probabilisé (Q,.4,P), ainsi que À un réel. Si X et Ÿ sont d’espérance finie, 
alors la variable ÀX + Y est également d’espérance finie et l’on a : 


E(AX + Y) = XE(X) +E(Y). 


Démonstration hors-programme. 


Nous proposons néanmoins une preuve page 1064. 


Point méthode 


Il arrive que la loi d’une variable aléatoire soit difficile à déterminer, mais 
que l’on accède facilement à son espérance en l’écrivant comme une somme 
de variables aléatoires plus simples (cf. exercices 9 et 10). 


p.1065| Exercice 9 (Espérance d’une loi binomiale) 


Soit X suivant une loi binomiale de paramètre (n,p). En utilisant une somme de 
variables de Bernoulli indépendantes, obtenir que E(X) = np. 


p.1066|] Exercice 10 (Les rencontres) 


Une urne contient n boules numérotées de 1 à n, que l’on tire successivement 
sans remise. Au k-ième tirage, on dit qu’il y à rencontre si l’on a tiré la boule 
numéro kÆ. En notant X le nombre de rencontres observées lors de l’expérience, 
montrer que E(X) = 1. 


roposition 7 (Positivité) 
Soit X une variable aléatoire discrète, à valeurs dans IR; et d’espérance 
finie. Alors on à E(X) > 0. De plus, on a E(X) = 0 si, et seulement si, X 
est nulle presque sûrement. 


Démonstration page 1067 


Soit À et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un même espace 


orollaire 8 (Croissance) 


probabilisé (Q,.4,P). Si X et Y sont d'espérance finie et si de plus on 
a X <Ÿ, alors : 


E(X) <E(Y) 


avec égalité si, et seulement si, À = Y presque sûrement. 


Principe de démonstration. Démonstration page 1067 


Appliquer le résultat précédent avec Y — X et utiliser la linéarité de l'espérance. 
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Exemple Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un même espace 
probabilisé et telles que |X| < Y et Y d’espérance finie. On a vu dans l’exemple 2 
de la page 1046 que X est d’espérance finie. Les inégalités —Y < X < Y donnent 
alors E(-Y) < E(X) < E(Y), ce qui prouve finalement l’inégalité [E(X)|] < E(Y) 
puisque E(—Y) = —E(Y) par linéarité. 


roposition 9 (Produit de deux variables indépendantes) 

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrètes définies sur un même 
espace probabilisé (Q,.4,P).Si X et Y sont d'espérance finie et si de plus X 
et Y sont indépendantes, alors la variable XY est également d’espérance 
finie et l’on a : 


E(XY)=E(X)E(Y). 


Démonstration hors-programme. Nous donnons page 1067 quelques éléments de preuve. 


Attention En général, ce n’est pas parce que X et Ÿ sont d’espérance finie 
que la variable XY l’est! 


Exercice 11 Trouver un exemple illustrant le « Attention » précédent. 


HI  Variance, covariance, écart type 
1 Moments d’une variable aléatoire 


éfinition 4 
Soit X une variable aléatoire discrète et p € IN*. On dit que X admet un 
moment d'ordre p si la variable aléatoire XP est d'espérance finie. 


Le moment d’ordre p est alors E(X?). 


Notation On note £h(Q,A,P) l’ensemble des variables aléatoires définies 
sur (Q,A4,P), discrètes et admettant un moment d'ordre p. Pour alléger les 
notations, cet ensemble sera simplement noté £P(Q,A,P) dans la suite. 


En particulier, £L!(Q, 4, P) désigne l’ensemble des variables aléatoires discrètes 
définies sur ((Q,.4,P) et d'espérance finie. 


Exercice 12 Montrer que si p < n, alors £L”(Q,4,P) € £P(Q,A,P). 


On pourra chercher une majoration de |X?P| à l’aide de |X"| et utiliser l’exemple 2 
de la page 1046. 


Exercice 13 Soit p € IN*. Montrer que £?(Q, 4, P) est un espace vectoriel. 


Indication : on pourra commencer par montrer que : 
V(a,b) € IR£ (a + b}? < 2P (a? + b?). 


et utiliser l’exemple 2 de la page 1046. 
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III Variance, covariance, écart type 


Moment d'ordre 2 


roposition 10 
Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs réelles. Si X admet un 


moment d'ordre deux, alors X est d’espérance finie 


Principe de démonstration. C'est un cas particulier de l'exercice 12 de la page ci-contre. 


Démonstration page 1069 


roposition 11 
Si À et Ÿ possèdent des moments d’ordre 2, alors XY est d'espérance finie. 


Principe de démonstration.  Majorer |XY| à l'aide de X°? et Y”. 
Démonstration page 1069 


roposition 12 
L'ensemble £2(Q,4,P) est un sous-espace vectoriel du IR-espace vectoriel 


des variables aléatoires discrètes réelles définies sur (Q,.4,P). 


Principe de démonstration. C'est un cas particulier de l'exercice 13 de la page précédente. 


Démonstration page 1069 
2 Variance 
éfinition 5 
Soit X € £L2(Q,4,P). On appelle variance de X, et l’on note V(X), le 
réel : 


V(X) =E|(X -E(x))"|. 


Remarque D’après la définition précédente, pour pouvoir considérer la va- 
riance de X, il faut et il suffit que X admette un moment d’ordre 2. 

Par suite, on dira indifféremment : « À admet un moment d’ordre 2 » et « X 
admet une variance ». 


roposition 13 (Formule de Kônig-Huygens) 
Si X possède une variance, alors on a : 


V(X) = E(X?) — 


Principe de démonstration. Développer l'expression de V(X).| Démonstration page 1070 


p.1070| Exercice 14 Soit X possédant une variance. Montrer que X est presque sûrement 


constante si, et seulement si, V(X) = 0. 
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roposition 14 (Transformation affine) 


Pour X possédant une variance et (a,b) € IR?, on a : 


V(aX + b) = a? V(X). 


Principe de démonstration. Développer et utiliser la linéarité de l'espérance. 


Démonstration page 1070 


Rappelons les variances des lois usuelles vues en première année : 
e si X suit une loi uniforme sur [1,n], alors : 


m1 _(n+l)m-1). 


X) — 
Ve 12 12 | 


e si X suit une loi uniforme sur [a,b], alors Y — X + 1 — a suit une loi 
uniforme sur [1,b — a +1] et alors : 


(bem d), 
12 | 
e si XŸ suit une loi de Bernoulli de paramètre p € [0,1], alors : 
V(X) =p(1-p) ; 
e si X suit une loi binomiale de paramètre (n,p) € IN x [0,1], alors : 
V(X)=np(i-p). 


V(X) = V(Y) = 


Exercice 15 Soit X suivant une loi géométrique de paramètre p € ]0,1{. 


1b= 
Montrer que X admet une variance et que V(X) = E. 
P 


Exercice 16 Soit X suivant une loi de Poisson de paramètre À > 0. 


Montrer que X admet une variance et que V(X) = À. 


3 Covariance 
Dans la suite, toutes les variables aléatoires considérées sont supposées dis- 
crètes, réelles, définies sur un même espace probabilisé (Q,.4,P). 
éfinition 6 
Soit X et Y possédant des variances. On appelle covariance de X et Y, 
et l’on note Cov(X, Y), le réel défini par : 


Cov(x,Y) =E[(X -E(x))(Y -E(r))|. 


Remarque La proposition 11 de la page précédente justifie cette définition : en 
effet, si X et Y possèdent des variances, alors il en est de même pour les 
variables centrées associées X — E(X) et Y —E(Y), et donc, d’après la propo- 
sition 11 de la page précédente (X — E(X))(Y — E(Y)) est d'espérance finie. 
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III Variance, covariance, écart type 


roposition 15 
Soit X et Y possédant des variances. On a : 


Cov(X, Y) = E(XY) - E(X) 


Principe de démonstration. Développer et utiliser la linéarité de l'espérance. 


Démonstration page 1071 
orollaire 16 


Soit X et Y possédant des variances. Si X et Ÿ sont indépendantes, alors 


leur covariance est nulle. 


Démonstration. Si X et Ÿ sont indépendantes, alors, d'après la proposition 9 de la page 1048 : 
L(XY) = E(X)E(Y) 
et alors Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = O. O 


Remarque 
Deux variables dont la covariance est nulle sont dites décorrélées. Deux va- 
riables indépendantes et possédant une variance sont donc décorrélées. 


Attention La réciproque est fausse, comme le prouve l'exercice suivant. 


p.1071|] Exercice 17 (Variables décorrélées mais non indépendantes) 


On jette un dé à quatre faces équiprobables numérotées —2, —1, 1 et 2. 
On note X le résultat obtenu. Montrer que les variables aléatoires X et |X| sont 
décorrélées mais ne sont pourtant pas indépendantes. 


Exercice 18 Montrer que la réciproque du corollaire 16 est vraie dans le cas parti- 
culier où X et Ÿ sont des variables de Bernoulli. 


roposition 17 

La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive, ce qui signifie que 
l’on a les propriétés suivantes, pour X, Y,7 possédant une variance et a,b 
réels : 


(i) symétrie : Cov(X, Y) = Cov(Y, X) 
(ii) bilinéarité : Cov(aX + bY, Z) = a Cov(X, 7) + bCov(Y,7) 
Cov(X, aY + bZ) = a Cov(X,Y) +bCov(X, Z) 

(iii) positivité : Cov(X, X) = V(X) > 0. 


Démonstration page 1072 


Remarque 

La covariance n’est pas un produit scalaire puisqu'elle n’est pas définie positive. 
En effet, dire que Cov(X, X) = 0 ne signifie pas que X est nulle, mais que X 
est constante presque sûrement (cf. exercice 14 de la page 1049). 
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orollaire 18 
Soit X1,...,X»,Y1,...,YY des variables possédant une variance, ainsi 
que (À1,-.., An; 441, -.- ; ip) € IR°TP. On a : 


n p 
Cov( > XX, uv) = SJ Xu;Cov(X;, Y;). 
i=1 j=1 


G,5)eTn]xT1p] 


Démonstration. Immédiat par bilinéarité de la covariance. (| 
Remarque Si l’on note A la matrice de terme général Cov(X;,Y;) apparte- 
nant à Mh,p(IR), alors on a : 

n p À H1 
Cov( SL AX Duy;) =IUAV ave U=| : et V= 

i=1 f=1 . be 


orollaire 19 
Soit X1,...,X, des variables possédant une variance. On a : 


v(Sx) = SV(X;) +2 JD Cov(Xi, X;). 
i=1 i=1 


1<i<j<n 


Démonstration page 1072 


Remarque Si l’on note À la matrice de terme général Cov(X;, X;) apparte- 
nant à SA(IR), alors on a : 


VÉSx) = au avec U= | : 
i=1 1 
La matrice À s’appelle matrice de covariance de la famille (X1,...,X,). 


orollaire 20 


Si X1,...,X, sont des variables possédant une variance et deux à deux 
indépendantes, alors : 


v(>x) = DV) 


4  Ecart type, coefficient de corrélation 
éfinition 7 
Soit X possédant une variance. On appelle écart type de X le réel : 
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IV Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev 


roposition 21 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 
Soit X et Y possédant une variance. On à : 


|Cov(X, Y)| <o(X)o(Y). 


Principe de démonstration. 


Démonstration page 1073 


Dans le cas où V(X) 0, considérer la fonction polynomiale À + V(AX + Y). 


Remarque Dans le cas où les variables aléatoires X et Y sont centrées, 
l'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit : 


E(XY)| < VE(X2)E(Y?) ou encore E(XY}* < E(X°)E(Y?). 


p.1073| Exercice 19 (Approfondissement : cas d'égalité dans Cauchy-Schwarz) 


On reprend les notations de la proposition précédente. Montrer qu’il y a égalité 
dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz si, et seulement s’il existe (a,b) € IR? \ {(0,0)} 
tel que la variable aléatoire aX + bY soit constante presque sûrement. 


éfinition 8 


Soit X et Ÿ possédant une variance. Supposons que X et Ÿ ne sont pas 
presque sûrement constantes, i.e. o(X) > 0 et o(Y) > 0. 


On appelle coefficient de corrélation de X et Y le réel : 


_ Cov(X,Y) 
LS rer 


Remarques Sous les hypothèses de la définition précédente : 
e il résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que |p(X, Y)] < 1; 


e si X et Ÿ sont indépendantes, alors p(X,Ÿ) — 0 (en revanche, la réci- 
proque est fausse). 


IV Inégalités de Markov et de 


Bienaymé-Tchebychev 
Inégalité de Markov 


héorème 22 (Inégalité de Markov) 


Si X est une variable aléatoire discrète positive et d’espérance finie, alors : 


Va>0 PX>a)< 


Principe de démonstration. 


Comparer les variables aléatoires a 1{x>a} et X. 


Démonstration page 1074 
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Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 


héorème 23 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) 
Soit X possédant une variance. Pour tout € > 0, on a : 


P(|X - 


Principe de démonstration. Utiliser l'inégalité de Markov avec la variable (x — (X)). 


Démonstration page 1074 


p.1074|] Exercice 20 Soit X une variable aléatoire vérifiant E(X) = 0 et V(X) = 2. 


3 
Déterminer a > 0 tel que P(|X]| > a) < Al 


Applications 


roposition 24 (Loi faible des grands nombres) 2" 
Soit (X»)n>1 une suite de variables possédant une variance, deux à deux 
indépendantes et de même loi. Notons : 


m=E(X1), o=0o(X1) ainsique Sy — d X4. 
k=1 
Soit € > 0. On a : 


o2 


Vn € IN* P(lÈ -m ze) < 
n 


ne? 


et en particulier la limite suivante, appelée loi faible des grands nombres : 


sl 


Principe de démonstration. Démonstration page 1074 


Appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev à S,/n. 


5 
Pr = m ><) _ 
n n— +00 


Remarque Il est courant de noter 


Ainsi, si X1,...,X, correspondent à des observations liées à une expérience 
aléatoire que l’on répète, alors X, correspond à la moyenne de ces observa- 
tions. On l’appelle moyenne empirique. La loi des grands nombres montre 
que cette moyenne empirique « s’approche » de l’espérance des variables aléa- 
toires X,. 
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V Variables aléatoires à valeurs entières : fonctions génératrices 


p.1075] Exercice 21 On joue à pile ou face avec une pièce équilibrée. On note Y, la 


proportion, après n lancers, du nombre de piles obtenus par rapport au nombre de 
lancers effectués. 


1. Exprimer Ÿ, à l’aide d’une somme de variables aléatoires « plus simples ». 


2. Déterminer un entier no tel que pour tout n > no, on ait = LV, € - avec 
probabilité au moins 0,95. 


V Variables aléatoires à valeurs entières : 
fonctions génératrices 


éfinition 9 
Soit XÀ une variable aléatoire à valeurs dans IN. On appelle fonction gé- 
nératrice de X la fonction Gx définie, lorsque c’est possible, par : 


AUS) SX =) nt 
n=0 


Remarques 
1. L'égalité E(t*) = 5 P(X =n)t" résulte de la formule de transfert. 
=0 
2. La fonction génératrice Gx est la somme de la série entière D P(X =n)t” 
lorsque celle-ci converge absolument. En effet, l’existence de l’espérance 
dans la définition 9 signifie la convergence absolue de la série la définissant. 


3. Si la variable X ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors sa fonction 
génératrice Gx est polynomiale. 


4. Il est immédiat de constater que Gx est définie en 1 et que 
+00 


Gx(1) = D P(X=n)=1. 


n=0 


roposition 25 
Soit À une variable aléatoire à valeurs dans IN. Alors, la série en- 
tière D P(X=n) 2" : 


(i) à un rayon de convergence au moins égal à 1 ; 


(ii) converge normalement sur le disque fermé D}(0,1). 


Démonstration page 1076 


Soit X une variable aléatoire à valeurs dans IN. Alors : 


orollaire 26 


(i) le domaine de définition de Gx contient l'intervalle [—1, 1] ; 


(ii) la fonction Gx est continue sur [1,1] et de classe C® sur l’intervalle 
ouvert |—-1,1{. 
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roposition 27 
La loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans IN est entièrement détermi- 
née par sa fonction génératrice G x. 


a (0) 


n! 


Plus précisément, pour tout n € IN : P(X=n) = 


Démonstration page 1076 


Remarque En particulier, deux variables aléatoires à valeurs dans IN ont 
même loi si, et seulement si, elles ont même fonction génératrice. 


Liens entre la fonction génératrice, espérance et variance 


héorème 28 
Une variable aléatoire X à valeurs dans IN est d'espérance finie si, et seule- 
ment si, Gx est dérivable en 1. Dans ce cas, on a : 


Gx(1) = 


Démonstration (non exigible) page 1076 


héorème 29 
Une variable aléatoire X à valeurs dans IN admet une variance si, et seule- 
ment si, Gx est deux fois dérivable en 1. Dans ce cas, on a : 


GX (1) = E(X(X — 1). 


Démonstration (non exigible) page 1078 


Conséquence Si Gx est deux fois dérivable en 1, alors : 


E(X?)=GK(D+Gx() et V(X) = GK (1) +G%x (0) - Gx (1°. 


Fonctions génératrices des lois usuelles 


p.1079) Exercice 22 Déterminer la fonction génératrice de X dans chacun des cas suivants : 
1. X suit une loi de Bernoulli de paramètre p ; 
2. X suit une loi binomiale de paramètre (n, p) : 
3. X suit une loi uniforme sur [a,b] (avec (a,b) € IN? vérifiant a < b): 
4. X suit une loi géométrique de paramètre p € ]0,1|: 
5 


. X suit une loi de Poisson de paramètre À > 0. 
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VI Pour finir : récapitulatif sur les lois usuelles 


Fonctions génératrices et variables indépendantes 


héorème 30 
Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans IN, indépendantes. 


Alors, pour tout t € IR tel que Gx et Gy soient définies en t, on a : 


Gxav(t) = Gx(E) Gy(). 


Principe de démonstration. Utiliser la relation Gx(t) = (#X) 


Démonstration page 1080 


Exercice 23 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. À l’aide des 
fonctions génératrices, montrer que : 

1. si X et Ÿ suivent des lois binomiales de paramètres respectifs (n,p) et (m,p) 
avec (n,m,p) € IN? x [0,1], alors X + Y suit une loi binomiale de para- 
mètre (n + m,p) ; 

2. si X et YŸ suivent des lois de Poisson de paramètres respectifs À et , 
alors X + YŸ suit une loi de Poisson de paramètre À + y. 


VI Pour finir : récapitulatif sur les lois usuelles 
On suppose p € |0,1{ et l’on note q = 1 — p. 


Loi de X E(X) | V(X) ePaoi 
pt +q 
(pt + q)" 
Me qe 
G(p) IN gp"! - _ a 
à À en 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 
Théorème 1 
e Croissance. Pour (x1,72) € IR? vérifiant æ1 < to, on a : 
LÉ SMICIX <td, 


donc, par croissance de P, on a Fx(x1) < Fx(x2). D'où la croissance de Fx. 


e Continuité à droite en tout point. Soit x € IR. Montrons que F'x est continue 
à droite au point x. Comme elle est croissante, F'; possède une limite à droite au 
point x. Par composition de limites, on a : 


limFx = lim Fx(x,) avec tn =x+-. 


Il s'agit donc de montrer que : 
Fx(tn) ——> Fx(x). 


n— +00 


La suite ({X < xh}) est une suite décroissante (pour l'inclusion) et vérifie : 


| ÉSs = <a 
nEIN* 


nEeIN* 


Donc par continuité décroissante de P (cf. la proposition 3 de la page 960) on obtient : 
PIX <zn) —> P(X <zx) c'est-à-dire Fx(zn) —> Fx(x). 
n— +00 n— +00 


D'où la continuité à droite de Fx en x. 


e Limites en —-œ et +co. Comme elle est croissante, la fonction Fx possède des 
limites en —o et +oo. Par composition, ces limites sont données par : 


limFx = lim Fx(n) et limFx = lim Fx(-n). 
+00 n—+00 — 00 n—+00 
x La suite ({X < ni) en est une suite croissante d'événements et vérifie : 
U {X <n}=9. 
nEIN 


Par continuité croissante de P, on obtient alors : 


r(Uix<#) —> P(Q)=1 c'est-à-dire Fx(n) — 1. 


n— +00 n— +00 
On a donc limFx = 1. 
+00 


* La suite ({X < =h}), 2 est une suite décroissante d'événements et vérifie : 


(EX < -n} = 2. 


nEIN 
Par continuité décroissante de P, on obtient alors : 
P( M IX < -H) —> P(SG)=0 c'est-à-dire Fx(—n) — 0. 
k=0 


n— +00 n— +00 


On a donc lim Fx = (. 
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Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Proposition 2 Soit x € IR. Comme elle est monotone, la fonction F'x; possède une limite 
à gauche au point x. Par composition, on a : 
1 


limFx = lim Fx(x,) avec tn =7-—. 
x n— +00 n 


Alors, la suite ({X < AE RE est une suite croissante d'événements vérifiant : 
Lai Res) 
nEIN 

Donc, par continuité croissante, on a : 


Frlta) = PCA <#,) . P(X < x) i.e. lim Fx = P(X < x). 


LA 


On en déduit : 
PIX = x) = P(X < x) — P(X < x) = Fx(x) — lim Fx. 


Exercice 1 ; 
Si X suit la loi {([0,3]), alors on à, pour tout n € [0,3], P(X =n) — ni 


On obtient le graphe suivant pour la fonction de répartition de X : 


L = 
3/al —_ 
1/21 —_—_ 
1/4 
Ô l 2 3 | 


Exercice 2 


1. Pou xeR,ona A de ( {Xx < x} et donc : 


k=1 
Fx(x) = P(X < x) = r( NEA < ). 
k=1 
Par indépendance des variables X1,..., X,, on obtient : 


Fx(x) = [[P(Xx < 2) = [[ Fx,(o). 
k—1 k=1 


2. PouelR;ona {y <v)={Y>5)={\{X>5) et donc : 


k=1 
Fy(x) = P(Y <zxr)=1- r( N (Xe s). 
Par indépendance des variables X1,..., X», ne déduit : 
Fy(z) =1- [[P(X > x) =1- [[(1-Fx,(x)). 
k=1 k=1 
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Exercice 3 On a ImX = [1,n]. Soit xe]1,n]. 
Comme X est à valeurs entières, on a : 


P(X=x) = P(X < x) — P(X < x — 1). 


Pour tout y € [0,n],on a {X < y} = {Xi < y} {X2 < y} NX EL Y}. 
Comme X1, X2 et X3 sont indépendantes et de même loi U([1,n]), on obtient : 


On obtient finalement : 


renn = () 


nm nm 


Exercice 4 Comme X — G(p), on a nP(X=n) =np(1i—p}" |. 
Comme p € ]0,1[, on a [1—p| < 1, donc la série D np(1—p)" 1 converge absolument 
(règle de d’Alembert). La variable X est donc d’espérance finie et l’on a : 


+00 +00 
E(X) = D np(i-p}t=pÿn(i-p} 
n=1 n=1l 


En dérivant terme à terme le développement en série entière : 


1 
Vx e ]-1,1| 2 À 
on obtient : 
1 = à 
Vx e ]-1,1| Asp 2," 
On en déduit que : 
EX) = —? 


À? À" _ . U 1 À 
Un =n—e = ee À puis ne, 0, 
n! (n —1)! ue n n—+00 


donc, d’après la règle de d’Alembert, la série D nP(X=n) converge absolument. 


La variable X est donc d’espérance finie et l’on a : 


: E A À —i 
(X) = ne =hé ) Gi) 
n—=1 n 
Ca RAA nn 
= e ) Tr AE e À 
k=0 
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Proposition 3 


e  Remarquons tout d'abord que pour tout N € IN*, on a: 


Vneli,N] P(X>n)= Sr(X=E) > 9 P(X=k), 
k=n k=n 
puis 
D PX>n)> D D) P(X=k)= D P(X=k)= N kP(X=k). 
1 n=1l k=n k=1 n=1 k=1 


Si X n'est pas d'espérance finie, alors la série SnP(X —n) diverge et donc, comme 
il s'agit d'une série à termes positifs, on a : 


N 
de nP(X=n) —+ +o 
n=1 hi 


N 
L'inégalité obtenue précédemment donne alors $° P(X > n) —> +, et donc 
n=1 N—+00 


la série S-P(X > n) diverge. 
e  Réciproquement, supposons que X est espérance finie, ce qui revient à la convergence 
de la série Sn P(X=n). 


* Pour NE IN*, on a: 


D nP(X=n)=S n(P(X>n)-P(X >n+1)) 
= NS nP(X>n)-S nP(X>n+1) 
| . 
= NS nPX>n)-S (n—-1)P(X>n) 
N+1 N+1 
= NS nP(X>n)-S nP(X>n)+9 P(X>n) 


N+1 
=-(N+1)P(X>N+1)+9 P(X>n). 
n=1 


On a donc : 
N+1 N 
PIX >n)= 3 nP(X=n) +(N +1)P(X > N +1). (A) 
h=1 n=0 
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* Pour NE IN*, la série S'nP(X=n) étant convergente, on a : 


+00 
(N+IP(X >N+1)=(N+1) Ÿ. P(X=n) 
n=N+1 
+00 +00 
= JS (N+1)P(X=n)< Ÿ[ nP(X=n) 
n=N+1 n=N+1 


Le majorant ci-dessus étant le reste d'ordre N de la série D nP(X =n), il tend 
vers 0 quand N — +. On a donc: 


(N+DPX>N+D — 0. 


—+ +00 


* La relation (A) assure alors la convergence de la série S'P(X > n) et l'égalité : 


+00 
ŸS_ P(X >n) =E(X). 


Exercice 6 Notons Z = max(X,Y}). Pour n EIN*,ona: 
1Z7>n}={7<n} 


donc : 


P(Z >n)=1-P(Z<n) 


= 1-P({X <n}N{Y <n}) 


En utilisant l’indépendance de X et Y, puis le fait qu’elles suivent la loi géométrique 
de paramètre p, on obtient, en notant qg = 1 — p : 


Pren=li-PX<nR)R(T <hn) 


=1-PMX<n) car X et Ÿ ont même loi 
— (—< (1 _ pe 

n— n—1\2 
=2q" — (7). 


Comme p € [0,1], on a qg € ]0,1{, donc la série SP(Z > n) converge. 
Donc, d’après la proposition 3 de la page 1045, Z est d’espérance finie et l’on a : 


+00 
E(Z)=S P(Z>n) 


+00 +00 
hr RDC 
n=1 n=1 
L: 2 1 
rie 
_ 1+2q 
— cer 
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Théorème 4 Par définition de l'espérance, on a : 


E(f(X))= D yP(F(X)=y). (x) 


yElm f(X) 


Pour tout y € Im f(X), l'événement {f(X)=y} s'écrit comme réunion disjointe : 
{f(X)=y}= Ù  {X=x 
ref ({u}) 
donc, par additivité : 
P(F(X)=y)= D, P(X=r) 
zEf  ({y}) 
La relation (x) donne alors : 


E(F(X)) 


Z (v X rx) 
yElm f(X) zEf  ({y}) 
yP(X=x) 
yEImf(X) zef-!({u}) 
ss dD  fG)P(X=x). (xx) 
yElmf(X) ef t({u}) 


Puisque, lorsque y décrit Im f(X),les f-!({y}) sont des parties deux à deux disjointes 
dont la réunion vaut Im X, on a: 


… D JG)P(X=x)= D f(x)P(X=2). 


yEIm f(X) ze f—1({y}) 2EImX 


La relation (xx) précédente donne donc la formule souhaitée : 


(FX) = D F(x)P(X = x). 
xElmX 
Théorème 5 Nous ne donnons pas ici de démonstration rigoureuse de la formule de trans- 


fert, mais mettons le doigt sur les difficultés techniques qui se présentent lorsque l'on 
cherche à l'obtenir. 

Supposons que toutes les sommes manipulées convergent absolument, et tentons d'ob- 
tenir la formule de transfert énoncée par le théorème. L'espérance de f(X) est donnée 
par : 


E(S(X))= D yP(F(X)=y) (x) 


yEIm f(X) 


qui est la même relation (x) que celle de la démonstration du cas fini. Les mêmes mani- 

pulations que dans le cas fini permettent alors d'aboutir à la relation (xx) : 

E(F(X)) = > D, f(&)P(X=x). (xx) 
yElm f(X) ze f({u}) 

Comme dans le cas fini, on remarque que, lorsque y décrit Im f(X), les f—!({y}) sont 


des parties deux à deux disjointes dont la réunion vaut Im X. Il est alors très tentant 
d'affirmer que : 


E(f(X)) = >. f(x) P(X = x), (0) 


xæElm X 
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ce qui, en notant ImX = {x,; n € IN} avec les x, deux à deux distincts, donne la 
formule de transfert annoncée : 


+00 
E(S(X)) = Ÿ S(œn)P(X = a). 


C'est précisément le passage de (xx) à (0) qui soulève une difficulté technique car, 
contrairement au cas fini, les sommes manipulées sont infinies. 
La somme  ÿ° + est en effet une somme double infinie et l'on ne dispose, 


yElm f(X) ef ({y}) 
dans le programme de PC, d'aucun théorème permettant de manipuler rigoureusement de 
telles sommes. Cela explique pourquoi cette démonstration est hors-programme. 
Exercice 7 On a : 


1 
Vn EIN* 0O<—P(X=n) < P(X =n). 
n 
Comme la série S'P(X —n) converge, on en déduit, par comparaison, la convergence 
1 1 
de la série —P(X =n). Donc — est d’espé finie. 
ri ) Fa ( n) nc — espérance finie 
Le théorème de transfert donne de plus : 


+00 


VA 1 
x) = 2 ra) 
+00 ge 
= à (en notant q = 1 —p) 
n=1 
= In(1 — g) (développement en série entière de u + In(1 — u)) 
> In p. 
q 


Exercice 8 L'application Ida : @ —> Q est une variable aléatoire sur (Q,.4,P). 
W ++ w 


En effet : 
e son image Im(Ida) vaut Q donc est dénombrable, 


e__ pour tout w € Q, on a Ido ({w}) = {w}, qui est un événement car Q a été muni 
de la tribu P(Q). 


En écrivant X = X o Ido, le théorème de transfert indique alors que la variable aléa- 
toire À admet une espérance si, et seulement si, la série 3° X(w,)P({w,}) converge, 
et que l’on à alors : 


+00 
E(X) = D X(wr)P({un}). 


Proposition 6 La démonstration est hors-programme. Proposons-en tout de même une. 
Supposons X et Ÿ d'espérance finie. 


e Le cas où (? est fini a déjà été vu en première année. 
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e  Traitons le cas où ( est dénombrable; écrivons Q — {w, ; n E IN}, les w, étant deux 
à deux distincts. Comme X et Y sont d’espérances finies, le résultat de l'exercice 8 
de la page 1046 assure que les séries : 


D X(ur)P({un}) et D Y(un) P({ux}) 


convergent absolument, et donc il en est de même pour la série : 


DOUX +Y)(un) P(un}). 


Toujours d'après l'exercice 8, la variable ÀX + Y est donc d'espérance finie et l’on a : 


+oo 
MAX +Y)= SOX +Y)(wn) P({wn}) 


n=0 


+00 +00 
= XŸ X (un) P({wn}) + D Y (ur) P({un}) = AE(X) +E(Y). 


n=0 


e Le cas général se ramène au cas où Q est dénombrable. En effet, on sait que toute 
loi de probabilité discrète peut être vue comme la loi d'une variable aléatoire, et 
plus précisément, d’après la démonstration de cette même proposition, on peut même 
imposer que l'univers associé soit dénombrable. Dans notre cas, cela assure l'existence 
d'une variable aléatoire Z, définie sur un univers dénombrable Q, ayant même loi que 
le couple (X,Y). Alors, en considérant les applications : 


mi: IR — IR et T2: IR? — IR 
(y) = x (&,y%) > y 
et en notant X = m1(Z) et Ÿ = m2(Z), les variables aléatoire X, Ÿ et ÀAX +Ÿ 
ont même loi que X, Y et ÀX + Y respectivement. 
Le cas d'un univers dénombrable ayant déjà été traité, on peut l'appliquer aux va- 


riables X et Ÿ et affirmer que la variable XX + Ÿ est d'espérance finie et que : 
E(XX + Ÿ)=)E(X) +E(Ÿ) 


Donc, comme l'espérance ne dépend que de la loi, la variable À X +Y est d'espérance 
finie et l'on a : 


E(\X + Y) = E(X) +E(Y). 


Exercice 9 On sait que l’on obtient une loi binomiale B(n,p) en sommant n va- 
riables indépendantes suivant la loi de Bernoulli de paramètre p. Plus précisément, 
si B1,...,B, sont des variables indépendantes suivant la loi B(p), alors la variable : 


Venise, 
suit une loi binomiale de paramètre (n,p). Comme de plus que l’espérance d’une 


variable de Bernoulli de paramètre p vaut p, on obtient, par linéarité de l’espérance : 


n 


E(Y) = (5x) = Ÿ E(By) = > = np. 


k=1 


Comme enfin on sait que l’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi, 
on en déduit E(X) = E(Y) = np. 
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Attention Dans le raisonnement précédent a été introduite une nouvelle variable 
aléatoire Y , et il aurait été incorrect de décomposer directement la variable aléa- 
toire À comme une somme de variables de Bernoulli indépendantes. En effet, une 
variable aléatoire suivant la loi B(n,p) ne peut pas toujours s’écrire comme une 
somme de n variables indépendantes suivant la loi B(p). Justifions-le : 


e une variable aléatoire suivant la loi B(n,p) prend n + 1 valeurs distinctes; il est 
donc possible de définir une telle variable aléatoire sur un univers Q de cardi- 
nal n+1; 


e en revanche, si Q est un univers permettant de définir n variables B1,...,B;} 
indépendantes et de loi B(p), alors, en considérant l’application : 


Z: A — {0,1} 
w ++ (Bi(w),..….,Bh(w)) 


on montre que Im Z = {0,1}" (par indépendance de B:1,...,B,, on obtient que 
tout élément de {0,1}” est atteint par Z avec probabilité non nulle), donc : 


card (ImZ)=2" et donc card(Q) >2">n+1 dès que n > 2. 


Exercice 10 Pour tout k € [1,n], notons X4% la variable indicatrice de l’événement : 
Rx : «il y a rencontre au k-ième tirage ». 
Les variables X:,...,X, sont ainsi des variables aléatoires de Bernoulli, et l’on a : 


À = SX 
k=1 


nm 
Donc, par linéarité de l’espérance : E(X) = >: E(XE). 


Il reste à déterminer E(XZ) pour tout k € [1,n]. Comme X% = 1r,,ona: 
E(X%) — P(R&). 


Compte tenu de l’expérience aléatoire réalisée, il est naturel de penser que toutes les 
boules ont la même probabilité d’être tirées au k-ième tirage, et donc en particu- 


1 
lier P(Rz) = —. On obtient alors : 
n 


1 
Remarque Si l’on souhaite justifier plus formellement que P(Rz;) — —, on peut 
n 


prendre comme univers ( l’ensemble des n-listes d'éléments deux à deux distincts 
de [1,n], que l’on munit de la probabilité uniforme (chaque élément de Q correspond 
à une réalisation de l’expérience : la liste des numéros observés dans l’ordre d’appa- 


rition). 
On a alors : 
rs fianmmenlaiskt < édiR;)={(n 1 
2 1: : card (Rx) EL (n — 1)! EL 1 
On en déduit que P(Rz) — ado D He” 
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Proposition 7 
Par définition, on a E(X) — ÿ. xP(X = x), où cette somme est finie ou infinie 
xElm X 
suivant que ( est fini ou dénombrable. 


Une somme (finie ou infinie) de termes positifs est positive, et elle est nulle si, et seulement 
si, tous les termes de la somme sont nuls. On en déduit d'une part que E(X) > 0 et 
d'autre part que E(X) — 0 si, et seulement si : 


VxEImX zP(X=x) = 0, 


ce qui revient à dire : 
VrelmX\{0r PX=#)= 0, 


ou encore P(X=0) = 1. 
Corollaire 8 Supposons X < Y. Alors la variable Y — X est positive. On en déduit, 


d'après la proposition 7 de la page 1047, que E(Y — X) > 0. Par linéarité de l'espérance, 
il en résulte que : 


E(Y)-E(X)>0 ie  E(X)<E(Y). 


De plus, on à E(X) = E(Y) si, et seulement si, E(Y — X) = 0, c'est-à-dire, d'après la 
proposition 7 de la page 1047, si, et seulement si, Y — X est nulle presque sûrement, 
c'est-à-dire À — Y presque sûrement. 


Proposition 9 La démonstration est hors-programme. Comme pour le théorème de trans- 
fert, faisons la preuve dans le cas où X et Ÿ prennent un nombre fini de valeurs, et 
expliquons quelles difficultés se présentent lorsque l'on s'attaque au cas général (comme 
pour le théorème de transfert, ce sont des problèmes de manipulation de sommes infinies). 
e Preuve dans le cas fini. Supposons que X et Ÿ prennent un nombre fini de valeurs 

(i.e. Im X et ImŸ sont des parties finies de IR). Notons Z = XY. 
Puisque ImZ € (aus (x,y) E ImX x ImY}, la variable Z prend elle aussi un 
nombre fini de valeurs. Les variables X, Y et Z sont donc évidemment d'espérance 
finie. Il s'agit donc simplement prouver la relation E(Z) = E(X) E(Y). 
En écrivant Z = p((X,Y)) avec o: ImX xXImŸ —> IR 

(x,y) > xy 


le théorème de transfert donne : 


E(Z) = > zyP((X,Y) = (x,y)). 


(x,y)EImXxImY 


Par indépendance de X et Y puis par manipulation de sommes finies, on obtient le 
résultat : 


HZ)= D cP(X=:)yP(Y = 3) G) 
(x,y)EIm X XImY 


= | D» xs) . Le) (2) 


xElm X 
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e Casinfini. Lorsque Im X et/ou Im Ÿ ne sont pas finis (i.e. sont dénombrables), l'idée 
du raisonnement précédent reste intuitivement correcte, mais une difficulté technique 
majeure se présente lors du passage entre les relations (1) et (2) précédentes; ce 
passage sous-entend qu'il revient au même d'écrire : 


> 2. 


(x.y)EImXxImY xElm X yEImY 


ce qui revient transformer une somme indexée par un produit cartésien d'ensembles 
dénombrables à une somme double infinie. Mis à part le fait qu'il y a des problèmes 
de convergence de sommes à étudier, une telle transformation n'a rien d'évident. 

Le programme de PC n'offre aucun théorème permettant de faire cette manipulation 
rigoureusement. 


Exercice 11 Exhibons une variable aléatoire X telle que X soit d'espérance finie mais 
pas X?. Soit X à valeurs dans IN* et vérifiant : 
_. +00 il —1 
Vn EIN* P(X=n) — m3 ave a (53) . 
Alors, on à : 
a a 
VnEIN* nP(X=n)=— et n°P(X=n) = — 
nm nm 
Par suite, la série Sn P(X = n) converge, donc X est d'espérance finie, mais la 
série 3 n?P(X =n) diverge, donc, d’après le théorème de transfert, X? n’est pas 
d’espérance finie. 


Exercice 12 Supposons p < n. Soit X une variable aléatoire discrète réelle définie 
sur (Q,4,P). Constatons que l’on a la majoration suivante : 
[XP <1+1X7|. 
En effet, pour w € © : 
e si |X(w)| <1, alors [X(w)P| <1<1+]X(w)" 
e si |X(w)| >1, alors [X(w}?| < [X(w)"| <1+]X(w)"|. 
Si X appartient à L(Q,.4,P), la variable X” est d’espérance finie et donc 1+[X”| 


aussi par linéarité. L'exemple l'exemple 2 de la page 1046 assure alors que |X?| est 
d'espérance finie, te. X € £LP(Q,A4,P). 


P 


ol 


Exercice 13 
e La variable aléatoire nulle appartient à £P(Q,.4,P). 
e Stabilité par combinaisons linéaires. Soit (X,Y) € LP(Q,A,P)? et À € IR. 
Admettons pour l'instant l’inégalité suggérée par l'indication : 


V(a,b) € IR? (a+)? < 2P (aP + bp). (x) 
On a : 
UAX +Y))< (XX) +171) 
< 2P (|AP|XfP +[Y|?) (d’après l'inégalité (x)) 
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Comme X et Y appartiennent à £P(Q,A,P), les variables [X[P et |Y[P sont 
d'espérance finie. Par linéarité, la variable 2P ([A]P|X}? + |Y|P) l’est donc égale- 
ment. L’inégalité précédente assure donc, via l’exemple 2 de la page 1046, que la 
variable (À X + Y }P est d'espérance finie, ie. ÀX +Y € £LP(Q,.A,P). 


e Preuve de l'inégalité (x). Soit (a,b) € IR. On à, d’après la formule du binôme : 


Pour tout k € [0,p], on a : 
a bPF € max (a?, b?) < a? + bp. 
Il en résulte que : 


P 


(a + 0) < D (?)) (a + bP) = 2P (aP + bP). 


k=0 
Proposition 10 Constatons qu'on a la majoration suivante : 
IX] < 1 + X?. 


Si X? est d'espérance finie, alors, par linéarité, 1 + X? l'est également et donc, d'après 
l'exemple 2 de la page 1046, X à son tour est d'espérance finie. 


Proposition 11 On a: 
(XF) =xt+72-2)x1 "1 >0 
et donc : 
IXY | < : (x? +y?). 
Si X et Y possèdent des moments d'ordre 2, alors X? et Y? sont d'espérance finie, et 


l'inégalité précédente assure alors que X Y est d'espérance finie (vial'exemple l'exemple 2 
de la page 1046). 


Proposition 12 L'application nulle est évidemment une variable aléatoire admettant un 
moment d'ordre 2. || reste à vérifier la stabilité par combinaisons linéaires. 
Soit (X,Y) € Lo(Q, A, P})? et À € IR. On a: 
NME VP = NA Lo T LT 
e Comme X € Lo(Q, A,P), X? est d'espérance finie. 
e De même, Y € £L2(N, A, P) donc Y? est d'espérance finie. 


e Comme X € L2(Q,A,P) et Y € £L2(Q,A,P), la proposition 11 de la page 1049 
assure que XŸ est d'espérance finie. 


Donc, par combinaison linéaire, la variable (AX + Y)? est d'espérance finie, autrement 
dit ÀAX +Y € L2(Q,A4,P). 
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Proposition 13 Si X possède une variance, alors X admet une espérance (d'après la 
proposition 10 de la page 1049), ce qui justifie le calcul suivant : 


V(X) = E((x = E(x))") 
E(X) 


= E(X? -2E(X) X + E(X)°) 
— E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)? (linéarité de l'espérance) 
= E(X?) - E(X}. 


Exercice 14 
e Supposons X presque sûrement constante. Il existe x € IR tel que P(X =x) = 1. 
Alors la variable aléatoire X — x est nulle presque sûrement donc est d'espérance 

nulle : 


E(X —x) =0 et donc E(X)=7#x. 


Il s'ensuit que la variable (X — E(X )) est nulle presque sûrement, donc d’espé- 
rance nulle. On en déduit V(X) = 0. 


e  Réciproquement, si V(X) = 0, alors la variable aléatoire (X —E(X )) est positive 
et d'espérance nulle, donc elle est nulle presque sûrement, ce qui implique que X 
est presque sûrement constante (égale à son espérance). 


Proposition 14 On a, par linéarité de l'espérance : 


(aX +b) —E(aX +b) = aX +b— (aE(X) +b) = a(X — E(X)) 


puis : 


V(aX +6) = Ela?(X —E(X))"] = a2E[(X —E(X))"] = a? V(X). 


Exercice 15 Comme X = G(p), on a n°P(X=n)=n?p(1-p}" 1. 
Comme p € ]0,1[, on a [1 — pl < 1, donc la série 5 n?p(1 — p}"-! converge (par 
exemple, grâce à la règle de d’Alembert), donc X admet une variance. D’après la 
formule de Kônig-Huygens, on a : 


1 
F' 2\_y 2_rw 2\ _ =, 
V(X) — (X ) EX) — L(X ) p? 
Il reste à calculer E(X?). On a, d’après le théorème de transfert : 
+00 +00 
E(X(X —1)) = D n(n-1}p(1-p} =p(1-p) D nn -1)(1-p}" 2. 
n=1 n=2 


En dérivant deux fois terme à terme le développement en série entière : 


1 re 
Vx e ]-1,1| =), 
n=0 


TL 
on obtient : 
2 — 
_ _ n—2 
Vx e |-1,1| Ta — ni 1)x 
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On en déduit que : 


puis 


E(X?) = E(X(X — 1)) +E(X) = =—— 


et donc finalement : 


À 
Exercice 16 Comme X < P(1),ona n°P(X =n) =n ho On montre, par 
n! 
À" 
exemple en utilisant la règle de d'Alembert, que la série D n° Hé converge, 
n 


donc X admet une variance. D’après la formule de Kônig-Huygens, on a : 
V(X) = E(X?) —- E(X)? = E(X?) — X. 


Il reste à calculer E(X?). On a, d’après le théorème de transfert : 


a D 
E(X(X —1))=e Sr (ei 2 np 


+00 XF 
=Me > =. 
k=0 


On obtient : 


E(X?) = E(X(X —1)) +E(X) = X° + À 


et donc finalement : 
V(X) = +1 X = x 


Proposition 15 On a : 
Cov(X, Y) =E[(X —E(X)) 
) 


E(Y) —-E(Y)E(X) +E(X)E(Y) (linéarité de l'espérance) 


Exercice 17 
e + D'une part, la variable X suit la loi uniforme sur l’ensemble {—2,—1,1,2}, 
elle est évidemment d’espérance nulle. 
* D'autre part, la variable aléatoire X |[X| suit la loi uniforme sur l’ensemble 
{—4,-—1,1,4}, elle est évidemment d’espérance nulle. 


On a donc : 


Cov(X |X|) = E(X |X|) - E(X) E(|X|) = 0, 
es, me” 
—0 —=0 
donc X et |X| sont décorrélées. 
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e En revanche, X et | X] ne sont pas indépendantes, car par exemple : 
P({X =1}N{IX|=2}) = 0 £ P(X = 1) P(IX| = 2) 
ee ee” es ee” 


=1/4 =1/2 


Exercice 18 Soit X et Y deux variables de Bernoulli décorrélées. Alors on a : 
E(XY) = E(X)E(Y), 


ce qui donne : 
PÉÉY=r) = PA =1 PT =L), 
ce qui s'écrit aussi : 


P({X =1}Nn{Y =1})=P(X=1)P(Y=1). 


Donc, les événements {X = 1} et {Y = 1} sont indépendants. 
Par suite, X et Ÿ sont indépendantes (cf. exercice 7 de la page 1010). 


Proposition 17 
e  Symétrie. Évident d'après la définition. 
e  Bilinéarité. Par symétrie, il suffit de montrer la linéarité par rapport à la première 


variable. Soit (X,Y,7) € Lo(Q,A,P) et (ab) € IR°. Notons X, Ÿ et Z les 
variables centrées associées Ra RS à X,Y et Z: 


X=X-HEX), Ÿ=Y-E(Y) et Z-7-E(Z) 


On a, par linéarité de l'espérance : 


(aX +bY) —E(aX +bY)=aX+bŸ 


puis : 


Cov(aX + bY, Z) E (( ((aX +bY) — E(aX +0bY))(Z — E(2))| 


= E((aX +bŸ) 2) 


= E(aXZ +0bŸ 7) 


— aE(XZ) + bE(Ÿ2Z) 
= a Cov(X, Z) + bCov(Y, Z). 


e  Positivité. Évident par positivité de l'espérance. 
Corollaire 19 Par bilinéarité (cf. le corollaire 18 de la page 1052) on a : 


vx) - JS  Cov(x, X;) 


(i,3)e[1,n]° 


— vx) Te >, Cov(X5, X;). 


(,3)e[1,n]° 
i#j 
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Par symétrie de la covariance, on a : 


D Cov(XiXj)=2 Y Cov(Xi,X;) 
(i,5)e[1n]* 1<i<j<n 
i#j 


ce qui donne la formule souhaitée. 
Corollaire 20 
Immédiat d'après le corollaire 19, puisque des variables indépendantes sont décorrélées. 


Proposition 21 
1. Premier cas : V(X) = 0. 
Dans ce cas, X est constante presque sûrement (cf. exercice 14 de la page 1049), ce 
qui implique l'indépendance de X et Y. On a donc Cov(X,Y) =0 = 0o(X)o(Y). 
2. Deuxième cas : V(X) > 0. Considérons la fonction : 


fi IR — IR 
À + VOA ET) 


e Pour tout ÀA€IR,ona: 
FX) = V(X) X + 2Cov(X,Y) A+ V(Y), 


donc, comme V(X) 0, f est une fonction polynomiale de degré 2. 
e D'autre part, on a : 


VAEIR f(X) = V(AX +Y) > 0. 


Il en résulte que le discriminant À = (2Cov(X, Y))” — AV(X)V(Y) est négatif ou 
nul, ce qui fournit : 


Cov(X,Y})? < V(X)V(Y) puis [Cov(X,Y)| < o(X)o(Y). 


Exercice 19 
Appuyons-nous sur la démonstration de la proposition 21 de la page 1053. 


e Si V(X) = 0, alors on est dans le cas d'égalité dans Cauchy-Schwarz car : 
Cov(X,Y) = 0 = V(X)V(Y). 
Dans ce cas, X est presque sûrement constante (égale à son espérance). 
Ainsi, en prenant (a,b) — (1,0), la variable aléatoire aX + bY est constante 
presque sûrement. 

e Le cas V(Y) = 0 se déduit du premier par symétrie du problème en X et Y. 

e Supposons V(X) > 0 et V(Y) > 0. D’après la démonstration de la proposition 21 
de la page 1053, il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz si, et seulement 
si, le discriminant À est nul, ce qui revient à dire que f s’annule (une et une seule 
fois) sur IR. 


* Supposons que l’on soit dans le cas d'égalité. Soit À € IR le point d’annulation 
de f. On a: 
VOAX +Y) = 0, 


donc la variable ÀX + Y est constante presque sûrement. 
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x Réciproquement, supposons qu’il existe (a, b) € IR*\ {(0,0)} tel que la variable 
aléatoire aX + bY soit constante presque sûrement. On a alors : 


V(aX +bY)=0. 


Si b était nul, alors a ne le serait pas (car (a,b) Æ (0,0)) et alors, comme X 
n’est pas constante presque sûrement, la variable a X +bY ne le serait pas non 
plus. On a donc b Æ 0, ce qui permet d'écrire : 


v(= NE y) = ou encore f(5) = (, 


Par suite, f possède un point d'annulation : son discriminant étant déjà négatif, 
il est donc nul. 
Théorème 22 Soit a > 0. Notons Y —al;x>4,. Constatons que l'on a X > Y : 
e siwe{X > a}, alors X(w) > a =Y(w); 


e siwg{X > a}, alors, comme X est à valeurs positives, on a X{(w) > 0 = Y(w). 


Ainsi, par croissance de l'espérance, on a E(X) > E(Y). On a de plus : 


E(Y) = aE(l{;x>a;) = aP(X > a). 


Comme a > 0, l'inégalité E(X) > a P(X > a) donne le résultat souhaité : 


P(X > a) < 


Théorème 23 Soit £ > 0. La variable (X — E(X))” est positive, d'espérance finie et son 


espérance vaut V(X). L'inégalité de Markov (appliquée en prenant a = €?) donne : 


P{(x _E(X)) > e?) < 
Comme on a de plus l'égalité d'événements : 


{&-Ex) >e}={[x-E>e), 


cela donne la formule souhaitée. 


œ.] 


Exercice 20 D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a, pour tout @ > 0 : 


P(XI> 0) = (x -E(x)| >) < D 2 2. 


: 2 si, 2V6 M ia — 
Donc, si à > 0 vérifie — < gi a = re on a l’inégalité souhaitée : 
a 


3 
P(X] > a) < + 


Proposition 24 Pour n € IN*, on a, par linéarité de l'espérance : 


E(S1) = SE(Xx)=nm donc (2) = m 
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puis, comme les variables X% sont deux à deux indépendantes : 


S ) : V(Sn) 0? 


n 
n 


V(S1) = D VU) = no? donc v( 
k=1 


D'après l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a, pour tout € > 0 : 


Re») <3v) 


ce qui, compte tenu de ce qui précède, donne le résultat souhaité : 


La loi faible des grands nombres s'ensuit immédiatement. 


Exercice 21 
1. Représentons pile par 1 et face par 0. 
Modélisons l'expérience par une suite (Xh)»>1 de variables aléatoires indépen- 


1 
dantes suivant la loi de Bernoulli de paramètre 2” 


10] 
Ainsi, le nombre de piles obtenus après n lancers est ÿ° X% et l’on a : 


k=1 
Lx 
On k: 


2. La linéarité de l’espérance, ainsi que l’indépendance des X,,, donnent : 
V(X:1) _ 1 


n An 


E(Y.) = E(Xi) = à à VE) 


et donc : 
2 3 1 
Pl=<YM<-]=1-P||Y, -E() > — 
er <i)-1-r(r 20e 5) 
> 1 — P [Ya — E(Ya)| Gi _ 
10 
Par suite, il suffit de chercher no tel que pour tout n > no : 
1 
P[Y, -E(ÿ,)| > — | < 0,05. 
(.-201> 5) 


1 
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée avec € = 10 donne : 


1 Ya) _ 100 2 
(pe -20)|> 5) < ) _ 100 _ 25 


10 2 An n 


25 
Pour n > 500, on a — < 0,05. Donc, no = 500 répond à la question. 
nm 


1075 


Chapitre 19. Variables aléatoires réelles discrètes 


Proposition 25 
(i) Le fait que le rayon de convergence soit au moins égal à 1 est justifié par le caractère 
borné de la suite (P(X — sen de ses coefficients. 
(ii) Pour n E IN, notons uw, : zr P(X =n) 27. On a: 
lunlls,p;(o1) = P(X=n). 
Comme la série SP(X = n) converge, la série Su, converge normalement sur le 
disque fermé D}(0,1). 


Proposition 27 La fonction Gx est développable en série entière sur ]—1,1| : 
HeleLI Gt = Sr k)t 


En dérivant terme à terme, on obtient, pour n € a le développement en série entière de 
la dérivée n-ième de G&x : 


e]l-11| 6) - Sr k) _ ni ph, 


En évaluant en 0, il vient GE (0) = n'P(X =n), d'où le résultat. 


Théorème 28 Commençons par un lemme, qui nous servira également dans la démonstra- 
tion du théorème 29. 


Lemme 31 


Soit (un)nen une suite à termes positifs telle que le rayon de convergence de la série 
entière d_uAt"” soit égal à 1. Si la série Su, diverge, alors on a : 
+00 


) Unt® —> +0. 
t—1 
n=0 


Démonstration. Supposons que la série Ju, diverge. Comme le rayon de convergence de 
la série entière D unt" vaut 1, il est possible de définir une fonction f sur [0,1[ par: 


+00 
WEO,1 (= ut" 
n=0 


Comme les u, sont positifs, la fonction f est croissante. Pour prouver que f —> +oo, il suffit 
1 


donc de prouver que f n'est pas majorée. 
Fixons M € IR et prouvons que f n'est pas majorée par M. Comme la série Su, diverge et 


N 


que c'est une série à termes positifs, on a Ju, — +oco. 
0 N—+00 


No 
Il existe donc un rang No tel que Ÿ un > M. 
n=0 
Pour t € [0,1[, on a: 
=D 4 D mr 


n=No+l 
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La deuxième somme étant positive car tous ses termes sont positifs, on obtient : 


No 
10 > ant" : 
n=0 
No No 
Par somme finie de limites, on a Ÿ unt” —> Su, > M, donc il existe 7 > 0 tel que : 
n=0 #1 320 


No 
WMelo,1nli-mi jui >M. 
n=0 


Pour un tel 7, l'inégalité (x) donne alors : 
MAS [0,1[n7J1 #1] fQ) > M, 


ce qui prouve que f n'est pas majorée par M. D'où le résultat. (| 


Démonstration du théorème 28 
Notons an = P(X =n). Soit À le rayon de convergence de la série entière ÿ ant”. 
La fonction G'x est alors définie et de classe C' sur ]—R, R|, et le théorème de dérivation terme 
à terme des séries entières donne : 
+00 
VME]-RR| Gx(t) = ÿ nant". (x) 
n=1 


e Si R > 1, alors on a 1 € ]|-R,R|[, et l'évaluation en 1 de la relation précédente prouve 


+00 
que X est d'espérance finie et que G'x(1) = ÿ° na, = E(X). 
n=1l 


e Supposons désormais R — 1. 
* Supposons X d'espérance finie, c'est-à-dire que la série [nan converge. 
Appliquons le théorème de dérivation des séries de fonctions sur [—1,1] à : 


+00 
CADRE avec fn:tr ant”. 
n=0 


x La série ÿ° f} converge normalement, donc simplement, sur [—1,1]. 


x Les fonctions f, sont toutes de classe C!, on a f4 — 0, et pour n > 1 : 
WELL ÉD = et donc fn Îloo,[—1,11 = An: 
Ainsi la série Ÿ° f} converge normalement, donc uniformément, sur [1,1]. 


La fonction Gx est donc de classe C! sur le segment [—1,1] et l'on a: 


+00 +oo 
ME[-11] Gkb=S (= nant". 


n=0 


+00 
En particulier, Gx est dérivable en 1 et l'on a G'x(1) = ÿ° nan = E(X). 
n=1 


* Supposons que X ne soit pas d'espérance finie, c'est-à-dire que la série ÿ na, diverge. 

Comme il s'agit d'une série à termes positifs, le lemme 31 nous dit que : 

+ oo 

tG'x(t) = Nant” —> +00 et donc G'x(t) — +oo. 
t—1 t—1 

nm=1 
Par le théorème de la limite de la dérivée, il en résulte que la fonction Gx n'est pas 
dérivable en 1. 
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Théorème 29 Commençons par constater que la variable aléatoire X admet une variance, 
c'est-à-dire un moment d'ordre 2, si, et seulement si, X(X — 1) est d'espérance finie. 
En effet, on a les équivalents : 


nin—1)n? donc n(n —1)P(X=n) = n’P(X=n), 


donc, par théorème de comparaison sur les séries à termes positifs, les séries : 


Ÿ_n(n —1)P(X =n) et D NX 


sont de même nature. 


Notons an — P(X —n). Soit R le rayon de convergence de la série entière S'a;t”. La 


fonction G'x est alors définie et de classe C? sur |-R, R[, et le théorème de dérivation 
terme à terme des séries entières donne : 


+00 
VEE]-R,R| Gr(t)= 3 nn-1)ant"?. (x) 


n=2 


e SiR>1,alorsona 1E€]-R,R!, et l'évaluation en 1 de la relation précédente prouve 
que la variable aléatoire X(X —1) est d'espérance finie et que GX (1) = E(X(X-—1)). 


e Supposons désormais À — 1. 


*k 
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Supposons X(X — 1) d'espérance finie, c'est-à-dire que la série D n(n — 1)a, 
converge. Appliquons le théorème de dérivation des séries de fonctions 
sur [—1,1] à 


+00 
Gx = ÿ, Jo avec În:tr ant”. 


x Les fonctions f, sont toutes de classe C? sur [-1,1]. 
La série Ÿ_ f, converge normalement, donc simplement, sur [—1,1]. 
x Ona fi = 0 et, pour n > 1 : 


VtE[-11] fi(t)=nant" donc |fulle,p-1,1 = nan = o(n(n-1)an). 


x 


Il en résulte que la série Ÿ° f} converge normalement, donc simplement, sur 
le segment [—1,1]. 
+ Ona ff =) =0 ét, pour n > 2 : 


Vte[-1,1] ff(t)=n(n-1ant" ? donc [fallo,p-1,1 = nr — 1)an. 


nm 
Il en résulte que la série ÿ° f/ converge normalement, donc uniformément, sur 
le segment [—1,1]. 
La fonction Gx est donc de classe C? sur le segment [—1,1] et l'on a: 


+00 
vVtel-1,1] G(t DC = N n(n—1)ant" ?. 
n=2 
En particulier, Gx est deux fois dérivable en 1 et l'on a : 
+00 
Gx(1) = Ÿ_ nn —1)an = E(X(X — 1)). 
n=1 


Démonstrations et solutions des exercices du cours 


Supposons que X(X — 1) ne soit pas d'espérance finie, j.e. la série Sn(n—1l)a, 
diverge. Comme il s'agit d'une série à termes positifs, le lemme 31 de la page 1076 
nous dit que : 


+00 
t G'x(E) = Ÿ_n(n — 1jant® —> +00 et donc G'e(t) — +00. 
= t—1 t—1 


Par le théorème de la limite de la dérivée, il en résulte que la fonction G”,, si elle 
était définie et continue en 1, ne serait pas dérivable en 1. Cela prouve que G% 
n'est pas deux fois dérivable en 1. 


Exercice 22 On note q = 1 — p. Les trois premières lois considérées étant des lois fi- 
nies, les fonctions génératrices associées sont des fonctions polynomiales, donc définies 


sur |R. 
1. 


2. 


Par convergence de la série de l’exponentielle, on en déduit que DP(X = k)t 
converge pour tout tE IR et : 


Notons g =1—p.Ona, pour tout t € IR : 


Gx(t) = P(X =0) +P(X =1)t = (1 —p) + pt = pt + q. 


On a, pour tout t € IR : 


et donc, d’après la formule du binôme : 


Gx(t) = (pt + aq)". 


On a, pour tout t € IR : 


b 

= _ ES 1 k 

Er = PIX =k)t Ha bl ) L: 
k=a 


Comme X = G(p), on a : 


Ve eIN* P(X=k)t = poË Hé = pt (gt) 1 


On en déduit que la série 5 P(X =k)t* converge si, et seulement si, |qt| < 1 c’est- 


1 
à-dire |t| < — et l’on à alors : 
q 


+00 
t 
= pt t k—1 _ p : 
GK(tl=p 2 (at) er 
Comme X — P(À), on à : 
k AL 
VEEIN P(X=k)tt = sn = à : 


k 


+00 k 
Xt 
Gx(t) = e >, Ge 0 = 6e et = et), 
k=0 ‘ 
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Théorème 30 Soit { € IR tel que Gx et Gy soient définies en t. Cela signifie que les 
variables aléatoires t* et 4" sont d'espérance finie. 


Comme X et Y sont indépendantes, #* et #* le sont aussi. On en déduit (cf. la 
proposition 9 de la page 1048) que leur produit t*+Y est aussi d'espérance finie et que : 


LU) = EP )E() 


c'est-à-dire : 


Exercice 23 
1. Comme X et Y suivent des lois binomiales de paramètres respectifs (n,p) 
et (m,p), leurs fonctions génératrices sont définies sur IR et sont données par : 
VEEIR Gxft)={(pt+q)" et  Gy(t)=(pt+q)" avec q =1-p. 
Comme X et Y sont indépendantes, le théorème 30 de la page 1057 assure que 
la fonction génératrice de X + Y est définie sur IR et donnée par : 
VtEIR Gxiv(t) = Gx(t)Gy(t) = (pt + a)" (pt + a)" = (pt + ga). 


On reconnaît la fonction génératrice d’une loi binomiale de paramètre (n + m, p). 
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on en déduit que X + Y suit 
cette loi. 


2. Comme X et Y suivent des lois de Poisson de paramètres respectifs À et u, leurs 
fonctions génératrices sont définies sur IR et sont données par : 


VER Gx(t) = e 0) et Gy(t) = ehEËT D, 


Comme X et Y sont indépendantes, le théorème 30 de la page 1057 assure que 
la fonction génératrice de X + Y est définie sur IR et donnée par : 


VEEIR Gxav(t) = Gxt)Gy(t) = 660 SAUT) 2 ROHH)G D), 


On reconnaît la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramètre À + u. 
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on en déduit que X + Y suit 
cette loi. 
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19.2 


19.3 


19.4 


19.5 
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Exercices 


S’entraïîner et approfondir 


Dans une salle de cinéma, il arrive X personnes souhaitant voir le film. On suppose 
que X suit la loi géométrique de paramètre p. La capacité de la salle est de n places. 
On note Ÿ le nombre de personnes ne pouvant entrer dans la salle car celle-ci est 
pleine. 

1. Donner la loi de Y. 

2. Donner la fonction génératrice de Y. 

3. En déduire l’espérance de Y. 


Soit X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme 
sur [1,n]. On pose U = min(X1,...,X,) et V = max(X1,...,X,). 


1. Donner, à l’aide d’une somme, une expression de E(U). 


2. Donner, à l’aide d’une somme, une expression de E(V'). 


Indication : introduire Y; = n+1-—X; et utiliser la première question. 


1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles telles que X? et Y? admettent une 
espérance. Montrer que XY admet une espérance. 

2. Soit a € [0,1] et X une variable aléatoire positive admettant une espérance. 
Montrer que : 


(1— a)E(X) < E(X Ix>aE(x))- 


Soit X et Ÿ deux variables aléatoires discrètes définies sur le même espace proba- 
bilisé (Q,.4,P). Montrer que X et Ÿ sont indépendantes si, et seulement si, pour 
toutes fonctions bornées f et g de IR dans IR, on a : 


E(S(X)9(#)) = E(F(X))E(9(")). 


Soit (X»)nen* une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi de Bernoulli 
de paramètre p € ]0,1[. Soit n € IN*. On pose : 


Sn= NY avec Ye = Xr Xpri. 
k=1 


Déterminer l’espérance et la variance de $,. 
Soit (Xh)nen-+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi. On 


suppose que X, admet une espérance et une variance (que l’on suppose non nulle). 
On note a l'écart type de X1. Soit (a, b) € (IN*)?, ainsi que : 


a a+b 
U=N Xr et V= ÿ xx. 
k=1 k=1+b 


Déterminer le coefficient de corrélation de U et V. 
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On considère un sac contenant n jetons numérotés de 1 à n. On tire au hasard un à 
un les jetons, sans remise, et l’on note (w1,...,u,) les numéros obtenus, dans l’ordre 
d'apparition. On dit que le couple (i,j) est une inversion si : 


1<i<j<n et Ui > U;j. 


On note X le nombre d’inversions. Pour (4, j) € [1,n]° vérifiant à < j, on note Y;, 
la variable de Bernoulli associée à l'événement « (i,j) est une inversion ». 
1. Quelle est la loi de Y;,; ? 
2. En déduire l’espérance de X. 
3. (a) Pour 1<i<j<net 1<k<4<n, déterminer Cov(Y;,Yke). 
On devra distinguer plusieurs cas suivant les valeurs de à, j,k,L. 
(b) Montrer que : 


ven = D 4 DD _ nn = Dm +9), 


Inégalité de Markov généralisée 
Soit X une variable aléatoire réelle discrète et & : IR — IR une fonction croissante, 
positive et vérifiant : Vx > 0 (x) > 0. 


Supposons que w(X) soit d'espérance finie. Montrer que pour tout € > 0, on a : 


E(L(X)) 
pe) 


P(X >e) < 


On dispose d’un dé à n faces (avec n > 2), qu’on lance deux fois. On note X et Y 
les résultats respectifs des deux lancers. 


On souhaite prouver qu'il est impossible de piper le dé de manière à ce que la va- 
riable aléatoire X +Y suive la loi uniforme sur [2, 2n] ? Raisonnons par l’absurde en 
supposant que l’on ait réussi à le faire. 


1. Donner une expression de Gx+y(t), où Gx+y désigne la fonction génératrice 
dé À + T. 
Préciser les racines (avec multiplicité) de la fonction polynomiale Gx+y. 

2. Quelle relation existe-t-il entre Gx+y et Gx ? 

3. Aboutir à une contradiction. 


Formule du crible 
Pour tout événement B, on note 18 la fonction indicatrice de B, définie par : 


1 sweB 
Lou) = { O0 sinon. 


Soit A1,..., A, des événements d’un même espace probabilisé. 


1. Justifier que : L4a,u.….u - (1 _— LA). 


2. En développant puis en passant à n espérance, obtenir alors la formule du crible : 


P(UA) - e DJS ON P(4N..nA,,). 


k=1 1Li << <ix En 
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Exercices 


19.11 Soit p € [0,1]. Pierre et Marie effectuent une suite de parties d’un jeu, les parties 
étant numérotées 1,2,... La probabilité que Pierre gagne une partie vaut p, et celle 
que Marie gagne vaut q — 1 — p. Les parties sont indépendantes. On note a, la 
probabilité qu’il y ait égalité après la 2n-ème partie, c’est-à-dire que Pierre et Marie 
aient chacun gagné n parties. On note b2, la probabilité que, pour la première fois 
après la 2n-ème partie, Pierre et Marie soient à égalité. 

On considère de plus, lorsque cela a un sens : 


+00 +00 
A(x) = ÿ do, a" et BE) = Le bande 
n=1 n=1 


1. Exprimer a>, en fonction de n. 
2. Établir une identité vérifiée par À et B. 


3. Déterminer le rayon de convergence À de la série entière définissant A(x). Pour 
quelles valeurs de p la fonction À est-elle définie en 1 ? 


4. Montrer que : 


WHERE Ame —_#  -; 


1/1 — 4pqgx? 


puis expliciter B(x). 
5. Déterminer la probabilité qu’il n’y ait jamais égalité. 
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Solution des exercices 


19.1 Posons q = 1 — p. 
1. e Ona P(Y=0)=P(X <n)=1-P(X > n) = 1-9. 
e Pourk>1,ona P(Y=k)=P(X=n+k)=part#-t, 
2. e Pour k>1ettelR,ona: 
POV =} = pq TUE = pg°—(gt}f, 
donc la série 3 P(Y =k)t* converge absolument si, et seulement si, |qt| < 1, 
c’est-à-dire t € I ï k 


o Pourrel=53l.ée 


+00 
me 
Gy(t) = (1 — 4° n—1 ALES | n pq . 
v(t) = (1— 9") +pq (at) Pres 
3. Comme q€/[0,1[,onal€ ne Par suite, la fonction Gy est dérivable en 1, 


donc Ÿ est d’espérance finie et l’on a E(Y) = G{,(1). 


Pour tout £ Él=oel on à : 


n n+1 
pq pd 
Gt) = — + 2 —, 
(+) 1-7 (ap 


donc on obtient : 
pq" pq 


) = RO td 


19.2 1. La variable aléatoire U est à valeurs dans ]1,n], elle est donc d’espérance finie. 
La proposition 3 de la page 1045 donne : 


E(U) = SP(U > à). 
k=1 


Pour k € [l1,n], on a {U > k} = {U; > k} donc par indépendance des 
j=1 
variables X5,..:,2%,, on à : 
P 
n—k+1\? 
PO >h)= [TP > 9 = (——) 
j=1 
On a donc : 
| : fn k+1\r 
one, 


ou encore, après un changement d'indice à = n — k +1 : 
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19.3 1. 


19.4 e 


Solution des exercices 


Pour j € [1,p], notons Y;=n+1-X;.Ona: 


F=man(... = man ii=,:sn+iŸ,) 
SEL...) 
=n+1-U avec Ü = min(W,...,Y). 


Les variables aléatoires Y:,... 
pendance de X:,...,X, entraîne celle de Y:,.. 
résultat de la première question : 


,YŸ, suivant la loi uniforme sur [1,n], et l’indé- 
.,Y,. On peut donc appliquer le 


— 1 
pi — — *D 
E(U) = = 2 i 
et donc : 
1 nm 


Question classique : voir la proposition 11 de la page 1049. 


Ecrivons : 


X = X IX <aE(x) ZX Ix>aE(X)- 


Par linéarité de l’espérance, on a : 
E(X) = E(X 1x cae(x)) + E(X 1x>ae(x))- (x) 
D'autre part, on a X 1x arçx) < aE(X). Donc, par croissance de l’espérance : 
E(X 1x car) < aE(X). 

La relation (x) donne alors : 
E(X) < aE(X) + 


ce qui donne le résultat souhaité. 


E(X 1x>oe(x)); 


Supposons X et Y indépendantes. Alors, pour toutes fonctions f et g, les va- 
riables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes (cf. la proposition 12 de la 
page 1008). Si de plus f et g sont bornées, alors les variables f(X) et g(Y) sont 
bornées, donc d’espérances finies, et l’on a alors : 


E(f(X)g()) = E(F(X)) E(g(T)). 

Réciproquement, supposons que pour toutes fonctions bornées f et g, on ait : 

E(f(X)g()) = E(f(X)) E(9(T)). (x) 

Alors, pour tout (x,y) € ImX x ImŸ, en prenant f = 1;,, et g = 1{,}, alors : 
FX) = Lxeey, et  f(X)g(Y) = Lx=znty=y} 


donc : 


ES 


E 


1 


g(Y) _ Lys 


et 


E(F(X)a(Ÿ)) = P(LX =x} NY =). 
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L'égalité (x) donne donc : 
PHX=L) NY =1h = PA =4)PT =) 


donc X et Ÿ sont indépendantes. 


19.5 Pour k € [1,n], la variable aléatoire Y4, comme produit de deux variables de Ber- 
noulli, est une variable de Bernoulli, et l’on a : 


=1} = {Xx= 1} {Xxn=1} 
donc par indépendance de X% et X%41 : 
PS1) SP LPC =#. 
Donc, Ÿ4 suit la loi de Bernoulli de paramètre p?. On a donc : 
E(Y:)=p" et  V(Y)=p°(1-p°). 


e L’espérance de $, s'obtient simplement par linéarité de l’espérance : 


nm nm 


H(5,)= > EM)= > np np". 


k=1 k=1 


e Par bilinéarité et symétrie de la covariance, on a : 
V(Sa)= SN V()+2 Ÿ Cov(r,r;). 
k=1 1<i<j<n 
La première somme est connue et vaut np? (1—p?). Il s’agit de calculer la seconde. 
* Si j =4i+1, alors : 
Cov(Yi, Y;) = Cov(Vi Vis) 
= E(V ui) - E(Y)E(V4) 


= E(Xi X£h1 Kite) — p°. 


Comme produit de variables de Bernoulli, la variable X; en X;42 est une 
variable de Bernoulli et, par indépendance de X;, X;41 et X;42,s0on paramètre 
(et donc son espérance) vaut p°. On obtient donc : 

Cov(Xi, X5) = p° —p° = p°(1 — p). 

* Si j Z i+2, alors, les variables X;, X;41, X; et X;41 étant mutuellement 
indépendantes, les couples (X;, X;41) et (X;,X;,1) sont indépendants (consé- 
quence de l'exercice 9 de la page 1010), et par suite les variables Y; et Y; sont 
indépendantes donc décorrélées (1.e. de covariance nulle). 

On obtient finalement : 


D Cv, 7) = Ÿ Conf, Vin) =(n—1)p#(1-p) 


1<i<j<n i=1 
puis : 
V(S») = np°(1—p°) +2(n —1)p° (1—p) 


= p?(1-—p) (8np+n —2p). 
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Solution des exercices 


19.6 La coefficient de corrélation de ÜU et V est, sous réserve qu'il soit bien défini : 


Cov(U, V) Cov(U, V) 


POUE De)  FOVT 


e Comme les variables (X,)1>1 sont indépendantes, elles sont à fortiori deux à 
deux indépendantes, donc on a : 


V(U) = v(px) = N V(X;)=ao? et de même V(V)=a0°. 
k=1 k=1 
e Par propriété de bilinéarité de la covariance, on a : 


a a+b 
Cov(U, V) = Cf 5x >» x;) 
i=1 


j=1+b 
a a+b 
=. un Cov(X;, X;). 
i=1 5=1+b 


On a de plus Cov(Xs, X;) = { : ? 

* Si b > a, alors tous les termes de la double somme précédente sont nuls, et on 
a Cov(U, V) = 0. 

* Sib<a—1, alors il y a a—b termes non nuls dans la somme précédente (ceux 
correspondant à à = j € [1 +b,a]). On a alors Cov(U, V) = (a — b)o?. 


En conclusion, on a : 


19.7 1. Compte tenu de l’expérience aléatoire réalisée, il est clair que le couple (4,3) a 
autant de chance d’être une inversion que de ne pas l’être. La variable Y;; suit 


donc la loi de Bernoulli de paramètre +. 
2. La variable aléatoire X s’exprime à l’aide des Y;,; : 
> ) 1. 
1<i<j<n 
Donc, par linéarité de l’espérance, on a : 


E(X)= D, EM) 


1<i<j<n 


Compte tenu de la loi des variables aléatoires Y; ;, elles sont toutes d'espérance à 


On obtient : 
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3. (a) Soit 4, j,k,£ vérifiant 1<i<j<net1<k<£<n. 
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Comme Y;,; et Yx, sont des variables de Bernoulli de paramètre à, on a : 


2? 


1 
Cov(Vi,5, Yre) = EM Yu) — EM, HD)Exe) = EM,;Yre) — ri 


Il reste à déterminer E(Y;,;Y4,e). Comme Y;,Y4 est également une variable 
de Bernoulli, on à (Yi; Yxe) — FE): 
e Compte tenu de l’expérience aléatoire réalisée, si les quatre entiers 4, j, k 


et { sont deux à deux distincts, les variables Y; ; et Y4 sont indépendantes, 
donc de covariance nulle. 


Remarque Ce résultat, obtenu ici d’une manière intuitive, peut aussi s’ob- 
tenir en modélisant l’expérience aléatoire via un espace probabilisé, par un 
raisonnement analogue à celui qui suit. 


Supposons à = k et j Æ L. Pour déterminer P(Y;,,Y;4 = 1), modélisons 
l’expérience par l’espace probabilisé fini (Q,P), où Q est l’ensemble des n- 
arrangements de [1,n],et P la probabilité uniforme (en effet, chacun des n! 
arrangements à autant de chance d’être obtenu qu’un autre). 

On cherche la probabilité de l’événement 


A : «(i,j) et (i,£) sont des inversions ». 
card (À) L 
On à P(A4) = ——— — — card(A). Dénombrons À ; pour construire 
3) card (Q) n! (A) “ 
un n-arrangement (u1,...,Un) appartenant à À, procédons à deux choix 
successifs : 


x commençons par construire le (n — 3) arrangement (u»)»efi,n]\{i,5, : 
nl on! 

— —= — possibilités ; 

36? 

* construisons ensuite la liste (u;,u;,u) avec les trois numéros restants, 


ilya 


la contrainte étant d’avoir u; > u; et u; > ue; on fixe donc uw; au 
maximum des trois numéros restants, et il nous reste deux possibilités 
pour le couple (u;, ue). 


Cela nous mène à : 


l l 1 
card (A) = 2 — _ — et donc  P(A) = 3. 
On obtient dans ce cas : 
1 1 1 
D — 
Cov(Y,; Yk,e) = 5 


Dans le cas & Æ à et j — L, on obtient, par un raisonnement analogue, la 


. 1 
même covariance de D 


Solution des exercices 


e Traitons le cas à < j = k < {. Considérons à nouveau l’événement : 
A : « (i,j) et (j,€) sont des inversions ». 

Construisons un n-arrangement (u1,...,u,) appartenant à À en effec- 
tuant deux choix successifs : 
* commençons par construire le (n — 3) arrangement (u»)pe[1n]\{i,j,4} : 

nl nl! er 

il ya — — — possibilités ; 

3! 6 

* construisons ensuite la liste (u;,u;,us) avec les trois numéros res- 


tants ; la contrainte u; > u; > u, ne nous laisse qu’une seule possibilité. 


Cela mène à : 
! 
card (A) = " et donc P(A) = =. 


On obtient dans ce cas : 

1 1 1 

6 4 12 

e Il reste à traiter le cas k < { = à < j, qui se ramène au cas précédent en 
échangeant les couples (4, j) et (k,£). On obtient dans ce cas une covariance 


Cov(Y,5 Ye) — 


2 + 
valant également —-. 
(b) Par bilinéarité de la covariance, on a : 


(Er) 


1<i<j<n 


V(X) 


D Vin D. Cov(Mi;, re). (x) 
1Li<j<n 1<i<j<n 
1L<k<LEN 
(2,3)ÆCk,2) 

e Puisque les variables Y; ; suivent la loi de Bernoulli de paramètre _ elles 


ont pour variance +, et donc : 


_n(n—-1)1  n(n—1) 
D va)= "nier, 


1<i<j<n 


e En utilisant le résultat de la question précédente, on a : 


1 
D Corso = ( card (T1)+card (T2) —card (T3) — card (F1) 


1<i<j<n 

1<k<L<En 

(3) CR) 

avec : 
Ti={(ijkteflnl li<ik<£i=k,j#4}, 
Ti={G,5,4,4)e [nl |i<3k<£Li£k,j=#}, 
Ta = {(i,5,k,4)e [ln] |[i<5=k<£}, 
Ta={(i,5,k,0 efln] |k<£=i<;j}. 
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* Déterminons card (T1). Construire une liste (4, j, k, £) appartenant à l 
revient à : 
x choisir i=kefl,n—2]; 
x choisir j € [i+1,n] : n —4i choix; 
x choisir £Ei+1,n]\{j} : n—1i—1 choix. 
On obtient : 


n—2 
card(T1)= 3 (n—i)(n-i-1) 
i=1 
En posant p = n —i—1, il vient : 


card{T 1) = + 1)p = Ÿ_p° + Sp 
_ (n—2)(n—1)(2n—3) (n—2)(n-1) 
6 2 
: n(n — 1)(n —2) 
3 


* On voit ensuite que card (T2) = card (l';), ce qui se prouve en remar- 
quant que l’application suivante est bijective : 
F, — TI 
G,3k,0) = (n+1-jn+1-in+1-{n+1-k). 


* Déterminons card (T3). Construire une liste (4, j, k, £) appartenant à la 
revient à choisir 3 entiers appartenant à [1,n], à partir desquels la 
contrainte à < j — k < { laisse une unique manière de construire la 


liste (4,7, k, £). On à donc : 
1) nn —1)(n—2) 


card (T3) = ( - - 


* En échangeant les rôles de (4,3) et (k,£), on obtient card (T4) = card (T3). 
On obtient finalement : 


card (T1) + card (T2) — card (l'3)— card (T4) 
2n(n—1)(n—2) 2n(n—1)(n —2) 


3 E 6 
_ n(n—1)(n — 2) 
_ 3 

En reprenant la formule (x), on obtient le résultat souhaité : 


Ven =D nt D 2) tte Dors 


19.8 Soit € > 0. 
e Par hypothèse sur @, la variable aléatoire &(X) est positive, et l’on à 4(E) > 0. 
L’inégalité de Markov donne : 


(1) 
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Solution des exercices 


e D'autre part, comme est croissante, on a : 
X 2e p(X) > v(E) d’où l'inclusion {X >e} C {p(X) > w(e)} 
et donc, par croissance : 
PIX > €) < P(y(X) > p(e)). (2) 


Les inégalités (1) et (2) donnent le résultat souhaité. 


19.9 1. + Puisque la variable aléatoire X +Y suit la loi uniforme sur [2, 2n], sa fonction 
génératrice est définie sur IR et est donnée par : 


1 2n 12 2n—2 
WelR G t) = 5 — ti. 
. x+r (6) m1 2 ni 2 


e La fonction polynomiale Gx}7 possède : 

* une racine double : 0 : 

* 2n — 2 racines simples : les racines (2n — 1)-ième de l’unité qui ne sont 

pas I. 
2. Étant donné que les variables aléatoires X et Y sont les résultats de deux lancers 
successifs d’un même dé, elles sont indépendantes et de même loi. 
On en déduit que : 
Gxry = GxGy = G+. 


3. Puisque X est une variable aléatoire à valeurs dans [1,n], sa fonction génératrice 
est polynomiale. Alors, la relation G? = Gx+ implique que la fonction polyno- 
miale Gx+7 n’a que des racines de multiplicité paire. C’est en contradiction avec 
la première question car, comme n > 2,on a 2n —2 > 2, donc Gx+y possède 
des racines simples. 


19.10 1. On a: 


2. e En développant, on a : 


k=1 k=1 1<Li1 << EN 
nm 
; k ) 
. Le ti La,nnai, 
k=1 1 << <ir EN 


et donc la relation obtenue à la première question donne : 


n 


LA;U..uA, = (1) >. LA nds 


k=1 1Li <e<ip En 
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e En passant à l’espérance, on a, par linéarité de l’espérance : 


nm 


E(lauua,) = DD D Ellain-na,) 


k=1 1Li <e<ip En 


et donc, puisque pour tout événement B on a E(1z) — P(B), on obtient la 
formule du crible souhaitée : 


P(UA) - 2e DS À, Pan“«n#) 


k=1 IL <e<ir EN 


19.11 1. Soit n € IN*. Pendant les 2n-èmes première parties, le nombre de parties gagnées 
par Pierre suit une loi binomiale de paramètre (2n,p). La probabilité que Pierre 
ait gagné n parties vaut donc : 


2. Pour n € IN*, considérons les événements : 
An : «il y a égalité après la 2n-ème partie » 
Bon : «il y a égalité pour la première fois après la 2n-ème partie ». 


On a Aon C U B:x et donc An = U (Aon N Ba). 
k=1 k=1 


Puisque les événements de la suite (Box)xen* sont deux à deux incompatibles, 
ceux de la suite (A2n N Bax)ken* le sont aussi, donc par additivité : 


P(A2n) = D P(Aon N Box) (additivité) 
k=1 
= P(Aon | Box) P(Bo) (les B24 ne sont pas négligeables) 
k=1 
n—1 
= P(Ban) + D P(A2n | Bax) P(Bx). 
k=1 


Étant donné les hypothèses faites sur le jeu (indépendance des parties jouées), on 
admet que P(A2» | Box) = a2n-2K. La relation précédente donne alors : 


n—1 


A2n = Van + ) A2n—2k V2k. 


k=1 
En reconnaissant un produit de Cauchy, on obtient la relation suivante (pour x 
appartenant à l’ouvert de convergence absolue des séries considérées) : 


D am D a + (Eu (Er ; 


ce qui donne A(x) = B(x) + A(x)B(x). 
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3. 


Solution des exercices 


e Pour ne IN* et x Z 0, on a: 


Qon+22 +2 (2n+2)(2n+1)pqr?  2(2n + 1)pqr? 


=, = | | À x?. 
Ant?" (n +1)? n +1 pq 
Par le critère de d’Alembert, on en déduit que : 
1 
x si [x] < ——, la série numérique Ÿ a2,r°" converge: 
VÆpq . 
1 
x si [xl > ——, la série numérique S_a2,x°" diverge. 
V4pq i 
Par suite, le rayon de convergence de la série entière définissant A(x) vaut : 
__. 
V4pq 


L'étude sur [0,1] de la fonction p + p(1 — p) montre qu’elle atteint en 1/2 
son maximum qui vaut 1/4. On en déduit que : 


1 1 
* pour p € [0, 1\{5} ‘OIL à 4. > 1,et alors la fonction À est définie en 1 ; 


1 1 f2 
* POUT pe, il s’agit de déterminer la nature de la série ) ( 7) 
n 
En utilisant la formule de Stirling, on a : 


if _ 1m) 1 Van(2)” 1 


gn an Va 


_ An (nl)? Vi") Van 


Par comparaison à la série de Riemann ÿ° NÉ la série considérée diverge, 


n 


donc la fonction À n’est pas définie en 1. 
On a, pour x € |-R, R| : 


A(x) = 5 (r) (pq)" x?" = (o (r) (oz) — 1. 


n=1 n=0 


Un développement en série entière classique de la série du binôme donne : 


WELL > Hi 
. | Lu n / 4? 


D n=0 


ce qui mène par changement de variable à : 


Del Rest Aie 2 ;: 


1/1 — 4pgx? 


La relation sur les coefficients obtenue à la question 2 assure que la série entière 
définissant B(x) a aussi pour rayon de convergence À, et donne : 


A(x) 
1+ A(x) 


1 
= pa | = => f 
ue (= ) 
= 1 — 4/1 — 4pqr2. 


Vxe]-R,R| B(x) = 
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5. L'événement ÆE :« il n’y à jamais égalité » s'écrit : 


+00 
E = |] Bn. 
n=1 


Les événements de la suite (Bon)nen+ étant deux à deux incompatibles, on ob- 
tient : 


1094 


P(E)=1-  . ip}; 


Cas p £ 1/2. Dans ce cas on peut évaluer en 1 l'expression de B(x) obtenue 
à la question précédente : 


P(E) = 1 — B(1) = 4/1 — 4pq. 
Cas p = 1/2. Puisque la fonction À n’est pas définie en 1, on ne peut pas 
évaluer en 1 directement. En revanche, puisque la série ÿ'b2, converge, la 
série entière 5° b2,2?" converge normalement sur [—1,1], donc uniformément. 
Ainsi, l'application B est continue sur [—1,1], et l’on a : 
H(A)= lim BE). 
z<1 


L'expression de B(x) obtenue pour x € |-1,1[ à la question précédente permet 
de calculer cette limite, et l’on obtient finalement : 


B(1)=1 et donc P(E)=0. 


Remarque Dans le cas p — 1/2, on a obtenu que presque sûrement le cas 
d'égalité entre les deux joueurs se produit au cours du jeu. 
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